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ЈУГОСЛОВЕНСКО ШТАМПАРСКО ПРЕДУЗЕЋЕ — БЕОГРАД 


ПРЕДГОВОР 


Еуклидови елементи (та столећа) показали су у току 
више од двадесет два столећа огромну научну и опште 
културну вредност. Они су преведени и коментарисани готово 
код свих културних народа. До 1900 године библиографи 
су нашли више од 1700 издања те књиге. У ХХ столећу је 
због дубљег проучавања основа геометрије интерес за Еукли- 
дове елементе нарочито порастао. Како не постоји превод 
ове књиге на српски језик, решио сам да својим скромним 
снагама израдим тај превод. Засад дајем у штампу само прву 
књигу Елемената, Књига је допуњена историским и библио- 
" графским примедбама и коментаром, 

Целокупни коментар најбољег, Неђега'ова, текста Еукли- 
дових елемената, којим сам се и ја служио, доста је раз- 
рађен од стране низа писаца, а нарочито од стране Неаћа. 
Према томе сваки читалац, који би желео дубље да уђе у 
проучавање Елемената, може се послужити тим писцима. 
У свом коментару заустављам се само на оном материјалу, 
који је везан, прво, нарочито за српски превод и, друго, за 
она места текста, где се мој коментар разликује од познатих 
коментара, при чему дајем образложење свог гледишта. 

Академик Б. Петрзнијевић, сматрајући да је издање 
Еуклидових Елемената у српском преводу врло пожељно, 
био је добар и пажљиво прегледао превод, упоредио га са 
грчким текстом и учинио ми низ примедаба које сам при 
изради дефинитивног текста и узео у обзир. 

Стил превода прво је прегледао проф. Т. Анђелић, а 
затим, у коректури, проф. В. Мишковић, као редактор од 
стране Академије. Проф. В. Мишковић је учинио више језичких 


+ 


измена у преводу од којих неке нису уобичајене у српској 


математичкој литератури, на пр. једнакостран место 


равностран троугао и др. 

Б. Петронијевићу, В. Мишковићу и Т. Анђелићу који су 
ми помогли у остварењу овог посла изјављујем најдубљу 
благодарност. 


А.Б. 


|; 


Дефиниције: | 
1. Тачка је оно што нема делова2. 
2. Линија је дужина без ширине. 
3. Крајеви линије су тачке“. 
4. Права линија је она, која за тачке на а њој лодјед- 
нако лежи“. па и 
5. Површина је оно што има само дужину и ширину. 
6. Крајеви површине су линије“. 
7. Раван је површина која за. праве на њој подједнако 


лежи. 


8. Угао у равни је узајамни нагиб двеју: аннија у ра вНИ, 
које се стичу и које не леже у истој правој“. НЕ 

9. Ако су линије које образују угао. враве, угао се 
зове праволиниски. 

10. Ако права, која стоји,на другој правој, - образује са 
овом два суседна једнака угла, сваки од Њих зе тврав, а 


, јетоји.. 


подигнута права зове се нормала на оној на ко 

11. Туп угао је онај, који је већи од правог. 

12. Оштар је онај, који је мањи од правог... 

13. Граница је оно што је крај ма чега“. 

14, Фигура је оно што је омеђено или једно , или са 
више граница“, 

15. Круг је равна фигура омеђена таквом једином линијом 
(која се зове периферија), ла су све праве повучене од једне 
тачке, која се налази у самој фигури, према тој линији, (према 
периферији круга) међусобно једнаке". 

16. Ова тачка зове се средиште круга, 

17. Пречник круга је свака права што пролази кроз 
средиште круга а ограничена је са сваке стране периферијом 
круга; он полови круг:з, 

18. Полукруг је фигура ограничена пречником и њиме 
одвојеном периферијом круга; средиште полуруме је исто 
као и средиште круга!. 


19. Праволиниске фигуре су оне које су ограничене 
правама; тростране су ограничене са три, четворостране са 
четири, многостране са више од четири праве“. 


20. Од тространих фигура једнакострани троугао има 


три једнаке стране, једнакокраки има само две једнаке стране 
а разнострани има три неједнаке стране7, 

21. Даље, од тространих фигура је правоугли троугао 
онај који има прав угао, тупоугли који има туп у740 а 
оштроугли који има три оштра угла:, 

22. Од четвоространих фигура квадрат је једнакостран 
и са правим угловима; правоугаоник је са правим угловима, 
но није са једнаким странама; ромб са једнаким странама, 
но није са правим угловима; ромбоид са једнаким наспрам- 
ним странама и једнаким наспрамним угловима, но није ни 
једнакостран ни са правим угловима. Остале четворостране 
фигуре нека се зову трапези“. 

23. Паралелне су оне праве, које се налазе у истој равни 
и које се, продужене у бескрајност на обе стране, не секу 
једна са другом“, 

| Постулати! 

Нека се претпостави 

1. Да се може повући од сваке тачке ка свакој другој 
тачки права линеја У. 

2. И' да ограничена права може бити продужена у свом 
правцу непрекидно, 


3. И да се може описати из сваког средишта сваким 


растојањем круг“, 

4. И да су сви прави углови једнаки међусобно. 

5. И да ће се, ако једна права у пресеку са другим 
двема образује са исте стране два унутрашња угла чији 
је збир мањи од два права угла, те две праве, бескрајно 
продужене, сећи и то са. оне стране са које су ови углови 
мањи од два права =. 

; Аксиоме > 

1. Они (објекти) који су једнаки истом (објекту) 
једнаки Су међусобно“. 

2. И ако се једнаким (објектима) додају једнаки (објекти) 
целине су једнаке. 
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3. И ако се од једнаких (објеката) одузму једнаки 
(објекти) остаци су једнаки“, 

4. И ако се неједнаким (објектима) додају једнаки 
(објекти) целине су неједнаке=, 

5. И удвостручени једнаки (објекти) једнаки су међу- 
собно. 

6. И половине од једнаких (објеката) једнаке су 
међусобно, 

7. И они (геометриски објекти) који се могу Моклопити 
једнаки су међусобно. 

8. И целина је већа од делаз, | 

9. И две праве не ограничавају област“, 


15. 


На датој дужи (ограниченој правој) конструисати јед- 
накостран троугао. 

Нека је дата ду 

Треба на дужи АВ конструисати једнакостраи троугао. 

Са средиштем у А и са отстојањем АВ нацрта се круг 
ВГА, па се са средиштему В 
и отстојањем ВА нацрта круг 
АГЕ и из тачке Г, пресека 
оба круга, повуку праве ГА 
и ГВ. 

Пошто је тачка А сре- 
диште круга ГАВ, АГ је јед- 
нако АВ. Даље, пошто је 
тачка В средиште круга ГАЕ, 
ВГ је једнако ВА. Како је 
горе показано да је ГА једнако АВ, то су дужи ГА и ГВ 
једнаке АВ, а оне које су једнаке једној истој, једнаке су и 
међусобно, па је према томе ГА једнако ГВ; дакле су три 
дужи ГА, АВ, ВГ једнаке међусобно. 

И тако је троугао АВГ једнакостран и конструисан 
је на датој дужи АВ.. 

(На датој дужи, дакле конструисан троугао), а то је 
требало извести, 


2. 


Из дате тачке повући дуж једнаку датој дужи. | 

Нека је А дата тачка и ВГ дата дуж; треба из тачке 
А повући дуж једнаку датој дужи ВГ. 

Повуче се из тачке А до тачке В дуж АВ и конструише 
на њој једнакостран 
троугао ДАВ, затим 
се продуже дужи ДА 
и АВ правама АЕ и 
827, и нацрта са сре- 
диштем В и расто- 
јањем ВГ круг ГНО, 
а са средиштем Ди 
растојањем АН круг 
НКЛ. 

Пошто је тачка 
В средиште круга 
гна,то је ВГ једнако 
ВН; затим, пошто је 
тачка 4 средиште 
круга НКА, АЛ је 
једнако АН; но како. 
је ДА једнако 48, остатак АЛ биће једнак остатку ВН, 
Међутим показано је да су дужи ВГ и ВН једнаке. Према 
томе су дужи АЛ и ВГ једнаке ВН, а оне које су једнаке. 
једној истој дужи, једнаке су и међусобно; значи и АЛ је 
једнако ВГ. | | 

Тако је из дате тачке А повучена дуж АЛА једнака 
датој дужи ВГ, а то је требало извести, 


3. 


Ако су дате две неједнаке дужи, на већу пренети дуж 
једнаку мањој; ј | | 

Нека су дате две неједнаке дужи АВ и Г, од којих је 
АВ већа. Треба на: већу АВ пренети дуж једнаку мањој БГ: 

Из тачке А повуче се дуж АД једнака дужи Г њ 
нацрта са средиштем А и растојањем АД круг дЕ2. 
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Пошто је тачка А средиште круга ДЕ2, АЕ је једнако 


г 


рооти= 


АД; али је игГг једнако 
АД. Према томе су дужи 
АЕ и Г једнаке АД, па 
дакле, значи, и АЕ јед- 
нако Г. 

И тако, кад су дате 
две неједнаке дужи АВи 
Г, на већу АВ је пренета 
АЕ једнака мањој Г, а то 
је требало извести. 


И Е 
Ако су код два тро- 


угла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама 
другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, 
мора и основица бити једнака основици, један троугао мора 
бити једнак другом троуглу«и остали углови морају бити 
једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који 


леже спрам једнаких страна. 


Нека "У код два: троугла АВГ'и ДЕ2 две стране, АВ 
И АГ, једнаке странама ДЕ, 42 И то 
А . опговарајуће, тј АВ једнака ДЕ и. 
АГ једнака А: и нека је угао ВАГ 
једнак углу Ед47. Тврдим да је осно- 
вица ВГ једнаки основици Е7, тро- 


угао АВГ 


једнак троуглу ДЕЛ и 


8 р остали углови једнаки осталим угло- 
_вима,и то одговарајући, тј. они који се 

4 налазе спрзм једнаких страна, т'. угао 

АВГ једнак углу ДЕ2 и угао АГВ углу 


АТЕ. 


Ако се троугао АВГ положи на 


троугао ДБ2 тако да тачка А падне 

јр шшшињр у тачку А, а да дуж АВ иде по дужи 
; ДЕ, тада ће се тачка В поклопити са 
_тачком Е због једнакости АВ и ДЕ. 

"Пошто се » АВ поклапа са ДЕ, мора права АГ ићи у правцу 
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А2 због једнакости углова ВАГ и Е42. Такође ће се покло- 
пити тачке Г и 2, због једнакости АГ 42. Али сеи В 
поклапа са Е. Отуда следи да ће се основица ВГ покло- 
пити са основицом Е2, јер ако би се В поклапало сазЕ,иГ 
са 2, а основица ВГ не би поклапала са Е2, тада би две 
праве ограничавале област, а то је немогуће. Према томе и 
основица ВГ поклопиће се са основицом Е2. и биће са њом 
„једнака. А и цео троугао АВГ ће се поклопити и бити јед- 
нак целом троуглу ДЕ2 и остали углови ће се поклопити 
и бити једнаки осталим угловима, наиме угао АВГ једнак 
углу АЕ2 и угао АГВ углу АХЕ. | 

На овај начин, ако су код два троугла две стране 
јелног јелнаке одговарајућим двема странама другог и једнаки 
углови које образују једнаке стране, мора и основица бити 
једнака основици, један троугао мора бити једнак. другом 
троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угло- 
вима и то одговарајући, наиме они које леже спрам јед- 
наких страна. А то је требало доказати. 


5. 


Код једнакокраких троуглова углови су на основици 
једнаки међусобно, а у случају продужења једнаких страна 
углови под основицом такође морају бити једнаки међусобно. 

Нека је АВГ једнакокраки троугао са краком АВ једнаким 
краку АГ и нека су праве ВА и ГЕ продужења кракова АВ 
и АГ. Тврдим да је угао АВГ једнак углу АГВ и угао ГВА 
углу ВГЕ. 

Нека се на правој ВА узме произвољна тачка 2 и 
пренесе на већу дуж АЕ дуж АН једнака мањој А2, па затим 
повуку праве 27 и НВ. 

Пошто је А2 једнако АН и АВ једнако АГ, тј. пошто 
су две стране 24, АГ једнаке одговарајућим двема странама 
НА, АВ и чине заједнички угао 2АН, то је основица 27 
једнака основици НВ, и троугао А2Г једнак троуглу АНВ, 
и огтали углови једнаки одговарајућим осталим угловима, 
који леже спрам једнаких страна, наиме угао АГ2 углу 
АВН и угао А2Г углу АНВ. И пошто је цела дуж 
А2 једнака целој дужи АН, а дуж АВ је једнака 
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дужи АГ, биће и остатак, тј. дуж 87, једнак остатку — 
дужи ГН. А раније је показано, да је 27 једнако НВ. Према 
томе две стране В2, 27 једнаке су одговарајућим двема 
странама ГН, НВ и угао В2Г јед- А 

нак је углу ГНВ, а основица је 
иста ВГ; троугао ВХГ биће јед- 
нак троуглу ГНВ, и остали углови 
биће једнаки одговарајућим угло- 
вима што леже спрам једнаких 
страна; угао 2:ВГ биће према томе 
једнак углу НГВ и угао ВГ2 углу 
ГВН. А пошто је, како је пока- 
зано, цео угао АВН једнак целом 
углу АГ2, а угао ГВН једнак 
углу ВГ2, то ће и остатак — 
угао АВГ, бити једнак остатку — 
углу АГВ; а ови углови леже на ' 
основици троугла АВГ: А раније је показано, да је угао 2В8Г 
једнак углу НГВ, а ови се налазе под основицом. 

Тако су код једнакокраких троуглова углови на осно- 
вици једнаки међусобно, а у случају продужења једнаких 
страна углови под основицом такође морају Чт једнаки 
међусобно. А то је требало доказати. 


6. · 
Ако су у троуглу међусобно једнака два угла, онда 


4 


морају бити међусобно једнаке и 
стране које леже спрам једна- 
ких углова, 

Нека је у троуглу АВГ у- 
гао АВГ једнак углу АГВ, Твр- 
дим да је и страна АВ једнака 
страни АГ. 

Јер, ако АВ није једнако АГ, 
биће једна од њих већа од друге. 
| —— | Нека је АВ већа; тада треба 

+, - нрвнети на о АВ, дуж АВ 
једнаку мањој АГ и повући 4Г. 
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Пошто је АВ једнако АГ, а ВГ је заједничка страна, 
то су две стране АВ и ВГ једнаке одговарајућим странама 
АГ и ГВ, и угао АВГ једнак углу АГВ. Према томе биће 
основица АГ једнака основици АВ и троугао АВГ једнак 
троуглу АГВ, тј. мање је једнако већем, а то је немогуће; 
значи да АВ није неједнака АГ, већ једнака са њом. 


Тако, ако су у троуглу међусобно једнака два угла, 


морају бити међусобно једнаке и стране што леже спрам 
једнаких углова, А то је требало доказати. 


1. 

Немогуће је из две различите тачке, које се налазе са 

исте стране дате дужи, повући ка крајњим тачкама те 
Г дужи по две дужи тако да 
4 дужи са истим крајевима буду 

међусобно једнаке. 
Претпоставимо да је мо- 
гуће повући ка истој дужи АВ 
две праве. АГ и ГВ и две друге 
праве АД и АВ једнаке одго- 
варајућим првим правама из 
| раздичитих тачака, из Г и 4, са 
А Њ „исте стране, са истим краје- 
вима, наиме ГА и АА са истим крајем А, а ГВ и АВ са истим 

крајем В; па повуцимо дуж ГА. 

Пошто је АГ једнако А4, углови АГА и ААГ су једнаки; 
тада је угао АДГ већи од ВГА, а тим пре је угао ГАВ већи 
од АГВ. Али ГВ је једнако АВ и због тога је угао ГАВ једнак 
углу АГВ. Али у исто време он мора бити и већи од њега, 
а то је немогуће. 

Дакле немогуће је из две различите тачке, које се налазе 


са исте стране дате дужи, повући ка крајњим тачкама те 


дужи по•две дужи тако да дужи са истим крајевима буду 
међусобно једнаке. А то је требало доказати. 
| 8. 
Ако су у два троугла две стране једнаке двема одго- 
варајућим странама другог, и основице им једнаке, морају 
бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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Нека АВГ и АЕ2 буду два троугла, код којих су две 
стране АВ и АГ једнаке двема одговарајућим странама 
ДЕ и А2, наиме АВ страни ДЕ и АГ страни 47, и основица 
ВГ једнака основици Е2. 

Тврдим да је тада угао ВАГ А 
једнак углу Е42. 

Ако се троугао АВГ по- 
ложи на троугао ДЕ2, тачка 
В ће се поклопити са тачком 
Е, права ВГ пасти на праву 
Е2 и тачка Г поклопити са 2 
због једнакости ВГ и 27. А 
кад се дуж ВГ поклопи са 22, 7 
онда ће се поклопити и ВА, и 2 
ГА са Е4, 42. јер, ако се С 
основица ВГ поклопи са осно- . 
вицом 22, а стране ВА, АГ сене би поклопиле са странама Е4, 
47 већ би отступале од њих као ЕН, Н2, онда би биле 
повучене из. сваке од две различите тачке, које се налазе 
са: исте стране дате дужи ка њеним крајевима по две 
дужи, тако да дужи са истим крајевима буду међусобно 
једнаке. А то је. немогуће. Немогуће је према томе да се 
основице ВГ и Е2 поклапају а да се стране ВА, АГ. не по- 
клапају са странама ЕД, 42. Значи 
оне се поклапају, а тада се угао 
ВАГ поклапа са углом ЕД2 и 
њему јг једнак. 

На овај начин, ако су у два 
троугла две стране једног једнаке 
двема одговарајућим странама 
другог, а и основице им једнаке, 
морају бити једнаки и углови 
које образују једнаке стране. 
А то је требало доказати. 


А 


9. 


Преполовити дати праволиниски угао. 
Нека буде" дат праволиниски угао ВАГ и треба га препо- 
ловити. 


Треба на АВ узети произвољну тачку 4, пренети на АГ 
дуж АЕ. једнаку Ад, повући ДЕ, конструисати на ДЕ једнако- 
. страни троугао ДЕ и повући А2. Тврдим да је Уа ВАГ 
преполовљен правом А7. 

Пошто је. АЛ једнако АЕ, а А2 | је заједничко, то су две 
стране ДА, А2 једнаке двема странама АЕ, А2, и то одго- 


варајућим, и основица 22 једнака је основици 22, па ће угао 


ДАА2 бити једнак углу ЕА2. 
Тако је дати праволиниски угао ВАГ преполовљен орле 
вом А2. А то је требало извести. 


10. 
Преполовити дату дуж. 
Нека је дата дуж АВ; треба ту дуж преполовити. 
На њој се конструише једнако- 
Г страни троугао АГВ и преполови се 
угао АГВ правом ГА. Тврдим ла 
тачка А полови дуж АВ. 

Пошто је АГ једнако ГВ, а ГА 
је заједничко, то су две стране АГ, 
ГА једнаке двема странама ВГ, ГА, 
и то одговарајућим, и сем тога је 

Бо угао АГА једнак углу ВГА, паће и 


А 4 основица АД бити једнака осно- 
вици ВА. 
Тако је дата дуж АВ преполовљена тачком 4. А то је 
требало извести. 2“ 


1, 
Из дате тачке на да- 
тој правој повући праву 
под правим углом према 


датој правој. 
Нека је дата права 
линија АВ и на њој дата "2 4 ТЕ Е 


тачка Г. Треба из тачке 
Г повући праву под правим углом према правој АВ. 

Узима се на АГ. произвољна тачка 4, па се пренесе 
ГЕ једнако ГА, конструише се, на ДЕ једнакостран троугао 
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74Е и повуче се 27. Тврдим да је 27 права линија, која је 
под правим углом према датој правој АВ и предан кроз 
тачку Г дату на њој. 

Пошто је АГ једнако ГЕ, а Г2 је заједничка страна, то 
су две стране АГ, Г2 једнаке двема странама ЕГ, Г2, и то 
одговарајућим, и основица 42. једнака је основици 27, те је 
угао АГ2 једнак углу ЕГ2 и при томе су они упоредни, Ако 
пак права, која стоји на датој правој тако да образује упо- 
редне углове једнаке један другоме, тада је сваки од њих 
прав. Према томе је прав сваки од углова АГ2 и 2ГЕ. 

На овај начин из дате тачке Г на датој правој АВ 
повучена је права под правим углом према датој правој. А 
то је требало извести. 


12. 


Повући праву линију нормално на дату бескрајну праву 
из дате тачке која не припада датој правој. 

Нека је дата бескрајна права АВ и дата тачка Г која 
не припада тој правој; треба повући праву линију нор- 
мално на дату бескрајну 7 
праву АВ из дате тачке у · 

Г, која не припада датој 
правој. 

Узме се са друге 
стране праве АВ произ- 
вољна тачка 4, и са сре- 
диштем у Г и растојањем 
ГА нацрта круг Е2Н, па 
„се преполови дуж ЕН тач- 
ком д и повуку праве ГН, 
го, ГЕ. Тврдим да је ГО нормала на датој бескрајној правој 
АВ из дате тачке Г, која не припада њој. 

Пошто је НО једнако ОБЕ, а ОГ је заједничко, две 
стране На, ОГ једнаке странама Ед, ОГ, и то одговарајућим, | 
и основица ГН једнака основици ГЕ, то је угао ГОН једнак 
углу БОГ, и они су при томе упоредни. Па ако права подиг- 
нута на другој правој образује са њом међусобно једнаке 
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упоредне углове, сваки од тих углова је прав, а подигнута 


права се зове нормала на оној на којој је подигнута. 

„Дакле права ГО је нормала на датој бескрајној правој 
АВ из дате тачке Г, која не припада датој правој. А то 
је требало извести. 


13. 


Ако права повучена над правом образује углове, мо-. 


рају ти углови бити или оба прави или образовати заједно 
два права угла. | 
Ако је већ угао ГВА једнак углу АВА, они су два права 
угла. Ако није, повуче се из тачке В права ВЕ под правим 
углом према ГА; тада су 
Е А ГВЕ, ЕВА два права угла; 
и пошто је угао ГВЕ јед- 
нак двама угловима ГВА 
и АВЕ, онда, ако се дода 
исти угао. ЕВА, два угла 


4 8 Г- угловима ГВА, АВЕ, ЕВА. 

"С друге стране, пошто је 

угао АВА једнак угловима АВЕ, ЕВА, то, ако се дода исти 

угао АВГ, два угла АВА, АВГ једнаки су трима угловима 

АВЕ, ЕВА, АВГ. Како је раније показано. углови ГВЕ, ЕВА 

једнаки су истим трима угловима, а оно што је једнако 

истом, једнако је међусобно; значи. углови ГВЕ, ЕВА су јед- 

наки угловима АВА, АВГ. Али су углови ГВЕ, ЕВА два права 

угла, то онда и углови АБА, АВГ заједно сачињавају два 
права угла. 


ГВЕ, ЕВА су једнаки трима 


Дакле, ако права подигнута над правом образује углове, 


ти углови морају бити или оба прави или образовати заједно 
два права угла. А то је требало доказати. 


14. 

Ако ма са којом правом, у истој тачки на њој, две друге 
праве са различитих страна прве праве граде суседне 
углове, који заједно образују два права угла, те две праве 
морају се налазити у истој правој. 
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Нека ма код које праве АВ две друге праве ВГ, В3, 
повучене из исте тачке В, но не са исте стране праве АВ, 
граде суседне углове АВГ, АВА који заједно образују два 
права угла. Тврдим да су ГВи ВА у истој правој. 

Ако се права ВА не налази у, правој ВГ, нека се права 
ВЕ налази у правој ГВ. 

Пошто је тада права АВ подигнута над правом ГВЕ, 
углови АВГ, АВЕ образују заједно два права угла; али и 
углови АВГ, АВА сачиња- А 
вају два права угла. Према · 
томе су углови ГВА, АВЕ 
једнаки угловима ГВА, 
АВА. Ако се пак одузме 
заједнички угао ГВА биће 
остатак АВЕ једнак о- : 
статку АВД, мањи – већем, Г 8 8 
а то је немогуће. Дакле 
ВЕ не припада правој ГВ Слично се може доказати да не“ 
постоји никаква друга права сем ВА. Према томе су ГВ и 
вд у истој правој. 

Тако, ако ма. код које праве, код исте тачке на њој, 
две праве са различитих страна прве праве граде суседне 
углове, који заједно образују два права угла, онда се морају те 
две праве налазити у истој правој. А то је требало доказати. 


15. 
Ако се две праве секу, оне образују унакрсне углове, 

који су једнаки један другоме. 
Неха се две праве АВ, ГА секу у тачки Е. Тврдим 
да је угао АЕГ једнак углу. ДЕВ и угао ГЕВ једнак углу АЕА. 
Пошто права АЕ, подигнута над правом ГА, гради 
углове ГЕА, АЕА, ти су. углови заједно једнаки двама правим 
А _“ Г угловима. С друге стране, 
| ; пошто права ДЕ лодиг- 
„нута над правом АВ гради 
углове АЕ4, ДЕВ, ти су 
углови заједно јеанаки 
"двама правим угловима 


Како је раније показано и углови ГЕА, АЕЛ су заједно 
Еуклидови елементи 2 


в 
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једнаки двама правим угловима, па су према томе углови 
ГЕА, АБА једнаки угловима АБА, ЛЕВ. Кад се одузме 
заједнички угао АБА, биће остатак — угао ГЕА — једнак 
остатку — углу ВЕА, На сличан начин се доказује да су и 
углови ГЕВ, АЕА једнаки. 

Тако, ако седве праве секу, оне образугу унакрсне 
углове, који су једнаки један другоме. А то је требало доказати, 

(Закључак. : 

Из претходног је јасно да, ако се две праве секу, оне 
граде код тачке пресека углове, који заједно образују четкри 
права угла.) 

16. ла 

У сваком троуглу је спољашњи угао, образован :про- 
дужењем једне стране, већи од сваког од два унутрашња 
несуседна угла. | 

Нека је АВГ троугао; продужи се једна његова страна 
ВГ до А. Тврдим да је спољашњи угао АГА- већи од. сва- 
ког од два унутрашња несуседна угла ГВА и ВАР 

"реполОнн“ "се АГ тачком Е, па се повучена права ВЕ 
. продужи праволини- 
ски до 2, пренесе се 
22, једнако ВЕ, и по- 
вуче 27, -па се про- 
дужи АГ до Н. 

Пошто је АЕ 
једнако ЕГ, а ВЕ 
једнако Е2, то су две 
стране АЕ, ЕВ једнаке двема странама ГЕ, Е2, и то, одго- 
варајућим; и угао АЕВ једнак је углу 2ЕГ, као унакрсни. 
Стога је основица АВ једнака основици 27, и троугао АВЕ 
једнак је троуглу ТЕГ, и остали углови су једнаки осталим 
угловима, и то одговарајућим, који су спрам једнаких страна. 
Према томе је угао ВАЕ једнзк углу ЕГ2. 

Али угао ЕГА је већи од угла ЕГ2, те је и угао АГА 
већи од угла ВАЕ. Слично се, половљењем ВГ,. доказује да 
је угао ВГН, а то значи и угао АГА, већи од угла АВГ. 

Дакле, у сваком троуглу је спољашњи угао, образован 
продужењем једне стране, већи од сваког од два унутрашња 
несуседна угла. А то је требало доказати. 


17. 


У сваком троуглу је збир двају углова, произвољно 
изабраних, мањи од' два права угла. 

Нека троугао буде АВГ. Тврдим да је у троуглу АВГ 
збир двају углова, произвољно изабранкх, 'мањи од два 
права угла. | | 

Нека 'се продужи ВГ према А 

Пошто је у троуглу АВГ угао АГА спољашњи, он је 
већи од унутрашњег А 
несуседног угла АВГ. 
Додајмо сваком исти 
угао АГВ. Тада су 
углови АГА, АГВ већи 
од углова АВГ, ВГА. 
Али су углови АГА, 

АГВ једнакњ двама — 8 Г 4 
правим, и према томе су углови АВГ, ВГА мањи од два права 
угла. На слизан начин се доказује да су и углови ВАГ, АГВ 
мањи од два права угла, а такође и ГАВ, АВГ. 

Тако, у сваком троуглу је збир два угла, произвољно 
изабраних, мањи од два права угла. А то је требало доказати. 


18. 


У сваком троуглу спрам веће стране лежи већи угао, 
Нека је у троуглу АВГ страна АГ већа од стране АВ. 
Тврдим да је.угао АВГ већи 

А | од угла ВГА. 
Пошто је АГ. веће од АВ, 
4 нацрта се АЛ једнако АВи 

повуче се ВА. 
А пошто је у троуглу ВГА 
угао АДВ спољашњи, он је 
Е ТА већи од унутрашњег несусед- 
8 ног угла АГВ. Али угао ААВ 
једнак је углу АВА, пошто је страна АВ једнака А4. Због 
· тога је и угао АВА већи од угла АГВ. Тим пре је и угао 

АВГ већи од угла АГВ. 


2% 
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Дакле, у сваком троуглу спрам веће стране лежи већи 
угао. А то је требало доказати. 


за 


7 19. 


У сваком троуглу спрам. већег угла лежи већа страна. 
Нека је у троуглу АВГ угао АВГ већи од угла ВГА. 
Тврдим да је страна АГ већа од стране АВ. 
Ако то није, онда или је АГ једнако АВ или је мање. 
Али АГ није једнако АВ, јер тада би био и угао АВГ једнак 
углу АГВ, а то није. Према. томе АГ није јед- 
А нако АВ. А такође АГ није ни мање од АВ, 
јер тада би и угао АВГ био мањи од угла 
АГВ, а то није; према томе АГ није ни мање 
8 од АВ. А показано је да нису ни једнаки. 
Дакле АГ је веће од АВ. 
Дакле, у сваком троуглу ,спрам већег 
угла лежи већа страна. А то је требало 
доказати. | | 


20. 


Г 
У сваком троуглу збир двеју страна, 
произвољно изабраних, већи је од треће стране. 

Нека је АВГ троугао. Тврдим да је у троуглу АВГ збир 
двеју страна, произвољно изабраних, већи од треће, наиме 
ВА, АГ од ВГ и АВ, ВГ од АГ и ВГ, ГА од АВ. 

Нека се продужи ВА до тачке 4, пренесе се АЛ јед- 
нако ГА и повуче се АГ. | 

, Пошто је ДА једнако АГ, угао А4Г је једнак углу АГА. 
Тада је угао ВГДА већи од угла АДГ; и пошто је АГВ тро- 
угао, који има угао ВГА већи од угла 
ВАГ, спрам већег угла лежаће већа 4 
страна, и због тога је ДВ веће од ВГ. 

Али ДА је једнако АГ, па према томе А 
су ВА, АГ веће од ВГ. Слично се 

доказује да су АВ, ВГ веће од ГА, а 

ВГ, ГА од АВ. 

У сваком троуглу збир двеју | ј“ 
страна, произвољно изабраних, већи 8 
је од треће стране. А то ге требало доказати. 
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21. 

Ако (се у унутрашњости троугла. из крајњих тачака 
једне његове стране повуку две праве које се секу, збир 
повучених правих биће мањи од двеју осталих страна тро- 
угла, а угао, који оне граде, већи. 

У троуглу АВГ су на једној страни ВГ из њених кра- 
јева В, Г повучене две праве ВА, АГ, које се секу. Тврдим 
да је збир ВА и АГ мањи од збира двеју осталих страна 
троугла ВА и АГ, а угао ВАГ је већи од угла ВАГ. 

5 Пролужимо ВА до Е. И пошто је у сваком троуглу 
збир двеју страна већи од треће, то јеи у троуглу АВЕ збир 
двеју страна АВи АЕ већи 

од треће. Ако се дода А 

иста дуж ЕГ, збир ВА и АГ 

биће већи од збира ВЕи Е 

ЕГ. С друге стране, пошто 

је у троуглу ГЕД збир две- | 

ју страна ГЕ и ЕД већи од 

треће ГА, то је, после до- 

давања. исте дужине 4АВ, БЕНИ 

збир ГЕ и ЕВ већи од Бо Д 
збира ГА и'АВ. А доказано је да је збир ВА и АГ већи од | 
збира ВЕ и ЕГ, тим пре је збир ВА и АГ већи од збира 
ВА и АГ. 

Даље, пошто је у сваком троуглу спољашњи угао већи 
од несуседног унутрашњег, то је и у троуглу ГДЕ спољашњи 
угао ВАГ већи од ГЕД; Због тога је и у троуглу АВЕ спо- 
љашњи угао ГЕВ већи од угла ВАГ. Али је доказано да је 
угао ВАГ већи од угла ГЕВ. Тим пре је угао ВАГ већи од 
угла ВАГ. 

Дакле, ако се у унутрашњости троугла ив крајњих 
тачака једне његове стране повуку две праве које се секу, 
збир повучених правих биће. мањи од две остале стране тро- 
угла, а угао, који оне граде, је већи. А то је требало 
доказати. : 

22. + | 

Од три праве, које су једнаке трима датим правама, начи- 
нити троугао ; при томе збир двеју, произвољно узетих, мора 
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бити већи од треће, јер је у сваком троуглу збир двеју, про- 
извољно узетих, страна већи од преостале стране. 

Нека су А, В, Г три дате праве, од којих је збир двеју, 
произвољно узетих, већи од треће, наиме Али ВодГ, АиГ 
од Ви В и Г одаА. Треба од правих, које су једнаке А, 
В, Г, начинати троугао 


Повуче се права ДЕ ограничена тачком 4 и неограни- 


чена према Е, пренесе се на њу 42. једнако А, 26 једнако 
В и НО једнако Г. Са средиштем у 2. и отстојањем 24 опиет 


се круг АКА; с друге стране, са средиштем у Н и са отстд- 


јањем НО опише се круг КЛО и повуку се КА, и КН. 


Тврдим да је троугго КЛАН начињен од три праве, које су 
једнаке А, В, Г. ; 

Пошто је тач са 2 средиште круга АКА, то је 24 једнако 
2. Али је 2 једнако А, према томе је К2 једнако А. С 
друге стране, пошто је тачка Н средиште круга АКО, то је 
НО једнако НК; али НО једнако је Г, па стога и КН једнако 
Г. А 2 је једнако В. Према томе су три праве К2, 28, НК 
једнаке А, В, Г. 

На овај начин је од три праве К2, 2Н, НК, које су 
једнаке трима датим правама А, В, Г начињен троугао КЛН. 
А то је требало извести. 


23. 


Конструисати на датој правој у датој тачки на њој 
праволиниски угао једнак датом праволиниском углу. 

Нека је АВ дата права и на њој тачка А, а АРЕ дати 
праволиниски угад.. Треба на датој правој АВ код дате тачке 
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А на њој конструисати праволиниска угао једнак датом 
праволиниском углу АГЕ. 
Узму се на свакој од правих ГА, ГЕ произвољне тачке" 
д, Е и повуче ДЕ. Начини се од три праве, које су једнаке 
ГА, ДЕ, ГЕ троугао А2Н тако 
· да је ГА једнако , А7, ГЕ јед- 
нако АН и ДЕ једнако 2Н. 
Пошто су две стране АГ, 
ГЕ једнаке странама 74, АН, 
ит» „одговарајућим, и основица 
АЕ јећнака основици 2Н, то 
је угао АГЕ једнак углу 2АН. > 
На овај начин је на датој 
правој АВ, у датој тачки на 
њој А, конструисан праволи- 


ниски угао ДАН јелнак датом Н 
праволиниском углу АГЕ. А то ЛА 8 
је требало извести. 

“6 24. 


Ако су код два #фоугла две стране једног једнаке двема 
странама другог, и то одговарајућим, и угао првог, који 
образују. стране једнаке странама другог, већи од таквог 
угла другог троугла, онда је основица првог већа од осно- 
вице другог. 

Нека су АВГ и ДЕ2 два троугла са две стране АВ, АГ, 
које су једнаке странама ДЕ и 42, и то одговарајућим, наиме 

А 4 __АВ једнако ДЕ и АГ јед- 

нако 42, а угао код А 

је већи од угла код А. 

Тврдим да је основица 

ВГ већа од основице 227. 

Пошто је угао ВАГ 

В Е већи од угла Ед2, кон- 

- ~ струише се на правој ДЕ 

Г АЕ а у датој тачки Д на њој 
угао ЕДН једнак углу ВАГ . 

и · прене: е се АН једнако АГ или 42, и повуку се ЕН ин 
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Пошто је АВ једнако ДЕ, а АГ једнако АН, а то значи 
да су две стране ВА, АГ једнаке двема странама ЕД, АН, и 
то одговарајућим, и угао ВАГ једнак углу ЕдДН, то је осно- 
вица ВГ једнака основици ЕН. С друге стране, пошто је 
47, једнако АН, угао АН2, једнак је углу А2Н. Стога је угао 
АДН већи од угла ЕН2, а тим пре угао Е2Н већи од угла 


ЕН2. И пошто је у троуглу Е2Н угао ЕН већи од угла | 


ЕН, а спрам већег угла налази се већа страна, то ће 
страна ЕН бити већа од 27. Али је ЕН једнако ВГ, па ће 
и ВГ бити веће од Е2. 

Дакле, ако су код два троугла две стране једног једнаке 
двема странама другог, и то одговарајућим, и угао првог, 
који образују стране једнаке странама другог, већи од таквог 
угла другог троугла, онда је основица првог већа од осно- 
вице другог. А то је требало доказати. 


Расе 


Ако су код два троугла две странг једног једнаке двема 
странама другог, и то опговарајућим, а основица првог је 
већа од основице другог, онда је и угао првог, који обра- 
зују стране једнаке странама пруге вео од таквог угла 
другог троугла. 

Нека су АВГ и дЕ2 два троугла са две-стрзне АВ, АГ, 
које су једнаке странама. ДЕ и 42, и то одговарајућим, наиме 
АВ једнако ДЕ и АГ јед- 


УНИ [ нако 42, а основица ВГ 
= већа од основице #Е2. 
ћ Тврдим да је угао ВАГ 
већи од угла Е42. 
В“ _ Ако то није, онда је 


он или једнак или мањи. 

7 Али угао ВАГ није једнак 

углу Е42, јер би тада и 

основица ВГ била једнака 

основици Е2, а то није. 

Е | Према томе угао ВАГ није 

једнак углу 242. Угао ВАГ 

није ни мањи од' угла Е42, јер би тада и основица ВГ б»ла 
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мања од основице Е2, а то није. Према токе угао ВАГ није 
ни мањи од угла ЕД2. А показано је да нису једнак дакле 
угао ВАГ је већи од угла Е42. 

Дакле, ако су код два троугла две стране једног 
једнаке двема странама другог, и то одговарајућим, а 
основица првог је већа од основице другог, онда је и угао 
првог, који образују стране једнаке странама другог, већи 
од таквог угла другог троугла. А то је требало доказати. 


26. 


· Ако су код два троугла два угла једног једнаки двама 
угловима другог, и то одговарајућим, и једна страна једног 
једнака једној страни другог или она на којој су једнаки 
углови или она што је спрам једног од једнаких углова, 
онда су и остале стране једнаке осталим странама, и то 
одговарајућим, а преостади угао једнак је преосталом углу. 

Нека су код два троугла АВГ, ДЕ2. два угла' АВГ, ВГА 
једнаки двама угловима дЕ2, ЕЈ, и то одговарајућим, наиме 
угао АВГ углу ДЕД и угао ВГА углу Е2А, и нека је ) једна 
страна једног једнака једној | 
страни другог, прво страна 4 
ВГ страни Е2, на којима су. 
дати једнаки углови. Твр- 
дим да су тада. и остале 
стране једнаке. осталим стра- | ЗЕ 
нама, и то одговарајућим, АЕ 2 
наиме страна. АВ страни ДЕ, 
страна АГ страни 42, а пре- Н 
остали угао преосталом углу, 
наиме угао ВАГ „углу Е47. 

Ако пак АВ нијеј еднако 
ДЕ, онда је једно од њих 8 е Г. 
веће. Нека: је везе АВ; тада се пренесе ВН једнако ДЕ и 
повуче се НГ. 

Пошто је ВН једнако ДЕ и ВГ једнако Е2, значи 
да су две стране ВН, ВГ једнаке двема странама ДЕ, Е7., 
и то одговарајућим, и угао НВГ једнак углу ДЕ2, дакле и 
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основица НГ једнака је основици А2, и троугао НВГ једнак 
троуглу АЕ7 и остали углови су једнаки осталим угловима, 
који се налазе спрам једнаких страна. Према томе је угао 
НГВ једнак углу АДЕ. Али је по претпоставци угао ДАТЕ 
једнак углу ВГА. Према томе би угао ВЕН био једнак углу 
ВГА, мањи већем; а то је немогуће. На овај начин АВ није 
_ неједнако ДЕ, дакле једнакд је. Али м ВГ је једнако Е7. 

Према томе су две стране АВ, ВГ једнаке двема странама · 
ДЕ, Е2, и то одговарајућим, и угао АВГ једнак је углу А22, 
услед чега ј= и основица АГ једнака основици 22, и прео- 
стали угао ВАГ једнак преосталом углу В4А2. 

Нека су сад" једнаке стране, које су спрам једнаких 
углова, наиме АВ једнака страни ДЕ. Тврдим да су и 
остале стране једног једнаке осталим странама другог, и то 
одговарајућим, наиме страна АГ страни 42, страна ВГ страни 
27 и преостали угао ВАГ јаднак је преосталом углу ВА7. 

Ако пак ВГ није једнако 27, онда је једна од њих већа. 
Нека је веће, ако је могуће, ВГ; тада се на ВГ пренесе ВО 
једнако Е7 и повуче Ад. Пошто је ВО једнако Е27, а АВ 
једнако ДЕ, то су две стране АВ, ВО једнаке двема стра- 
нама ДЕ, 22, и то одговарајућим, а чине једнаке углове. Па 
према томе је основица Ад јелнака основици 47, и троугао 
АВО једнак троуглу АЕ7, и остали углови једнаки дсталим 
угловима, који су спрам једнаких "страна. Према томе је 
угао ВОА једнак углу Е24. Али је угао Е2Д једнак углу 
ВГА.. Услед тога би у троуглу АОГ спољашњи угао ВВА био 
једнак унутрашњем несуседном ВРА, а: то је немогуће. На 
овај начин ВГ није неједнако Е7, значи да је једнако 7. 
Али је и АВ једмако 42. Према томе су две стране АВ, ВГ 
једнаке двема странама ДЕ, Е27, и то одговарајућим, и оне 
граде једнаке углове, и основица АГ једнака је основици 
47, и троугао АВГ једнак троуглу ДЕ2 и преостали угао 
ВАГ једнак преосталом углу Ед2. | 

На овај начин, ако су код два троугла два угла једног 
једнаки двама угловима другог, и то одговарајућим, и једна 
страна једног једнака једној страни другог или она на којој 
су једнаки угловл или она што је спрам једног од једнаких 
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углова, онда су и остале стране једнаке осталим странама, 
и то одговарајућим, и преостали угао преосталом углу. А то 


је требало доказати. 
27, 


Ако права која сече друге две праве гради са њима 
једнаке унутрашње наизменичне углове, ове две праве су 
паралелне. 

Нека права Б2 која сече две праве АВ, ГА гради са 
њима један. пругоме једваке унутрашње наизменичне угло- 
ве АЕ и:јЕХА.: 
Тврдим да је права 
АВ паралелна пра- 
вој ГА. 

Ако пак није, 
онда се АВ и ГА 
секу продужене 
или ка В, дД или ка 
А, Т. Нека се оне:. 
продужене ка вВ, А секу у тачки Н. Рале Ен троуглу НЕ2, 
спољашњи угао АБ2. једнак унутрашњем несуседном ЕДН, 
а то је немогуће. Према томе се праве АВ и ГА продужене 
ка В, А не секу. Слично се доказује да се оне не секу ни 
са стране А, Г. А праве које се не секу ни са једне стране 
паралелне су. Према. томе је права АВ паралелна правој ГА, 

На.овај начин, ако права која сече две праве гради 
са њима једнаке унутрашње наизменичне. "углове, ове две 
праве паралелне су. А то је требало доказати. 


28. 

Ако права која сече друге две праве гради са исте 
своје стране спољашњи угао једнак одговарајућем унутра- 
шњем углу или два унутрашња угла са исте, стране. једнака 
двама правим угловима, ове две праве паралелне су. 

Нека права 2, која сече две праве АВ, ГА, гради са 
исте своје стране спољашњи угао ЕНВ. једнак одговара- 
јућем унутрашњем углу НОЛ или два унутрашња угла са 
исте стране ВНО и Над једнака двама правим у ловима 
Тврдим да ге АВ паралелно ГА. мн си 
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Пошто је угао ЕНВ једнак углу Над, а угао ЕНВ 
једнак углу АНО, то је и угао АНО једнак углу Над, а они 
су унутрашњи наизменични, због чега је права АВ паралелна 
правој ГА. 

С друге стране, пошто су углови ВНО, Над једнаки 
са два права, а углови АНО, ВНО такође једнаки са два 


ВНа једнаки угловима ВНО. 
над. Ако се одузме заједни- 
чки угао ВИНО; биће остатак, 
угао АНО, једнак остатку, 
углу НОд. А они су уну- 
трашњи _ наизменични, па 
због тога је права АВ-пара-- 
лелна правој ГА.. >> 

На тај начин; ако права 
која сече друге две праве гради са исте своје стране спо- 
љашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем или два 
унутрашња угла са исте стране једнака двама травим угло- 
вима, ове две праве паралелне су. А то је'требало доказати. 


29.. ; а 
Ако права сече две паралелне праве, она гради уну- 
трашње наизменичне углове једнаке, спољашњи угао једнак 
одговарајућем унутрашњем углу и два унутрашња угла 
са исте стране једнака 
двама правим угловима, 
Нека права Е2 се- 
че две паралелне праве 
АВ и ГА. Тврдим да она 
гради унутрашње на- 
изменичне углове АНа, 
НОА једнаке и са исте 
стране од ње спољаш- 
њи угао ЕНВ једнак - : 
одговарајућем унутрашњем углу НОА4, и два унутрашња 
вна и Над једнака двама правим угловкма. 


права, то су.углови АНО, 
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Ако пак угао АНО није једнак углу НОД, онда је један 
од њих већи. Нека је. већи АНО. Ако се дода сваком исти 
угао ВНО, биће углови АНО, ВНО већи од углова ВНО, 
НОД. Али углови АНО, ВНО једнаки су са два права. 
Према томе су углови ВНО, НОД мањи од два права угла. 
Али се са угловима мањим од два права угла праве, про- 
дужене бескрајно, секу: Па према томе АВ, ГА, продужене 
бескрајно, морају да се секу. Али оне се не секу јер су по 
претпоставци паралелне, Према томе није угао АНО неједнак 
углу Над; значи да је једнак. Но угао АНО једнак је углу 
ЕНВ, па према томе је угао ЕНВ једнак углу НОД. Ако се дода 
сваком. од. ових. угао ВНО, биће углови ЕНВ, ВНО једнаки 
угловима ВНа, НОА. Али углови ЕНВ, ВНО једнаки су двама 
правим угловима, па према томе су и углови ВНО, НО4 
једнаки двама правима угловима. 

На овај начин, ако права сече две паралелне праве, она 
гради унутрашње наизменичне углове једнаке, спољашњи 
угао једнак одговарајућем унутрашњем углу и два унутрашња 
угла са исте стране једнака двама правим угловима. А то 
је требало доказати. . 

30. 


Праве које су паралелне истој правој паралелне су 
међусобно. 

Нека је свака од АВ, ГА паралелна Е2. Тврдин да 
је и АВ паралелно ГА. ; 

Нека их сече права 
НК. 

Пошто је за пара- 
лелне праве АВ, Е2 
права НК трансверзала, 
то је угао АНК једнак 
углу Н982. Исто тако, 
пошто је и за пара- 
лелне праве Е2, ГА пра- 
ва ИК трансверзала, то 
је угао. 02. једнак углу 
НКА.-:Раније је показано да је угао АНК једнак углу 802 
И'због тога је угао АНК једнак углу НКА. А они су унутра- 
шњи наизменични. Па према томе је АВ паралелна ГА. 


30 


На овај начин, праве које су паралелне истој правој 
паралелне су и међусобно. А то је требало доказати. 


3!. 


Козз дату тачку повући праву линију паралелну датој 
право)!. 

Нека су А дата тачка и ВГ. дата права. Треба кроз 
тачку А повући праву линију паралелну правој ВГ. 

Узме се на правој ВГ произвољна тачка А и повуче 
А4; затим се конструише на правој ДА код тачке А угао 


Е А 2 ДА једнак углу ААГ, 
- па се продужи права 
ЕА правом А7. 


Како · права АД, 
која сече две праве ВГ, 
8 А Г 22, чини са овима јед- 
наке унутрашње наиз- 
меничне углове ЕАД, АДГ, то је права ЕА2 паралелна 
правој ВГ. ј 
На овај начин, кроз дату тачку повучена је права 
линија паралелна датој правој А то је требало извести. 


32. 

У сваком троуглу спољашњи угао образован проду- 
жењем једне стране једнак је двама несуседним унутрашњим 
угловима, а три унутрашња угла троугла једнаки су двама 
правим угловима. | 

Нека је АВГ троугао и нека се продужи једна његова 
страна ВГ до 4. Тврдим да је спољашњи угао АГА једнак 
двама несуседним унутрашњим угловима ГАВ, АВГ, и да су 
три унутрашња угла АВГ, ВГА, ГАВ једнаки двама правим 
угловима. о 

Нека се повуче кроз тачку Г права ГЕ паралелна 
правој АВ. о 

Пошто је АВ паралелно ГЕ а права АГ. њихова транс- 
верзала, то су унутрашњи наизменични углови ВАГ, АГЕ 
једнаки међусобно. Исто тако, пошто је АВ паралелна. ГЕ 
и ВА је њихова трансверзала, биће спољашњи угао. ЕГА 
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Рана 
једнак унутрашњем сагласном АВГ. Раније је показгно да 
је угао АГЕ једнак углу ВАГ. Према томе је цео угао АГА 
једнак двама унутрашњим несуседним угловима ВАГ, АВГ. 

Кад се сваком од њих дода исти угао АГВ, биће углови 
АГА, АГВ једнаки "трима А Е 
угловима АВГ, ВГА, ГАВ. 

Али су АГА, АГВ једнаки 
двама пргвим угловима, 
па према томе су и три 
угла АВГ, ВГА, ГАВ једнг- 
ки двама правим угловима. 2) · 2 4 

На овај начин, у сва- 
ком троуглу спољашњи угао образован пролужењем једне 
стране једнак је двама несуседним унуграшњим угловима, 
а три унутрашња угла троугла једнски су двама правим 
угловима. А то је требало доказати. 

33. | 

Праве што спајају са и:тих страна крзјеве једнаких и 
паралелних дужи саме су једнаке и паралелне. 

Нека су АВ, ГА једнаке и паралелне дужи и АГ, ВА 
праве које спајају са истих страна њихове крајеве. Тврдим 
да су АГ, ВА такође једнаке и паралелне. 

Повуче се ВГ. Пошто је АВ паралелно ГА, а ВГ је 
њихова трансвервала, унутрашњи наизменични углови АВГ, 
ВГА једнаки. 537 и пошто је АВ. једнако ГА, а ВГ је зајед- 

па Лина 42, | ничко, то су две стране АВ, 

В Е А ВГ једнаке двема странама 
| ВГ, ГА, а такође и угао АВГ 
једнак углу ВГА, због чега 
је и основица АГ једнака 
основици ВА, и тројгао 

- - АВГ једнак троуглу ВГА, па 
4 : не 5 и остали углови једнаки 
осталим. У ловиНа, 'и то одговарајућим, који леже спрам 
једнаких „страна. Зато је и угао АГВ једнак углу ГВА. И 
пошто трансверазла ·ВГ са две,праве АГ, ВА чини једнаке 
унутрашње наизменичне углове, то је АГ парглелна ВА. А 
раније је показано да су оне и једнаке. 


тока 
пари 
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На овај начин, праве што спајају са истих страна 
жрајеве једнаких и паралелних дужи саме су једнаке и пара- 
лелне, А то је требало доказати. 


34. » 


Код паралелограма“ су наспрамне стране и углови јед- 
наки међусобно и дијагонала га полови. 


Нека је АГАВ паралелограм и ВГ његова дијагонала. ' 


Тврдим да су код паралелограма АГАВ наспрамне стране 
и углови једнаки међусобно и да га дијагонала ВГ полови. 
Пошто је АВ паралелно ТА и ВГ њихова трансвер- 
зала, то су унутрашњи наизменични углови АВГ, ВГА једнаки 
међусобно. Исто тако, пошто је АГ паралелно ВА и ВГ је њи- 
хова трансверзала, унутрашњи наизменични углови АГВ, ГВА 
једнаки су међу собом. А | и: 
Према томе су АВГ, ВГА 
два троугла, који имају 
два угла АВГ, ВГА једнака 
са два угла'ВГА, ГВА и 
једну страну једнаку јед- 
ној страни и то спрам Г 
једнаких углова, наиме 
заједничку страну ВГ. Због тога морају бити једнаке и остале 
стране осталим странама, и то олговарајућим, и преостали 
угао преосталом углу. Према томе је страна АВ једнака 
страни ГА, страна АГ страни Ва и угао ВАГ углу ГАВ. Пошто 
је угао АВГ једнак углу ВГА, а угао ГВА углу АГВ, то је 
цео угао АВА једнак целом углу АГА. А раније је доказано 
да је и угао ВАГ једнак углу ГАВ. 
Према томе су код паралелограма наспрамне стране и 
наспрамни углови једнаки међусобно. 

_ Још тврдим да га дијагонала полови. Пошто је АВ јед- 
нако ГА, а ВГ је заједничко, то су две стране АВ, ВГ јед- 
наке двема странама ГА, ВГ, и то одговарајућим, и угао 
АВГ је једнак углу ВГД. Због тога је основица АГ једнака 
основици АВ и троугао АБГ једнак троуглу ВГА. 

На овај начин дијагонала ВГ полови парзлелограм АГАВ. 
А то је требало доказати. 
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35. 


Паралелограми са истом основицом између истих пара- 
лелних једнаки су један другом. 

Нека су АВГА, ЕВГ2 паралелограми са истом основицом 
ВГ између истих паралелних А2, ВГ. Тврдим да је пара- 
лелограм АВГА једнак парапелограму ЕВГ2. 

Пошто је АВГДА паралелограм, АЛ је једнако ВГ. Из 
истог разлога је Е2 једнако ВГ; а и АЛ једнако Е2, а ДЕ 
је заједничко. Према томе је цела дуж АЕ једнака целој 
дужи 42. И АВ је јед- 
нако АГ. На овај начин 4 ДЕ 4 
су две стране ЕА, АВ 
једнаке двема странама 
74, АГ, и то одгова- 
рајућим; и угао 24Г је 
једнак углу БАВ, спо- 
љашњи унутрашњем. _. 8 4 
Због тога је основица ЕВ једнака основици 27 и троугао 
ЕАВ троуглу 42. Кад се одузме заједнички троугао ДНЕ, 
биће остатак, трапез АВНА, једнак остатку, трапезу ЕНГ2. 
Ако се заједнички троугао НВГ дода, биће цео паралелограм 
АВГА једнак целом паралелограму ЕВГ2. 

На овај начин, паралелограми са истом основицом из- 
међу истих паралелних једнаки су један другом. А то је 
требало доказати. 


36. 


Паралелограми са једнаким основицама између истих 
паралелних једнаки су један другом. 

Нека су АВГА, Е2НО паралелограми са једнаким осно- 
вицама ВГ, 21 између истих паралелних Ад, ВН. Тврдим 
да је паралелограм АВГА јелнак паралелограму ЕзНО. 

Нека се повуку ВЕ, ГО. Пошто је ВГ једнако 2, а 
2Н је једнако Ед, то је и ВГ једнако Ед; а оне су и пара- 
лелне; а како су дужи које спајају са истих страна једнаке 
и паралелне дужи једнаке и паралелне (дакле, дуж ЕВ јед- 
нака и паралелна дужи ОГ), биће ЕВГО паралелограм. И он 
је једнак паралелограму АВГА, пошто имају исту основицу 

Еуклидови елементи 3 
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ВГ, а налазе се између истих паралелних ВГ, АО. Из истог 
разлога је паралелограм Е2НО једнак паралелограму ЕВГО. 
Па према томе је 

А 4 5 09 – паралелограм АВГА 


Ја “једнак паралелогра- 
му Ена. 


На овај начин,. 
паралелограми са 


једна 
В Г р: д једнаким основицама 
а између истих пара- 
лелних једнаки су један другом. А то је требало доказати, 


ЖР 


Троуглови са истом основицом између истих паралелних 
једнаки су један другом. 

Нека су троуглови АВГ, АВГ над истом основицом ВГ 
и између истих паралелних А4, ВГ. Тврдим да је троугао 
АВГ једнак троуглу АВГ. 

Нека се продужи АД са сваке стране до Е и 2 и по- 
вуче кроз В права паралелна ГА и кроз Г права [2 пара- 
лелна ВА. Тада су и ЕВГА и АВГ2 паралелограми; и они су 
једнаки, пошто су са истом основицом ВГ и између истих 


Б А 4 74 


8 Г 


паралелних ВГ, 22; а троугао АВГ је половина паралелограма 
ЕВГА, пошто је АВ дијагонала, која га полови; и троугао 
АВГ је половина паралелограма АВГ2, пошто је АГ дијаго- 
нала, која га полови. (А и половине од једнаког су једнаке 
међу собом). Према томе је троугао АВГ једнак троуглу АВГ. 

На овај начин, троуглови са истом основицом између 
истих паралелних једнаки су један другом. А то је требало 
доказати. 
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38. 

Троуглови са једнаким основицама између истих пара- 
лелних једнаки су један другом. 

Нека су АВГ, ДЕ2 троуглови са једнаким основицама 
ВГ, Е2 и између истих паралелних В2, А4. Тврдим да је 
троугао АВГ једнак троуглу дЕ2. 

Продужи се АД са сваке стране до Н ид и повуку се 
кроз В права ВН паралелна ГА и кроз 2 права 20 пара- 
лелна ДЕ. Тада су НВГА и ДЕ7О паралелограми и НВГА 
једнак је ДЕ220, пошто су они са једнаким основицама ВГ, 


Н А 4 9 


8 Г Е '4 


Е2 и између истих паралелних В2, НО; при томе је троу- 
гао АВГ половина паралелограма НВГА, јер га дијагонала 
АВ полови. И троугао ХЕД је половина паралелограма АЕ20, 
јер га дијагонала 42. полови (А и половине од једнаког 
су једнаке међусобно). Према томе је троугао АВГ једнак 
троуглу ДЕ2.. | | 

На овај начин, троуглови са једнаким основицама из- 
међу истих паралелних једнаки су један другом. А то је 
требало докавати. 

39. 


А 4 Једнаки троуглови са истом 
основицом и са исте њене стране 
леже између истих паралелних. 

Нека су АВГ, АВГ једнаки тро- 

углови са истом основицом ВГ и са 

|- | исте њене стране. Тврдим да они 
леже између истих паралелних. 

Повуче се АЛ. Тврдим да је АД паралелна ВГ. 

3» 
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Ако није, нека се повуче кроз тачку А права АЕ пара- . 
лелна са ВГ, и нацрта ЕГ. Тада је троугао АВГ једнак троуглу 
ЕВГ, пошто су на истојосновици ВГ и између истих паралелних. 
Али троугао АВГ једнак је троуглу АВГ, према томе је тро- 
" угао АВГ једнак троуглу ЕВГ, већи мањем. А то је немо- 
гуће. Права АЕ није према томе паралелна правој ВГ. Слично 
се може доказати да не постоји никаква друга паралелна. 
права сем праве АД. Према томе је АД паралелна ВГ. 

На овај начин, једнаки троуглови са истом основицом 
и са исте њене стране леже између истих паралелних. А 
то је требало доказати. 

40. 


Једнаки троуглови са једнаким основецама са исте 
стране од њих леже између истих паралелних. 

Нека су АВГ, ГАЕ једнаки троуглови са једнаким осно- 
вицама ВГ, ГЕ са исте стране ових. Тврдим да они леже 
између истих паралелних. 

Нека се споји А са 4; тврдим, да је Ад паралелно ВЕ. 

Ако није, повуче се кроз тачку А права А2. паралелна 
ВЕ и нацрта се права 7Е. "ада је троугао АВГ једнак тро- 

углу 2ГЕ, јер су они са 

А 4 једнаким основицама ВГ, 
о и ГЕ и између истих пара- 

лелних ВЕ, А2. Али тро- 

угао АВГ је једнак и тро- 

углу АГЕ; и према томе 

троугао АГЕ био би јед- 
8 Г Мак троуглу 2ГЕ; већи 

мањем ; а то је немогуће. 
Због тога А2 није паралелно са ВЕ. Слично се може до- 
казати да не постоји никаква друга паралелна права сем 
А4. Према томе је АД паралелна ВЕ. 

На овај начин, једнаки троуглови са једнаким основи- 
цама са исте стране ових леже између истих паралелних. 
А то је требало доказати. 

41. 

Ако паралелограм има исту основицу са неким троуглом 
и ако леже између истих паралелних, онда је паралелограм 
двапут већи од троугла. 
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Нека паралелограм АВГА и троугао ЕВГ имају исту 
" основицу ВГ и нека леже између истих паралелних ВГ, АЕ. 
Тврдим да је паралелограм АВГА двапут већи од троугла 
ВЕГ. 

Нацрта се АГ. Тада је троугао АВГ једнак троуглу 
ЕВГ, јер су они са истом основицом ВГ и између истих 
паралелних ВГ, АЕ. Али пара- А 4 Е 
лелограм АВГА је двапут већи 
од троугла АВГ, јер је АГ дија- 
гонала која га полови, Према 
томе је паралелограм АВГА 
двапут већи од троугла ЕВГ. 

Дакле, ако паралелограм 
има исту основицу са неким Г 
троуглом и ако леже између 
истих паралелних, онда је паралелограм двапут већи од 
троугла. А то је требало доказати, 


42.. 

У датом праволиниском углу конструисати паралело- 
грам једнак датом троуглу. | 

Нека је АВГ дати „троугао и ДА дати праволиниски 
угао. Треба у датом праволиниском углу Д конструисати 
. паралелограм једнак троуглу АВГ. 

Нека се преполови ВГ тачком Е и нацрта АЕ, затим 
конструише на правој ЕГ код саме тачке Е угао ГЕ2. једнак 
углу А, повуче кроз тачку А права АН паралелна правој ЕГ, 


А 2 Н 
ЛУКИ 
БФ Е Го 
а кроз тачку Г права ГН паралелна правој Е7. Тада је ХЕГН 


паралелограм. Пошто је ВЕ једнако ЕГ, троугао АВЕ је једнак 
троуглу АЕГ, јер су са једнаким основицама ВЕ, ЕГ и између 
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истих паралелних ВГ, АН. Према томе је троугао АВГ двапут 
већи од троугла АВГ. Али паралелограм ДЕГН је двапут већи 
од троугла АЕГ, јер имају исту основицу и између истих су 
паралелних. Према томе је паралелограм ХЕГН једнак тро- 
углу АВГ и има угао ГЕЈ једнак датом углу А. 

На овај начин је у углу ГЕ2, који је једнак углу А, 
конструисан паралелограм ХЕГН једнак датом троуглу АВГ. 
А то је требало извести. 

43. 


У сваком паралелограму допуне паралелограмима на 
дијагонали једнаке су. 

Нека је АВГА паралелограм и АГ његова дијагонала; 
нека су Ед, 28 паралелограми на њој и ВК, КА њихове 
такозване допуне. Тврдим да је допуна ВК једнака 
допуни КА. 

Пошто је АВГА паралелограм и АГ његова дијагонала, 
троугао АВГ једнак је троуглу АГА. Исто тако, пошто је 
ЕО паралелограм и АК његова 
дијагонала, троугао АЕК јед- 
нак је троуглу АОК. Из истог 
разлога троугао К2Г је једнак 
троуглу КНГ. Пошто је троу- 
гао АЕК једнак троуглу АОК 
и К2Г троуглу КНГ, то је збир 

ГИ Н Р троуглова АЕК и КНАГ једнак 

збиру троуглова АОК и КЛ; 
а како је цео троугао АВГ једнак целом: АЛГ, биће и оста- 
так, допуна ВК, једнак остатку, допуни КА. 

Дакле, у сваком паралелограму допуне паралелограмима 
на дијагонали једнаке су. А то је требало доказати. 


44. 


На датој дужи конструисати у датом праволиниском 
углу Жаралелограм једнак датом троуглу. 

Нека је АВ дата права, Г дати троугао, и 4 дати пра- 
волиниски угао. Треба на датој дужи АВ конструисати у 
датом праволиниском углу ДА паралелограм једнак датом 
троуглу Г. 
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У углу ЕВН, који је једнак углу 4, конструише се пара- 
лелограм ВЕХН једнак троуглу Г; и намести се тако да су 
ВЕ и АВ у истој правој, и продужи се 2 до 08, па затим 
се повуче кроз А права АД паралелна правама ВН, Е7 и 
спојница ОВ. Пошто је права 02 трансверзала за паралелне 


2 Е К 
| | 

Н РА М 

9 А Л 
праве АО, Е7, то су,углови А02, О2Е једнаки двама правим 
угловима. А тада су углови ВОН, НХЕ мањи од два права 
угла. Али због углова који су мањи од два права угла, 
праве бескрајно продужене секу се. Према томе праве ОВ, 
ТЕ, продужене, морају да се секу. Нека се продуже и секу 
у К; кроз К повуче се права КА паралелна једној од пара- 
лелних ЕА, 20; и нека се продуже ОА и НВ до тачака ЛА 
и М. Према томе је ОЛК2 паралелограм, ОК је његова дија- 
гонала, а паралелограмима АН, МЕ на ОК такозване допуне 
су АВ, 82.. Према томе,је ЛВ једнака В2. Али 82. је једнак 
троуглу Г, па стога и ЛАВ једнак Г. И пошто је угао НВЕ 
једнак углу АВМ, а угао НВЕ једнак углу А, то је и угао 
АВМ једнак углу А. 

На овај начин је на датој, дужи АВ у, праволиниском 
углу АВМ, који је једнак А, конструисан паралелограм ЛАВ, 
једнак датом троуглу Г. А то је требало извести. 

45. 

У датом праволиниском углу конструисати паралело- 
грам једнак датој праволиниској слици. 

Нека је АВГА дата праволиниска слика и Е дати право- 
линиски угао. Треба у датом праволиниском углу Е кон- 
струисати паралелограм једнак датој праволиниској слици- 
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Повуче се АВ и конструише се у углу ОК2, који је 
једнак Е, паралелограм 20 једнак троуглу АВА; и дода се 
у углу НОМ, који је једнак углу Е, на правој НО паралело- 
грам НМ једнак троуглу АВГ. Пошто је угао Е једнак 


К:. 


5 5 
К 


сваком од углова 0К2, НОМ, онда је угао ОК2, једнак углу 
НОМ. Ако се сваком од ових дода угао КОН, биће углови 
2К0О, КОН једнаки угловима КОН, НОМ. Али како су углови 
2К0, КОН једнаки двама правим угловима. то су и углови 
Кан, НОМ једнаки двама правим угловима. Пошто две праве 
Ке, ом са правом НО и у исто! тачки 0, но не са исте 
стране ове праве, чине два суседна угла једнака двама правим 
угловима, то ће КО и ОМ лежати у истој правој. И пошто 
је ОН трансверзала за паралелне КМ, 2, то су унутрашњи 
наизменични углови МОН, 02. једнаки међусобно. Ако се 
сваком од ових дода угао ОНЛ, биће углови МОН, ОНА 
једнаки угловима ОН2, ОНА. Али како су углови МОН, ОНА 
једнаки двама правим угловима, то су и углови 082, ОНА 
једнаки двама правим угловима; према томе су и праве 24 и 
НА у истој правој. И пошто је 2К једнако и паралелно ОН, а 
ЗН исто тако правој МА, то је и К2. једнако и паралелно МА. 
Нека праве КМ, 21 спајају те праве, тада су КМ, 21 јед- 
наке и паралелне, а КЛЛМ је паралелограм. И пошто је тро- 
угао АВА једнак паралелограму 20, а АВГ паралелограму 
НМ, то је цела праволиниска слика АВГА једнака целом 
паралелограму КЕАМ. | 
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На овај начин је у праволиниском углу 2КМ, који је 
једнак датом праволиниском углу Е, конструисан паралело- 
грам КЉАМ једнак датој праволиниској слици АВГА. А то 


је требало извести. 
46. 


На датој дужи конструисати квадрат. 

Нека је дата дуж АВ. Треба на дужи АВ конструисати 
квадрат. | 

Повуче се под правим углом над АВ кроз тачку 
А права АГ и пренесе се АД једнако АВ; затим се кроз 
тачку ДА повуче права ДЕ паралелна АВ, а кроз тачку В 
повуче права ВЕ паралелна АД. Тада је 
АДЕВ паралелограм. Пошто је АВ једнако 
ДЕ и АД једнако ВЕ, то су све четири дужи / Е 
ВА, А4, ДЕ, ЕВ једнаке међусобно и пара- ЕЈ 
лелограм АДЕВ је једнакостран. Тврдим 
да је он и правоугли. Пошто је наиме права 
АД трансверзала паралелних АВ, ДЕ, то су 
углови ВАД, АДЕ једнаки двама правим 
угловима. А како је угао ВАД прав, то је-и -А , „В 
угао АДЕ прав. Пошто су код паралело- 
грама наспрамне стране и углови једнаки међусобно, онда је 
прав и сваки од супротних углова АВЕ, ВЕ4. Дакле је АДЕВ 
и правоугли. А раније је доказано да је он једнакостран. 

Према томе је то квадрат конструисан на дужи АВ. 
А то је требало извести. 


4Ј: 


Код правоуглих троуглова је квадрат на страни 
спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на 
странама које образују прав угао (на катетама). 

Нека је АВГ правоугли троугао са правим углом ВАГ. 
Тврдим да је квадрат на ВГ једнак квадратима на ВА и 
на АГ. 6 

Нека се на ВГ конструише квадрат ВАЕГ, а на ВА, АГ 
квадрати НВ, ОГ, кроз тачку А повуче права АЛ паралелна 
свакој од правих ВА, ГЕ, а затим повуку праве АД, 217. . 
Пошто је сваки од углова ВАГ, ВАН прав, то праве АГ, 
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АН повучене над правом ВА, кроз исту њену тачку А, а са 
разних страна, чине суседне углове једнаке двама правим 
угловима, па су стога праве ГА и АН у истој правој. Из истог 
разлога су и праве ВА и АО у истој правој. Угао АВГ једнак 
је углу 2ВА, јер је сваки од њих прав. А кад се дода сваком 
од њих угао АВГ, биће цео угао АВА једнак целом углу 7.ВГ. 
Пошто је страна АВ једнака страни ВГ, а 28 страни ВА, 
то су две стране ДАВ, ВА једнаке странама 28, ВГ, и то 
одговарајућим, и угао АВА 
једнак углу 28Г, а тада је и 
основица АД једнака осно- 
вици 27, и троугао АВА јед- 
нак троуглу 2ВГ. А пара- 
лелограм ВА је двапут већи 
од троугла АВА, јер имају 
исту основицу ВА и између 
истих су паралелних ВА, АА. 
И квадрат НВ је двапут већи 
од троугла 2ВГ, јер и они 
имају исту основицу 28 и 
између истих су паралела 
28, НГ. (А двоструко од 
једнаког једнако је). Према 

АЛ Е томе је паралелограм ВА 

једнак квадрату НВ. На сли- 
чан начин се, помоћу повучених правих АЕ, ВК, може дока- 
зати да је паралелограм ГА једнак квадрату ОГ. Према 
томе је цед квадрат ВАЕГ једнак двама квадратима НВ, 
ОГ. А квадрат ВАЕГ је конструисан на ВГ, а квадрати НВ, 
ОГ на ВА, АГ. Према томе је квадрат на страни ВГ једнак 
квадратима на странама ВА, АГ. 

Дакле, код правоуглих троуглова је квадрат на страни 
спрам правог угла (на. хипотенузи) једнак квадратима на 
странама „које "образују прав угао (на катетама). А то је 
требало доказати. 


48. 

Ако је код троугла квадрат на једној страни једнак 
квадратима на осталим двема странама, онда је угао који 
образују ове две стране прав, 
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У троуглу АВГ квадрат на једној његовој страни ВГ 
једнак је квадратима на странама ВА, АГ. Тврдим да је 
угао ВАГ прав. 

Нека се повуче кроз тачку А права Ад управна на АГ, 

пренесе АД јгднако АВ и споје тачке 4 и Г. Пошто је ДА 
једнако АВ, онда је квадрат на ДА једнак квадрату на АВ. 
Ако се сваком од њих дода | 
квадрат на АГ, биће квадрати Г 
на ДА, АГ једнаки квадратима 
на ВА, АГ. Али квадратима на 
ДА, АГ једнак је квадрат на 
АГ, јер је угао, ДАГ прав. И 
квадратима на ВА, АГ једнак 
је квадрат на ВГ, јер је то прет- 
постављено. Према томе је 
квадрат на АГ једнак квадрату 
на ВГ; а стога и страна АГ 
једнака страни ВГ. Пошто је 4 А В. 
страна ДА једнака страни АВ, _ 
а АГ је заједничка страна, то су две стране ДА, АГ једнаке 
двема странама ВА, АГ, а и основица АГ једнака основици 
ВГ. Одатле је угао ДАГ једнак углу ВАГ. Али угао ДАГ 
је прав, па је и угао ВАГ прав, 

Дакле, ако је код троугла квадрат на једној страни 
једнак квадратима на осталим двема странама, онда је угао 
који образују ове две стране прав. А то је требало доказати 
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: Еуклидове дефиниције имају само историски значај. 
Савремена логика захтева да се у темељ строге дедуктивне 
конструкције једне дисциплине поставе основни, полазни 
појмови без дефинисања помоћу других појмова, јер би тада 
ови други били полазни. Покушај да се основни појмови 
дефинишу мора довести до стешиз мест08и5-а. Неоспорна 
и врло важна идеја савремене научне методологије, да у 
основе дедуктивне науке треба ставити појмове без дефи- 
ниције и да у даљем излагању треба утврдити само основне 
везе између тих појмова помоћу основних ставова, који се 
зову аксиомама односно постулатима, ушла је у научни 
живот тек у Х1Х столећу; она је разрађена у аксиома- 
тици аритметике и геометрије и служи као база метама- 
тематике, која се бави логичко-филозофским проучава- 
њем математике и баш се родила у вези са прелазом од 
Еуклидове геометрије на геометрије других типова. 

Ако Еуклидове дефинкције не одговарају захтевима 
строго логичке конструкције, а Еуклидови Елементи се ба- 
зирају на тим дефиницијама, онда је природно поставити 
питање: имају ли тада и сами Елементи логичку вредност Ф 
За одговор на ово питање потребно је прво разјаснити при- 
роду Еуклидових дефиниција, а затим показати да дефини- 
ције и са таквом природом не могу сметати даљим, потпуно 
логичким извођењима дедуктивне конструкције. 

Дедуктивном излагању сваке дисциплине мора да прет- 
ходи индуктивни период. У том периоду се стварају општи, 
па и основни појмови. Пошто се створе, ма и у дели- 
мичном систему, ти основни појмови, почиње да се развија 
дедуктивни део науке. Усавршавање науке обухвата сва три 
елемента: индуктивни део, основне појмове и дедуктивни 
део. Индуктивни део геометрије, који је почео са првим 
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свесним корацима ћото 5аргепз'а, није напуштен ни сада. 
Раније углавном земљомерство и зидарство, а сада интуиција 
математичара-геометра обогаћује индуктивни део геометрије 
новим геометриским облицима и везама. Издвајање основ- 
них појмова и основних ставова — аксиома — претставља, 
како то показује историја аритметике, геометрије и механике, 
врло тежак посао. Оно што је формулисано у Еуклидовим 
дефиницијама, то је резултат издвајања геометриских елеме- 
ната у индуктивном периоду. Главно средство у постављању 
тих дефиниција било је непосредно посматрање и затим опис 
појма ма на који начин, на пример и сликом са напоменом 
„гледај“. Еуклидове дефиниције, нарочито основних појмова 
тачке, праве и равни, треба сматрати не као дефиниције у 
савременом строгом логичном смислу, већ као опис потреб- 
них елементарних геометриских појмова, који су већ јасни из 
претходних индуктивних посматрања и закључака. Те дефи- 
ниције претстављају само погодну номенклатуру за ствари, 
које су већ познате и јасне. Са таквог, више психолошког, 
гледишта сасвим друкчије се оцењује логички значај тих 
дефиниција за целокупну дедуктивну конструкцију Еукли- 
дових Елемената. Дефиниције основних појмова у Еукли- 
довим Елементима могли бисмо и да уклонимо па да тиме 
ништа не буде измењено у логичкој конструкцији самих 
Елемената. Прави логички дедуктивни материјал тих Елеме- 
ната састоји се само из оних дефиниција, које уводе нове 
појмове помоћу већ дефинисаних или основних, из аксиома, 
које између појмова постављају везе, чији је доказ немогућ, 
и из теорема, ставова са доказима. Нарочито је важан 
распоред самих теорема, њихова узастопност и развијање 
различитих метода доказа тих теорема. Све ово претставља 
огромну логичку вредност без обзира на индуктивну под- 
логу која лежи у основи неких Еуклидових дефиниција, 
нелогичних са гледишта чисте дедукције. | 

# Ова прва реченица у грчком тексту код !. [.. Небегр а 
гласи: | ; 

а'. Упребу Ббпм, 06 рброј об9бу. 

Њен латински превод код самог |: [. Небђегра гласи: 

[. Рипсшт е5,, сиши5 раг5 пшја езб, 


49 


Она се и на друге језике обично преводи овако: Тачка 
је оно што нема делова (Основе логике. Б. Петронијевић. 
1932). А. ропи. 15 #ћаг мћећ ћаз по рагз (Тће ипееп ђооК5 
ог Ерспа'5. ејетепћ5. Ву Т. 1. Неа, 1908). Еп Рипке 15, ма5 
кејпе ТћеПе ћа! (Еџк и 5 Ејетете. Моп Ј. Нашћ, 1797). Пег 
Рипк! 151 Чаз, деззеп ТеП пфсћиз 18, (Емкна иџпа даје зесћ5 
руапште асћеп Васћег. Моп М. 5топ. 1901). 

У свој текст Сам ставио превод Б. Петронијевића, 
но сматрам да би, ако се отстуви мало од одичног тумачења 
форме ове реченице, а више се приђе тумачењу њена садр- 
жаја, нарочито упоредно са каснијим реченицама текста, 
превод могао да гласи: 

Тачка је оно што нема протезања. 

За такав превод наводим ове, разлоге. 

Реч „тб рерос“ има вдше значења. 1. Главно јој је зна- 
чење раг5, део, Тећ. али тим значењем она се упојре- 
бљује у више смислова : 1. даз Те, ређућгепдег Апе, раг!о, 
Ашћађе, Рис Атф, : 5!еНе, Коне, Ерепзсћаћн, Нтасћ, 
Каскајст,, Вегјећипа,... 2. Друго значење — фае Кеђће, 
Кећепгојре, дег Капр,..:-3. Треће — дег Те! етез Оапгеп, 
даз 5ек,... (М,. Т,-рерћ — Вегнке, Дерепдеп). 4. зр. АК! 
(ећпев Зсћанзрјејв). (Грчко-немачки речник.). 

У истој врвој књизи Еуклид употребљава исту реч — 
цитирам по Неа'у — овако: · 

веру, рат5 (= ФтесПоп) 190, 308, 323; ( = зе) 271. 

Ова места одговарају Неђегрову тексту овако: 190 — 
Ре попез ХХШ, стр.'8; 208 — РгорозНо ХХМА,, стр. 68; 323 
— Ргороз во ХХХМ, стр. 78; 271 — Ргорозшо ХИП, стр. 34. 

Ни у једној -од тих реченица наша реч нема значења 
„део“, већ трипут „правац“, а једанпут „страна“. 

Из овог набрајања значења те речи непосредно сле- 
дује да преводилац није везан неотступно за значење „део“ 
у преводу речи рброг, жоја има исти корен „са нашом речју 
мера. У грчком језику ова реч се употребљава, а нарочито 
и код Еуклида, и са много других исто тако важних значења. 

Какво значење има џерос у нашој реченици 2 

За одговор На 'озо питање изведимо заједничку анализу 
ове три реченице из почетка Елемената: 

Еуклидови елементи | 4 
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«. Утребу Ебтим, об рЕоос об9ех, 

8'. Грориђ бЕ рђкос ФлХахеб. 

е'. "Елкрауек 68 #бтм; 6 рдкос кал лАдтос рдуом ЕуЕА. 

Преносећи јасан смисае Еуклидових дефиниција В' не 
на прву дефиницију, а ове су дефиниције најтеашње међу 
собом повезане, треба непосредно закључити да је, одричући. 
нерос тачки, Еуклид мислио да јој одрече дужину и ширину. 
Према томе уерос треба да одговара Општем појму, огштој 
особини, која обухвата дужину и ширину и која се одриче 
у првој реченици. У савременом језику та особина се карак- 
терише појмом димензије у смислу протезања., Овај појам је 
тесно везан са појмом мере. Према томе савременим језиком 
смисао прве Еуклидове реченице треба превести овако: 

Тачка је оно што нема димензије. 

Но можда би тај превод био исувише слободан са 
формалне стране, ·према томе ПК. и такву форму 
која би, чувајући прави смисар те реченице, у исто време 
задовољила услове. формалног превода: У овом циљу могли 
бисмо изнети и овај предлог. превода; _ ст, 

. Тачка је оно што нема протезања. _ ~ 

Замерци да се дефинише. простији облик — тачке — 
помоћу много компликованијег појма — мере, димензије или 
протезања — нема места, јер, Како је то било наведено у 
примедби:, ове Еуклидове дефиниције нису праве логичке 
дефиниције- већ описи, објашњења одговарајућих раније по- 
знатих појмова. Такву исту замерку мегли бисмо тада навести 
и за дефиницију линије и.површине помоћу дужине и ширине, 

3 И ова дефиниција је јасан пример алогичности:Еукли- 
дових дефиниција, јер се. линија дефинише помоћу геоме- 
триских појмова дужине и ширине, који још нису. били уве- 
дени. Лако је разумети ову дефиницију са гледишта индук- 
тивног објашњења као опис апстрактног појма линије помоћу 
већ израђених конкретних појмова дужине и ширине, који су 
познати из свакодневног живота, али, разуме се, не у строгом 
математичком смислу. | 

# Ова дефиниција стоји у вези са дефиницијом тачке 
као краја линије. Такву, обрнуту, дефинћцију поставио је 
Аристотел. И Аристотелову дефиницију тачке треба сматрати 
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као опис основног појма помоћу појмова који су се одома- 
ћили у претходном индуктивном излагању геометрије. 

· 5 Ова Еуклидова дефиниција, дефиниција праве, једна 
је од најмагловитијих реченица Елемената не у филолошком 
смислу, већ у погледу садржаја. Ниједан коментатор није 
могао тачно да каже шта је уствари Еуклид хтео да каже 
у тој речениџи. Понеки од њих чак мисле да ова дефиниција 
није ни лачна, јер се за кружну линију може са истим правом 
казати да подједнаке лежи према свакој својој тачки; исту 
особину има и линија: хелиса, завојница. Ова дефиниција. 
не задовољава ни услов доброг конкретног описа праве, 
јер онај ко раније није знао шта је то права не би могао 
на основу те дефиниције створити себи никакву претставу 
о геометрисксм облику праве. Директно задивљује баш то, 
како је толико дубоки логиста, као што је Еуклид, могао 
да не примети сву дефектност своје дефиниције праве и да 
на том примеру не дође до закључка да нешто у почетку 
дедуктивне науке мора да остане без дефиниције. Као изви- 
њење може Еуклиду послужити то, што је прошло више од 
двадесет векова, док је ова, сад очигледна истина, најзад 
загосподарила код тачних дедуктивних наука. 

У реченици ове дефиниције Еуклид употребљава израз 
права линија (ебдела. ураџуб); даље он углавном задржава 
само реч Права (еђ9еа) и даје јој смисао именице Исто је 
прешло и у друге језике. У српском језику имамо и права 
линија и права као именица. 

Под првом (годеа) Еуклид разуме сва три геометриска 
облика: бесконачну праву, полуправу и дуж. Тако, на пример, 
у дефиницији круга (деф. 15) дужи повучене од центра према 
тачкама кружне линије он такође означава као праве (е5 Зета). 

6 Употреба речи „крајеви“ место речи „границе“ у овој 
реченици је неопходна, јер стоји у тексту лерата, а појам 
границе (брос) је уведен нарочитом дефиницијом. 

" Еуклидова дефиниција угла претставља са логичког 
гледишта таутологију. Појам нагиба (кА от) не даје ни кон- 
кретну претставу о углу, узимајући нарочито у обзир да је 
у овој реченици угао састављен од линија које нису оба- 
везно праве. Историјату појма угла посвећена је доста велика 
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литература. Појам угла, простијег, праволиниског, треба да 
буде рашчлањен на појам геометриске слике угла — то су 
две полуправе са заједничким крајем — и на методу, која | 
омогућује да се слика доведе у везу са бројем, тј. на метрику 
угла. Приметимо да Еуклид узима у обзир само углове који 
нису већи од два права угла. 

8 Аристотел употребљава речи крај (лерас) и граница 
(брос) као синониме. Ова реченица нарочито показује онај. 
печат који оставља геометрија у индуктивном смислу као 
наука о мерењу земљишта (гргнице — међе. једног поља) 
на геометрији као апстрактној науци о РРОМОТрИ ким обли- 
цима и њиховим уопштавањима. 

• Савремена геометрија и овде се разилази са уским 
Еуклидовим појмом геометриске фигуре као ограниченог дела 
једне површине, нарочито равни. У савременој геометрији 
геометриска фигура је скуп тачака сматраних као целина. 
Ове тачке могу бити одвојене или чинити линије, површине 
и тела, Равне фигуре су, на пример, и углови, и'права са 
тачком ван ње и две паралелне праве; на тим фигурама нема 
ограниченог дела равни. 

1 У српској терминологији два појма — део равни, 
омеђен кружном линијом — периферијом по Еуклиду — и 
сама кружна линија нису довољно раздвојени, У руском 
језику та два појма имају сасвим засебне речи – круги 
окружност, тако да се каже: површина круга и дужина 
окружности. И у изради српске математичке номенклатуре 
треба увести две засебне речи — круг за површину и, 
„рецимо, кружница за кружну линију. 
| Интересантно је приметити да код Еуклида нема наро- 
чите речи за полупречник (радиус), већ се употребљује или 
реч права (еб9ега) у смислу дужи или реч растојање (да отпраа). 

1 Општији појам средишта једне линије, као тачке, која 
полови све тетиве што пролазе кроз ту тачку, још се не 
помаљује код Еуклида. 

Наведена особина прегника, | да он полови круг, не би 
требало да стоји у дефиницији, јер ова истина може бити 
доказана. | 

13 Са гледишта саврмене геометрије полукруг, као само- 
стална слика, нема средишта. Средина пречника круга за 
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полукруг се јавља као тачка на периферији слике, она не 
може бити узета за средиште. Узимање ове тачке за сре- 
диште јасно показује да Еуклид још није имао појма сре- 
дишта различита од средишта круга. Ова тачка остаје код 
њега средиште и за све сдике добијене од круга, без обзира 
на то што оне више немају средишта, као тачке која задо- 
вољава ма коју општу дефиницију средишта. 

14 Дефиниција је формулисана тако да су искључени 
називи петостране, шестостране итд., тј. називи са навођењем 
броја страна већег од четири. Мислим да то није био циљ 
ни Еуклиду. Он је хтео да каже само то да за случај броја 
страна већег од четири можемо већ употребити појам много- 
стране фигуре. 

15 У овој дефиницији Еуклид уводи за тространу право- 
линиску фигуру (трол Хеором — тространик) нову реч — троугао 
(тб треуфуом) и према релативној величини страна дели тро- 
углове на једнакостране (!облАвороу), једнакокраке (!соскећ ес) 
и разностране, при чему за последње има нарочиту реч то 
скахђуду, која је везана, према Проклу, или за реч скабо — 
храмљем, или за реч оскоХоб — кос, како мисле други комен- 
татори, Важно је обратити пажњу на једну особину ове 
класификације, како је она приказана у дефиницији, Ова 
особина се протеже и на многе друге класификације код 
Еуклида. Шема је његове класификације ова 

троугао 


једнакострани једнакокраки разнострани 
и према томе једнакострани троугао не може бити сматран 
као једнакокраки, јер је наведено у тексту „само са две јед- 
наке стране“. Међутим, обично се узима ова класификација 
а ЊЕ 


једнакокраки разнострани 


само са две једнаке стране Х једнакострани 


Ова разлика у конструкцији класификације врло је 
важна у извођењу различитих доказа. Према првој шеми 
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особину, која важи за једнакокраки троугао треба нарочито . 
доказивати за једнакостран троугао, јер последњи не спада у 
категорију првих, а према другој шеми особина, која припада 
сваком једнакокраком троуглу, припада и једнакостраном 
троуглу, уколико, разуме се, та особина не стоји у вези наро- 
чито са тим да је трећа страна различита од остале две 
једнаке стране. | 

16 И овде упоредо са Еуклидовом поделом може се“ 
навести подела, која садржи косоугли троугао, општи појам 
за тупоугле и оштроугле троугле. Шема те поделе изгледа 


овако: 
траугао 
| 


правоугли косоугли 


тупоугли оштроугли 


1 Према овим дефиницијама квадрат не може бити 
сматран ни као правоугаоник ни као ромб, међутим особине 
које припадају свима правоугаоницима припадају и квадрату, 
а исто то важи и за ромбове. Према томе и овде постоји 
класификација четвоространих фигура, која је друкчије кон- 
струисана него што је Еуклидова. У ту класификацију треба 
ставити појам паралелограма, који се први пут појављује код 
Еуклида у теореми 34, а није био дефинисан. Наведимо тако- 
звану Негопову класификацију овом шемом 


четвоространик 


= 


паралелограм , непаралелограм 


правоугаоник _ неправоугаоник _ две стране пара- нема паралелних 
| лелне (трапез) – страна (трапезоид) 


| | 


квадрат право- ромб  ромбоид једнако- разно- 


угаоник краки краки 
разли- трапез – трапез 
читих 

димен- 


зија 
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Негоп'ова класификација има особине сличне особи- 
нама Еуклидове класификације у том смислу, што се, рецимо 
квадрат не може сматраТи као ромб или правоугаоник као 
трапез. Ја сам предложио класификацију четвороуглова по- 
моћу слике :). Према овој, слици, ако површина неког нацр- 
таног. четвороугла припада површини другога у целости, 

"онда он има све опште особине овог последњег. На слици 
су: АВСР —- четвоространик општег типа, СРЕЕ — трапез, 
данр — такозвани. делтоид, ТЕРС — паралелограм, Рапр 
— ромб, КЕММ — правоугаоник, КОРО — квадрат, НЕК 
— једнакокраки трапез, 


У овој Еуклидовој дефиницији се појам ромбоида по- 
клапа са појмом косог паралелограма различитих страна. 
Појам трапеза у савременом смислу, као четвороугла са две 
паралелне стране, овде није уведен. Реч трапез код Еуклида 
означава уопште четворострану фигуру. 

18 Овом дефиницијом · почиње код Еуклида теорија 
паралелних „линија, која игра толико вел ку улогу у историји 
геометрије и уопште у методологији дедуктивних наука. Само 
тој дефиницији посвећена је доста велика литература комен- 
татора. Различите дефиниције. паралелних могућно је. 
поделити у три групе. Главне су идеје дефиниција тих 
група ове: 1. да паралелне линије немају заједничке 


1) Билимовић — Анђелић. Геометрија за 1 разред средњих школа 
1937. | 
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тачке; 2. да паралелне линије имају исти правац и 3. да је 
растојање између паралелних линија свуда исто. На тај 
начин било је постављено више теорија паралелних линија. 

3 У издању Неђегш ову имамо пет постулата (о турата.) 
и девет аксиома, при чему се аксиоме заву когусд бууолал, 


а у латинском преводу стоји соттипез апшти сопсернопе5, 


тј ставови општег карактера. Код Прокла место коаћ 


еумока стоји абиФрата, и та реч је усвојена од Већине писаца, 


при чему је у модерној литератури тај назив обухватио и 
постулате; Каква је разлика код Еуклида између постулата 
и аксиомаг Изгледа да су постулати основне'истине гео- 
метриског карактера, а аксиоме општег карактера, зли су 
различити преписивачи помешали постулате са аксиомама и, 
на пример, аксиома 9. чисто геометриског карактера ушла је 
у аксиоме, а могла би да стоји у постулатима. Треба напо- 
менути да се пети постулат о паралелним линијама често 
зове 11. аксиома, јер јз тако био постављен у неким руко- 
писима и код многих коментатора. У модерној литератури 
између постулата и аксиома не прави се разлика, све се то 
зове аксиомама. : 

29 Први постулат претставља апстракцију оног што се 
може урадити помоћу лењира. 

= Овај други постулат отстрањује оно ограничење. за 
цртање правих, које је било везано за коначне димензије 
табле за пртање. 

23 Овај постулат одговара оној апстракција, која стоји 
у вези са употребом шестара. 

» Можда је и овај постулат имао везу са преношењем 
правог угла помоћу угаоника или било које друге цртачке 
справе. Сада овааистина може бити доказана. Види, на 
пример, р. НИ ет. Огипаареп дег беотете. 1930. стр. 23. 

24 Овај постулат је најважније место у Елементима. Он 
је послужио као полазна тачка за стварање нееуклидових 
геометрија, а затим уопште за логички преглед свих децук- 
тивних система и за формирање аксиоматике. Из тог разлога 
наводим грчки текст тог постулата. 

5/. Кал га #26 ббо ебдејас еб9еа Ерллтоџва та БутОс 
кад Ела та адта џЕеру уфм(ас 600 друфу 2#Хаовомас лошђ, еквоХ- 
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Хореуас тај 660 ебдегас Ел' блегроу соррлилтеу, Еф'а. рЕрп его 
а! тфу б0о дрдфу ЕХаббоуЕ;. , 

25 Коментатори тврде, не без основа, да овде аксиоме 
не одговарају захтевима ни самог Еуклидова излагања. 
Неке су од тих аксиома преписивачи додавали, оне што 
стоје у загради, неке изостављали. На пример, ако стоји 
аксиома 4 о додавању,“ онда треба ставити и случај са 
одузумањем. Исто тако, нема важне аксиоме транзитивности 
за неједнакости, тј. аксиоме: ако је АсВи В< С, онда је 
Иил<сС. 

25 Ова аксиомз је аксиома транзитивности за јед- 
накост; она:се сада овако изражава: ако је ВеАи С=А, 
онда је и В=С. 

Превод (Б. Петронијевић) ове аксиоме у форми: Што 
је с истим"једнако, једнако је и једно са другим, незгопан 
је, јер „Што“ у почетку реченице не одговара по форми 
множини оригинала (Та). Употреба речи „Отре“ у немачким 
преводима, место „Уаз“, а у енглеском „ТМАпр5“ (Т. |. 
Неатћ), а код нас „објекти“ више, ло нашем мишљењу, 
изражава садржај оригинала. 

_ 2 Алгебарски израз ове аксиоте је: ако је А–Виа-ђ, 
онда је и А+а=В+ћ6. 

25 За ову аксиому имамо: ако је А-В иа=ђ, онда је 
и А—а= В—ћђ. 

9 Ако је Ае В,ла а=ђ, онда је А+а # В+ђ. 

'0 Ако је А=В, онда је 24 = 28. 

# Ако је А-В, онда је ЈА-ЈВ. 

_ 32 Са овом аксиомом је везан познати парадокс да целина 
може бити једнака свом делу и да та особина може слу- 
жити као дефиниција. бесконачности као објекта (актуална 
бесконачност). Заиста, део бесконачности може бити једнак 
самој бесконачности. Узмимо класичан пример: узмимо као 
целину све целе, рецимо, позитивне бројеве, а као део тог 
објекта —- све парне бројеве, опет позитивне. Лако је видети 
да тај део тог објекта има исти број елемената као и целина, 
јер парне бројеве можемо избројати овако: 


0, 2, 4,6, 8,... 2'0, 2:1, 2.2,2-3, 2.4,..., а тон 
потврђује наш став. 
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3 Употребили смо за превод грчке речи 26 хаофрсоу реч 
„Област“ са значењем дела површине. 
++ Код Еуклида се излагање свих теорема односно про- 
блема увек врши по истој шеми. Потпуна Еуклидова шема 
има ове делове: =" 
1. ђ лротав; — формулисање теореме или задатка у 
општем облику; 


2. 1 Екдеси2 — засебно издвајање оног што је дато и · 
што се примењује у каснијем истражи- 
вању; 
3. 6 бообуог — дефиниција или спецификација оног што 


се тражи са допунским условима могућ- 
ности или ограничења; 

4. ђ катаскеоц _ — конструкција; у конструктивним про- 
блемима као решење проблема, у поне- 
ким теоремама као припремни конструк- 
тивни рад за доказ теореме; 

ђ алобело — доказ; | 

6. то воџлеравиа — закључак. Ј 

Поједини од набројаних делова могу изостати, али увек 
постоје три основна дела и то: 1. — формулисање, 5. — 
доказ и 6. — закључак. 

Поновимо и овде у предговору наведену општу при- 
медбу о нашем коментару. Готово сваки Еуклидов став 
може и треба да буде коментарисан по форми, садржају и 
значењу тог става у општем систему Еуклидове геометрије, 
Пошто је то већ опширно урађено код низа писаца и са 
многим детаљима скупљено и код Т. |. Неа а, због огра- 
ничености времена и могућности штампања, ми у такав ко- 
ментар не улазимо. Навешћемо само оно што је недаходно, 
нарочито у вези са нашим преводом. 

# Изведена конструкција доводи до два једнакострана 
троугла: АВГ и њему симетричног у односу на праву АВ. 
Еуклид не наводи тај други троугао и не даје анализу зашто 
је изабрао баш троугао АВГ. Тврђење да круг са средиштем 
у В сече круг са средиштем у А у тачки Г недовољно је. С 
друге стране, оно није ни образложено, јер не слепује из 
аксиома досад узетих код Еуклида. Неки коментатори мисле 
да је узимање у обзир образложења постојања тог пресека, 


сл 
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тј. одговарајућег става тополошког карактера, био први 
корак у прелазу дд дедуктивне геометрије. доаксиоматичког 
периола, који је већ узимао у обзир и радове Н. И. Лоба- 
чевског, на аксиоматичку геометрију. 

836 Са гледишта савремене школске геометрије овај став 
је сувишан. За решење задатка довољно је узети шестар са 
отвором ВГ и затим преносом тог шестара можемо конструи- 
сати тражену дуж са једним крајем у тачки А. Такав поступак 
био је познат и у Буклидово време. Увођење тог става од 
стране Еуклида претставља једну његову, за оно време, 
логичку финоћу: Еуклид је себи поставио задатак да избегне 
у излагању геометрије кретање геометриских објеката. Он је 
то и постигао, али са неколико изузетака, на пример теореме 
4 и 8 ове књиге. 

= У практичном извођењу обично се узима ГА = ГЕ, 
другим речима: кружни лук се црта са средиштем у Ги 
полупречником ГА = ГЕ. Истим полупречником се конструише 
лук са средиштем у А. 

38 У овој теореми први пут се употребљује реч пара- 
лелограм без претходне дефиниције, што треба сматрати као 
логички недостатак. Тај изостанак можемо сбјаснити само 
тиме што је у грчком језику тако састављена реч, као што 
је паралелограм, потпуно јасна већ из своје граматичке 


форме. 


ИСТОРИСКЕ 


и 


БИБЛИОГРАФСКЕ 
ПРИМЕДБЕ 


По:ле смрти Александра Великог Македонског (356—23 
пре н. е.), његова огромна империја распала се. У Египту, 
у Александрији, на владу је ступила династија Птолемеја, 
грчког порекла. Египат и специјално Александрија постали 
су центар тадашње културе. Из Индије, Вавилона, Сирије, 
Палестине и других области долазила је у Александрију 
источна култура. Са друге стране, са запада, радо су пре- 
лазили у Александрију грчки научници, јер у самој Грчкој 
тешко се подносило македонско господство. Под таквим 
условима, а и због благонаклоности Птолемејеве династије, 
развио се чувени такозвани Александриски период процвата 
науке и уметности, који је трајао отприлике два столећа. 
У самој Александрији научни центар је био везан за Алек- 
сандриски музеј, који треба сматрати као академију, као 
универзитет. 

Еуклид је био наставник у александриској школи. О 
личности Еуклидовој готово нема никаквих података. Прокл, 
Еуклидов коментатор, који је живео око 450 г. после Хр., 
тврди да је Еуклид био млађи од Филипоса, Платонова 
ђака и да је он живео за време првог Птолемеја (Птолемеј 
1 Лаги: 323—285). Прокл наводи и познату причу о Еуклиду. 
Једног дана Птолемеј је запитао Еуклила: „Да ли постоји 
пут ка геометрији бољи него што је пут његових Е лемената2р“ 
Еуклид је одговорио: „Ка геометрији не постоји нарочити 
пут за краљеве!“ С друге стране, Архимед (287— 212) је већ 
употребљавао Еуклидове елементе. Према томе већина писаца 
тврди да Еуклидову делатност треба везати за време око 
300 г. пре н. е. И Еуклид је био ђак Платонове Академије, 
коју је Платон (427—3417 пре н. е.) основао 387 године. 

Место Еуклидова рођења такође није утврђено. Неки 
писци, али доста произвољно, наводе дорски град Гелу у 
јужној Сицилији, у близини садашње вароши Теггапоуа; 
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други указују на сасвим доуго место, наиме варош Тугоз, 
близу Сидона, сада Саида. 

Други Еуклидов коментатор, Папос (кра! [У столећа) 
описује Еуклида по карактеру као тиха и врло скромна 
човека, који је био расположен према сваком који је тежио 
математичком знању. У излагању истина својих претходника 
он је вршио колико је могао мање промена. 

За карактеристику Еуклида, као човека дубоко одана 
својој науци, наведимо још једно место из Стобајоса, које 
наводи Нећегр. Један почетник, који је учио геометрију код 
Еуклида, када је научио прву теорему, запитао је Еуклида: 
„Шта имам од тога што сам ово научио 7“ Еуклид је позвао 
свог роба и казао: „Донеси му три обола, јер он учи за то 
да има од тога користи!“ | 


Главно дело Еуклидово су његови Елементи — Утошхетс. 
Они обухватају 13 књига (Нерђега, Ва. 1—4). Математичар 
Хилсикл из другог века пре н. е. додао је 14 књигу 
о додекаедру и икосаедру. Најзад, у МШ столећу била је 
припојена и 15 књига о правилним телима. Нетђегр сматра 
да ова књига припада једном ученику Исидора из Милета, 
и да је немогуће претпоставити да је писац и ове књиге 
био Хипсикл. 14 и.15 књига сачињавају засебни 5 тому 
Хајбергову издању. | 

По садржају 13 књига Елемената треба поделити у 
· три дела. у 

Првих шест књига сачињавају планиметрију, при чему 
је у петој књизи протумачена на лужима теорија пропорција. 
Наредне четири књиге су аритметичког садржаја, са теоријом 
несамерљивих величина у Х књизи. Књиге Х!, ХИ и ХШ 
посвећене су стереометрији, 

Елементи су били први пут штампани 1482 г., у Венецији, 
у латинском превозу Кампануса са арапског текста. До тог 
времена били су познати само рукописни примерци тог дела. 
Најбољи рукопис, Содех Р, налази се у библиотеци Ватикана. 
Прво грчко издање изашло. је 1533 године у Базелу. Сад 
се сматра као најбоље издање Холанђанина Хајберга (!. |. 
Неђђегр. Епсгидез ејетепја. ВЊПофћеса Теџђпепапа) на грчком 
језику са латинским преводом. Од превода на модерне језике 
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на првом месту стоји класичан рад Т. |. Неа а — Тће 
фимееп ђоокз ог Епспа'з Ејетел5, који је изашао "већ и у 
другом издању (1926). Заслужује да буде споменуто издање 
познатог италијанског геометра Еед. Еппацега — АН Е!е- 
тел! ФЕисПде е Ја списа апса е тодегла, Кота, ВоГорпа, 
1925. Имао сам могућност да видим само прву књигу тог 
издања. . 

У Русији је било свега пет издања Еуклидових елеме- 
ната. Прво издање „Начал“ изашло је 1139 године у пре- 
воду „хирургуса“ Ивана Сатарова са латинског језика. 1769 
године се појавило друго издање у преводу наставника 
математике Николаја Курганова са француског издања проф. 
Коеп! "а, штампана 1762 године. Затим се појавило треће 
издање у преводу са грчког језика од магистара Оксфорд- 
ског универзитета В. Н. Никитина и И, И.'Суворова. Оно 
је изашло [784 године и било је поновљено 1789 године. 
Четврто издање 1819 године припада О. Петрушевском. 
Ово је, изгледа, најбоље рускр издање. Последње, пето 
издање, 1880 године штампао је професор Кијевског универ- 
зитета М. Е. Вашченко-Захарченко, који је био и мој настав- 
ник. При изради ове књиге узео је велико учешће син профе- 
соров, М. М. Вашченко—Захарченко, универзитетски библио- 
текар и лобар лингвиста. Уколико знам из совјетских извора, 
у Совјетском Савезу већ се 9 година спрема ново руско 
издање, али оно још није изашло, 

Еуклид није написао само Елементе. Њему припада више 
радова. Сачувани су ови радови: 1. Дебореуа (Рага) — Оно 
што је дато. Рад садржи 95 ставова, који изражавају да | 
кад су дати извесни геометриски облици, онда су дати и 
други облици. То је у неком смислу проучавање геометриских 
функционалних веза. На пример, став 2 гласи: Ако се дата 
величина налази у датом односу према другој величини, онда 
је и ова друга величина дата. 2. Фалубдреха (Рћаепотепа) 
је рад посвећен основама геометрије сфере и астрономији. 
3. 'Олика (Орџса) даје основе преспективе. 4. А! ката, 
розакђу стошхечфсес — елементи музике; тај рад садржи 
два дела — кататоџђ каубуос — теорију музичких интервала 
и ебауфућ бсрромкђ — увод у хармонију. Сем ових сачуваних 
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радова Еуклид је написао још и друге радове о којима 
знамо нз других извора, углавном од његових првих комен- 
татора. Такви су радови: 5. Меобвриа — о погрешним 
закључцима. Према мишљењу Прокла овај рад је служио за 
логичку гимнастику бака. 6. Пер, диаредео В Мо — о подели 
слика. Према подацима наведеним Код истог Прокла и према 
арапском преводу, у том раду било је третирано, на пример, 


ово питање: Поделити површину троугла правом дата правца · 


у датом односу. Исто тако су дељене површине четвороугла, 
круга и слика омеђених кружним луцима и правим линијама; 
7. Пор«ората. — то је рад који је, према подацима Папосовик, 
садржао три књиге. Чувени француски математичар Шал 
(Сћазјез) је успоставио тај рад према оном што је дао Папос: 
То је збирка математичких закључака и помоћних теорема. 
Поризме садрже такође елементе за пројективно проучавање 
конусних пресека. 8. Толог лрбе глфауа — 0 гедметриским 
местима на површини. Углавном се проучавају особине повр- 
шина: цилиндра, конуса и сфере. 9. Комка — четири књиге 
посвећене теорији конусних пресека. 

Елементи, заједно са наведеним другим радовима, оцр- 
тавају Еуклида не само као изванредна професора Тадашње 
највеће научне институције — Александриске академије-музеја, 
већ и као научника са богатим стваралачким даром. Ученик 
Платонов и Еудоксов у Атини, он је пренео грчку математику 
у Александрију и тамо је, између осталих, васпитао и два 
генијална грчка математичара — Архимеда и Аполонија. 
Еуклид, Архимед, Аполоније сачињавају сјајно сазвежђе нај- 
славнијег периода развитка античке математике, 
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ИЗДАВАЧКО ПРЕДУЗЕЋЕ НАРОДНЕ РЕПУБЛИКЕ СРБИЈЕ 


Штампа „Вук Караџић“, погон „Мекра“ — Београд — Таковска 32 — Тел. 21-2!1 


САДРЖАЈ ДРУГЕ КЊИГЕ 


ПРЕДГОВОР 


Ова друга књига Еуклидових елемената је од нарочитог 
интереса како са историског гледишта, тако и са гледишта 
савремене математичке наставе. 


Са историског гледишта она заслужује особиту пажњу, 
јер се у њој развија античка форма алгебре и то у примени 
на геометрију. Преовлађивање геометриске форме над ана- 
литичком формом, та важна особина грчке математике, у 
пуној мери се испољава у овој књизи Еуклидових елемената. 

Са гледишта математичке наставе ова књига, прво, може 
да послужи као извор вежбања за изражавање односа између 
величина алгебарским језиком, а, друго, она даје богати ма- 
теријал за борбу са формализмом у настави математике: 
основне алгебарске операције добијају конкретну, живу форму, 
кад се протумаче на геометриским облицима, како су про- 
тумачене у овој књизи. 

Пошто преводу Еуклидових елемената могу посветити 
само време слободно од рада у области моје уже струке, а 
редиговање српског текста и техничка страна одузима много 
времена, нисам ову другу књигу могао дати у штампу не- 
посредно после изласка из штампе прве књиге. 

При изради и ове књиге су ми помогли Б. Петронијевић, 
В. Мишковић и Т. Анђелић па им изјављујем захвалност. 


А. Б. 


Грешке прммећене у првој књизи 


Стр. 22, врста 9 одозго стоји: опиеш треба: опише 
» 43, „4 одоздо | ВАГ, = ВАГ 
„ бр » 3» Ка Холанђанина .. Данца 


ТЕКСТ 


Дефиниције 


|. За сваки правоугли паралелограм се каже да је 
обухваћен двема. дужима које образују прав угао.: 

2. Нека се у сваком паралелограму ма који од парале- 
„лограма на његовој дијагонали заједно са обема допунама 
назове гномон. 3 ! 


1. 


Ако су дате две дужи па је једна од њих неподељена а 
руга подељена на колико било отсечака, правоугаоник обу- 
хваћен овим двема дужима једнак је збиру правоугаоника 
. обухваћених неподељеном дужи и А 
сваким од отсечака. • | 

Нека су А и ВГ две дужи; нека 8 
се ВГ џодели.. произвољно тачкама 
АД и Е. Тврдим да је правоугаоник 
обухваћен дужима А и ВГ једнак 
збиру правоугаоника обухваћених ду- 
жима А и ВА, Аи ДЕ и Аи ЕГ. 

Повуче се под правим углом на 
ВГ кроз тачку В права 82. и пренесе о 
се ВН једнако А, повуче се кроз тачку Н права Не паралелно 
ВГ, и кроз тачке Д, Е, Г повуку се праве ДК, Ел, РФ па- 
ралелно правој ВН. 

Правоугаоник ВО је једнак збиру правоугаоника ВК, 
4Дл, Ед. Међутим Ве је правоугаоник са странама А и ВГ, 
јер је обухваћен дужима ВН и ВГ, а ВН је једнако А. Исто 
тако је ВК правоугаоник обухваћен дужима А.и ВА, јер је 
обухваћен дужима НВ и Вд4, а НВ је једнако А. Тако исто 
зе и правоугаоник ДЛ обухваћен дужима А и ДЕ, јер је АК, 
жао и ВН, једнако А. Слично и ЕД је са странама А и ЕГ. 


Г 


Н| 
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Према томе је правоугаоник са странама А и ВГ једнак збиру 
правоугаоника са странама А и ВА, Аи ДЕи Аи ЕГ. 

На овај начин, ако су дате две дужи па је једна од њих. 
неподељена а друга подељена на колико било отсечака, пра- 
воугаоник обухваћен овим двема дужима једнак је збиру 


правоугаоника обухваћених неподељеном дужи и сваким од. 


отсечака. А то је требало доказати. 


#. 

Ако се дата дуж произвољно подели, збир правоугаоника 
обухваћених целом дужи и сваким од обају отсечака једнак је 
квадрату на целој дужи.“ 

Нека се дуж АВ произвољно подели тачком Г. Тврдим 


да је правоугаоник обухваћен дужима ВА и ВГ заједно са. 


правоугаоником обухваћеним дужима ВА и АГ једнак ква- 
драту на АВ. 
Нека се нацрта на АВ квадрат АДЕВ. 
Г „В о повуче кроз Г права Г7 паралелна ма. 
којој од правих АД и ВЕ. 
. Правоугаоник АЕ једнак је збиру пра- 
воугаоника А2, и ГЕ. Међутим правоуга-. 
· _ оник АЕ је квадрат на АВ, затим је А7. 
| правоугаоник на.ВА и АГ, јер је обухва- 
ћен дужима ДА и АГ, а ДА је једнако. 

47 2 Е _АВ, најзад је ГЕ правоугаоник са стра-- 

нама АВ и ВГ, јер је ВЕ једнако АВ. 
Према томе је правоугаоник обухваћен дужима ВА и АГ за- 
једно са правоугаоником обухваћеним дужима АВ и ВГ једнак. 
квадрату на АВ. 

„На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели, збир 
правоугаоника обухваћених целом дужи и сваким од обају 
отсечака једнак је квадрату на целој дужи. А то је требало 
доказати. 

3. 

Ако сегдата дуж произвољно подели на два отсечка, 
правоугаоник обухваћен целом дужи и једним од отсечака, 
једнак је збиру правоугаоника обухваћена обама отсечцима 
и квадрата на првом отсечку.“ 


" 


Нека се дуж АВ произвољно подели тачком Г. Тврдим 
да је правоугаоник обухваћен дужима АВ и ВГ једнак збиру 
правоугаоника обухваћеног дужима АГ 
и ГВ и квадрата на ВГ. А Г В 

Нека се нацрта на ГВ квадрат 
ГДЕВ, Е4 се продужи до 2. и повуче се 
кроз А права паралелна ма којој од 
правих Г4 и ВЕ. Правоугаоник ДЕ јед- 

· нак је збиру правоугаоника АД и ГЕ РЖР Е 
Међутим правоугаоник АЕ је обухва- 

ћен дужима АВ и ВГ, јер је обухваћен дужима АВ и ВЕ, а 
ВЕ је једнако ВГ; правоугаоник АД је обухваћен дужима АГ 
и ГВ, јер је АГ једнако ГВ, а 4В је квадрат на ГВ. Према 
томе правоугаоник обухваћен дужима АВ и ВГ једнак је пра~ 
воугаонику обухваћену дужима АГ и ГВ и квадрату на ВГ. 

На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели на 
два отсечка, правоугаоник обухваћен целом дужи и једним 
отсечком једнак је збиру правоугаоника обухваћена обама 
отсечцима и квадрата на првом отсечку. А то је требало 
доказати. 


4. 


Ако се дата дуж произвољно подели, квадрат на целој 
дужи једнак је збиру квадрата на от- | 


сечцима и двоструког правоугаоника | А 
обухваћена отсечцима. • ГИ 
Нека се дуж АВ произвољно по- А 
дели тачком Г. Тврдим да је квадрат Н К 
на АВ једнак збиру квадрата на 'АГ и (Р. | 
ГВ и двоструког правоугаоника обу- а 
хваћена дужима АГ и ГВ. Л 
Нека се нацрта на АВ квадрат 2 Е. 
АДЕВ и повуче, ВА, па кроз Г права Г2 паралелна ма којој 
од правих А4 и ЕВ, а кроз Н права 0К паралелна ма којој 
од правих АВ и ДЕ. Пошто је Г2 паралелно „АД и права ВА 
сече сваку од њих, биће спољашњи угао ГТНВ једнак унутра- 
шњем сагласном углу АДВ. Али угао А4В једнак је углу АВА, 
јер је страна ВА једнака. АД ; дакле угао ГНВ једнак је НВГ, 
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па према томе страна ВГ једнака страни ГН; међутим ГВ је 
једнако НК и ГН једнако КВ; дакле ГНКВ је једнакостран че- 
твороугао. Тврдим, сем тога, да је оњ правоугли; пошто је 
ГНЊ паралелно ВК (а сваку од њих сече права ГВ), то збир 
углова КВГ и НГВ износи два права угла. Али КВР је прав 
угао, па је и ВГН прав; на тај начин су и унутрашњи са- 
гласни углови ГНК и НКВ прави. Према томе је ГНКВ пра- 
воугли четвороугао, а и једнакостран, дакле он је квадрат и 
то на ГВ. Из истих разлога и 02, је квадрат и то на еЊ а 
то значи и на АГ; дакле 07. и КГ су квадрати на АГ односно 
на ГВ. Затим, пошто је правоугаоник АН једнак правоугао- 
нику НЕ, а АН је правоугаоник обухваћен дужима АГ и ГВ, 
јер је НГ једнако ГВ, биће и НЕ једнак правоугаонику обу- 
хваћену дужима АГ и ГВ. Према томе су АН и НЕ заједно 
једнаки двоструком правоугаенику од АГ и ГВ. А при томе 
су 02 и ГК квадрати на АГ односно на ГВ. На тај. начин 
четири правоугаоника 02, ГК, АН, НЕ. једнаки су квадратима 
на АГ и ГВ и двоструком правоугаонику обухваћену дужима 
АГ и ЕВ. Али 02, ГК, АН, НЕ сачињавају цео АДЕВ, ивадрат 
на АВ. Према томе је квадрат на АВ једнак збиру квадрата 
на АГ и ГВ и двоструког правоугаоника обухваћена дужима 
АГ и ГВ. 


На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели, ква- 
драт на целој дужи једнак је збиру квадрата на отсвчцима 


и двоструког правоугаоника обухваћена отсечцима. А то је 


требало доказати. 
(Последица 


Из тог је јасно да су код квадрата паралелограми на 
дијагонали квадрати.) 


5. 


Ако се дата дуж подели двема тачкама и на једнаке и 
на неједнаке делове, биће збир правоугаоника обухваћена 
неједнаким деловима целе дужи и квадрата на дужи између 
деоних тачака једнак квадрату на половини дужи." 

Нака се дуж АВ подели на једнаке делове тачком Ги 
на неједнаке делове тачком 4. Тврдим да је збир правоуга- 
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оника обухваћена дужима АД и 48 и квадрата на ГД једнак 
квадрату на ГВ. 

Нека се нацрта на ГВ квадрат ГЕДВ и повуку: права 
ВЕ, кроз тачку Д права ДАН паралелно ма којој од правих ГЕ 
и 82, кроз тачку 0 права КМ паралелно ма којој од правих 
АВ и Е2 и још кроз тачку А права АК паралелно ма којој 
од правих ГЛ и ВМ. Пошто је допуна Гд једника допуни 02, 
биће, ако свакој додамо АМ, цела површина ГМ једнака целој · 
површини 42. Али правоугаовик ГМ једнак је правоугаонику 
АЛ, јер је АГ једнако ГВ, и'на тај начин правоугаоник АЛ 
једнак је правоугаонику 
42. Ако сваком од њих А Г__4 В 
додамо правоугаоник Г6, 
биће цео правоугаоник Ад 
једнак гномону ММЕ 3 Ме- 
ђутим правоугаоник Ад је 
обухваћен лужима АД и 
АВ, јер је 48 једнако АВ, 
па првма томе је и гномон 
ММЕ једнак правоугаонику обухваћену дужима АД и 4АВ. 
Свакој од тих површина додајмо површину ЛН, која је једнака 
квадрату на ГА. На тај начин, збир гномона ММЕХ и квадрата АН 
једнак је збиру правоугаоника обухваћена дужима АД и АВ и 
„квадрата на ГА. На тај начин, збир гномона ММ2 и квадрата ДН 
једнак је збиру правоугаоника обухваћена дужима АД и4В и 
квадрата на ГА. Али гномон ММЕ. и квадрат ЛАН заједно 
сачињавају квадрат ГЕ2В на ГВ. На тај начин збир право- 
угаоника обухваћена дужима АД и ДВ и квадрата на ГА једнак 
је квадрату на ГВ. 

На овај начин, ако се дата дуж подели двема тачкама 
и на једнаке и на неједнаке делове, биће збир правоугаоника 
обухваћена неједнаким деловима целе дужи и квадрата на 
дужи између деоних тачака једнак квадрату на половини дужи. 
А то је требало доказати. 


6. 
Ако се дата дуж преполови и продужи за извесну дуж, 
биће збир правоугаоника обухваћена целом дужи са проду- 
жењем и тим продужењем и квадрата на половини дате дужи 
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једнак квадрату на дужи састављеној од половине прве дужи 
и додате друге дужи. 

Нека је права АВ преполовљена тачком Г иу њеном 
правцу додата дуж ВА. Тврдим да је збир правоугаоника 
обухваћена дужима Ади 4В и 
квадрата на ГВ једнак квадра- 
ту на ГА. 

Нека се нацрта на ГА ква- 


ДЕ, кроз тачку В права ВН па- 

ралелно ма којој од правих ЕГ 

Е н 2 и 47, кроз 0 права КМ пара- 

лелно ма којој од правих АВи 

Е7 и још кроз тачку А права АК паралелно ма којој од пра- 
вих ГЛ и АМ. 

Пошто је АГ и ГВ једнако, једнако је и АЛ и Где. Ме- 
ђутим правоугаоник ГФ је једнак правоугаонику 02. И на тај 
начин је правоугаоник АЛ једнак правоугаонику 02. Ако сва- 
коме додамо правоугаоник ГМ, биће цео правоугаоник АМ 
једнак гномону МЕО. Међутим правоугаоник АМ обухваћен је 
дужима АЛ и 48, јер је дуж АМ једнака дужи АВ; према томе 
је и гномом М2О једнак правоугаонику обухваћену дужима 
АЛ и АВ. Ако се сваком од ових дода ЛАН, који је једнак 
квадрату на ГВ, биће правоугаоник обухваћен дужима АД и 
АВ са квадратом на ГВ једнак гномону МЕО и квадрату АН. 
Но гномон МЕО са квадратом ЛАН је цео квадрат ГЕ2Д на 


ГА; на тај начин је збир правоугаоника обухваћена дужима 


АД и АВ и квадрата на ГВ једнак квадрату на ГА. 

На овај начин, ако се дата дуж преполови и продужи 
за извесну дуж, биће збир правоугаоника обухваћена целом 
дужи са продужењем и тим продужењем и квадрата на по- 
ловини дате дужи једнак квадрату на дужи састављеној од 
половине прве дужи и додате друге дужи. А то је требало 
доказати. 

7. 

Ако се дата дуж произвољно подели на два отсечка, 
онда је збир квадрата на целој дужи и на једном од отсечака 
једнак збиру двоструког правоугаоника обухваћена целом 
дужи и тим отсечком ни квадрата на другом отсечку.1о 


драт ГЕД и повуку: права. 
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Нека је, наиме, дуж АВ произвољно подељена тачком Г. 
"Тврдим да су квадрати на АВ и ВГ заједно једнаки дво- 
струком правоугаонику обухваћену дужима АВ и ВГ и ква- 
драту на ГА. 

Нека се нацрта на АВ квадрат АДЕВ и допуни слика. 

. Како је правоугаоник АН једнак 
правоугаонику НЕ, биће, ако се сваком А Гг__в 
дода квадрат Г2, цели правоугаоник 
А7, једнак целом правоугаонику ГЕ, и 
према томе је збир правоугаоника А 
им ГЕ једнак двоструком правоугаонику 
А2. Али правоугаоник А2 са право- 
угаоником ГЕ чине заједно гномон КАМ | Р: М Е 
и квадрат Г2; према томе је гномон 
КАМ и квадрат Г2 двоструки правоугаоник 47. Али тај дво- 
струки правоугаоник је у исто време и двоструки правоугаоник 
од АВ и ВГ, јер је В2. једнако ВГ. На тај начин гномон КАМ 
и квадрат Г2 заједно једнаки су двоструком правоугаонику 
од АВ и ВГ. Ако се сваком од ових дода АН, квадрат на АГ, 
биће збир гномона и квадрата ВН и НА једнак збиру дво- 
«струког правоугаоника обухваћена дужима АВ и ВГ и ква- 
„драта на АГ. На тај начин су гномон КАМ и квадрати ВН и 
"НА "цео квадрат АДЕВ и квадрат Г27, а то су квадрати на 
АВ и ВГ. Према. томе је збир квадрата на АВ и на ВГ једнак _ 
збиру двоструког правоугаоника обухваћена дужима АВиВГ 
и квадрата на АГ. 

На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели на 
два отсечка, онда је збир квадрата на целој дужи и на једном 
од отсечака, једнак збиру двоструког правоугаоника обухва- 
ћена целом дужи и тим отсечком и квадрата на другом от- 
«сечку. А то је требало доказати. 


8. | • 

Ако се дата дуж произвољно подели на два отсечка, биће 

збир четвороструког правоугаоника обухваћена целом дужи и 
једним отсечком и квадрата на другом отсечку једнак ква- 


драту нацртаном на дужи састављеној од дате дужи и првог 
отсечка.1! 
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Нека је, наиме, дуж АВ произвољно подељена тачком Г. 
Тврдим да је збир четвороструког правоугаоника обухваћена 
дужима АВ и ВГ и квадрата на АГ једнак квадрату на АВ 
и ВГ, као. једној дужи. 

Нека је права ВА продужење праве АВ и нека је ВА 
једнако ГВ. Затим нека се вацрта на АД квадрат АЕ2А' и уз. 
то нацрта двострука слика.!= 

Пошто је ГВ једнако ВА, 
а ГВ једнако НК и ВА једнако. 
КМ, биће и НК једнако КМ. Из 
истих разлога је и ПР једнако 
РО. А пошто је ВГ једнако ВА, 
а НК једнако КМ, биће и ква- 
драт ГК једнак квадрату КА, а 
квадрат НР квадрату РМ. Али 
квадрат ГК једнак је квадрату 
РМ, пошто су то допуне пара- 
лелограма ГО; стога је и ква- 
драт КА једнак квадрату НР. На тај начин површине сва 
четири квадрата АК, ГК, НР, РМ једнаке су међу собом и 
све заједно једнаке четвороструком паралелограму ГК. Затим, 
пошто је дуж ГВ једнака дужи ВА, а ВА дужи ВК, тј. ГЊи. 
ГВ једнака дужи НК, тј, НП, биће и дуж ГН једнака дужи 
НП. И пошто је ГН једнако НП, и ПР једнако РО, биће и 
"правоугаоник АН једнак правоугаонику МП, а ПА правоуга-. 
онику Р2. Али правоугаоник МП једнак је правоугаонику ПА, 
јер су допуне паралелограма МЛ, па према томе је правоу- 
гадник АН једнак правоугаонику Р2.. На тај начин четири правоу-. 
гаоника АН, МП, ПА, Р2. једнаки су међу собом, а сва четири 
заједно једнаки су четвороструком правоугаовику АН. Раније 
је показано да су четири квадрата ГК, КА, НР, РМ једнаки 
„ четвороструком квадрату ГК; на тај начин осам паралелограма, 
који образују гномон 277, сачињавају четвороструки право- 
угаоник АК. А пошто је паралелограм АК обухваћен од АВ. 
и ВА, јер је ВК једнако ВА, биће и четири правоугаоника обу- 
хваћена од АВ и ВА, једнака четвороструком правоугаонику АК. 
Како је показано да је четвороструки правоугадник АК једнак. 
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гномону 2Т7У, биће и четвороструки правеугаоник од АВ и ВА 
једнак гномону ЕТ. Ако се дода сваком од ових =8, који 
је једнак квадрату на АГ, биће и четвороструки правоугаоник 
обухваћен од АВ и ВА заједно са квадратом на АГ једнак 
гномону 2Т 7 и квадрату 20. Али гномон 2ТУ са квадратом 
20 заједно сачињавају квадрат АЕ2Д на АД. Према томе је 
четвороструки правоугаоник од АВ и ВА заједно са квадра- 
том на АГ једнак квадрату на АД; али ВД је једнако ВГ. 
Према томе је збир четвороструког правоугаоника обухваћена 
дужима АВ и ВГ и квадрата на АГ једнак квадрату на АД, 
тј. квадрату нацртаном ва АВ и ВГ као једној дужи. 

На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели на 
два отсечка, биће збир четвороструког правоугаоника обухва- 
ћена целом дужи и једвим отсечком и квадрата на другом 
отсечку једнак квадрату наџртаном на дужи састављеној од 
дате дужи и првог отсечка. А то је требало доказати. 


9. 

Ако се нека дуж подели двема тачкама на једнаке и на 
неједнаке отсечке, збир квадрата на неједнаким отсечцима 
целе дужи једнак је двоструком збиру квадрата на половини 
целе дужи и квадрата на отсечку између деоних тачака. !з 
| Нека је, наиме, дуж АВ подељена 

тачком Г на једнаке делове и тачком Е 
А на неједнаке делове. Тврдим да је , ЊУ 2 
збир квадрата на АД и на АВ једнак | 
двоструком збиру квадрата на АГи НЕ 

на ГА. | А Гг4 В 

Повуче се кроз Г дуж ГЕ нормално на АВ, и начини 
једнаком ма којој од'дужи АГ и ГВ; повуку се ЕА и ЕВ, и 
повуче кроз тачку А права 47 паралелно :ЕГ, кроз тачку 2 
права 24 паралелно АВ, и повуче права А2. Пошто је АГ 
једнако ГЕ, угао БАГ једнак је углу АЕГ. И пошто је угао 
код тачке Г прав, биће остали углови ЕАГ и АЕГ заједно 
једнаки правом углу, а како су и једнаки, биће сваки од углова 
ГЕА и ГАЕ једнак половини правог. Из истих разлога је и 
сваки од углова ГЕВ и ЕВГ једнак половини правог. Према 
томе је' цео угао АЕВ прав. Ношто је "угао НЕ2 половина, а 
угао ЕН2 је прав, јер је једнак одговарајућем Уну прашием 
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углу ЕГВ, биће и преостали угао ЕХН једнак половини правог; 
на тај начин је угао НЕ једнак углу Е2Н, па према томе је 
и страна ЕН једнака страни Н2. Затим, пошто је угао код 
тачке В лоловина правог, а угао 248 прав, јер је једнак од- 
говарајућем унутрашњем углу ЕГВ, биће и угао ВаД једнак 
половини правог; на тај начин је угао код тачке В једнак 
углу А2В, па према томе је и страна 24 једнака страни АВ. 
Пошто је АГ једнаке ГЕ, биће и квадрат на АГ једнак ква- 
драту на ГЕ; на тај начин квадрати на ВГ и на ГЕ заједно 
једнаки су двоструком квадрату на АГ. Међутим збир ква- 
драта на АГ и на ГЕ једнак је квадрату на ЕА, јер је угао 
АГЕ прав. На тај начин је квадрат на БА једнак двоструком 
квадрату на АГ. Даље, пошто је ЕН једнако Н2, квадрат на 
ЕН једнак је квадрату на 2, па према томе су квадрати на 
ЕН и на Н2 заједно једнаки двоструком квадрату на Н2. Али 
збир квадрата на ЕН и на Н2 једнак је квадрату на 22; 
стога је квадрат на 22, једнак двоструком квадрату на Н2. 
Међутим, 2. једнако је ГА, према томе је квадрат на Е2 
једнак двоструком квадрату на ГА. Стога је квадрат на ЕА 
једнак двоструком квадрату на АГ, па према томе је збир 
квадрата на АЕ и на 22 једнак двоструком збиру квадрата 
на АГ и на ГА. Али збир квадрата на ДЕ и на Е2. једнак је 
квадрату на А2, јер је угао АЕ2, прав. На тај начин је квадрат 
на А2 двоструки збир квадрата на АГ и ГА. Али квадрат на 
А7. једнак је збиру квадрата на АД и на 42, јер је угао код 
тачке Д прав, На тај начин збир квадрата на АД и на А2 је 
двоструки збир квадрата, на АГ и на ГА. Али 427. једнако је 
АВ. Према томе збир квадрата на АД и на 4В једнак је дво- 
струком збиру квадрата на АГ и на ГА. 

На овај начин, ако се нека дуж подели двема тгчкама 
на једнаке и на неједнаке отсечке, збир квадрата на нејед- 
наким отсечцима целе дужи једнак је двоструком збиру ква- 
драта на половини целе дужи и квадрата на отсечку између 
деоних тачака. А то је требало доказати. ' 


10. 


Ако се дата дуж преполови и продужи за извесну дуж, 
биће збир квадрата на целој дужи заједно са продужењем и 
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квадрата на продужењу дужи једнак двоструком збиру ква- 
драта на половини прве дужи и квадрата нацртана на дужи 
састављеној од половине дате дужи и продужења као једној 
дужи. 

Нека је дуж АВ преполовљена тачком Г и нека је ВА 
њено продужење. Тврдим да је збир квадрата на АД и на 
АВ једнак двоструком збиру квадрата на АГ и на ГА. 

Повуче се кроз тачку Г права ГЕ управно на АВ и јед- 
нака свакој дужи АГ, ГВ, и повуку се ЕА и ЕВ; па се повуче 
кроз Е права 22. паралелно АД 
и кроз 4 права 24 паралелно Е 27 
ГЕ. Тада, пошто права 22 сече 
две паралелне праве ЕГ и 24, 
углови ГЕ2 и Е2Д чине заједно 
два права угла, а два угла ХЕВ А 4 
и Е2Д према томе су мања од па А 
два права, а две праве проду- | Н 
жене од углова, који су мањи 
од два права, секу се; према томе праве ЕВ и 24, продужене 
преко В и 4, морају се сећи. Нека се продуже и секу у тачки 
Н и нека се повуче АН. Сад, пошто је АГ једнако ГЕ, једнак 
је угао ЕАГ углу АЕГ, а како је угао код тачке Г прав, биће 
сваки од углова ЕАГ и АЕГ једнак половини правог. Из истих 
разлога и сваки од углова ГЕВ и ЕВГ једнак је половини 
правог; према томе је угао АЕВ прав. Даље, пошто је угао 
ЕВГ једнак половини правог, биће половина: правог и угао 
АВН. И угао ВАН биће прав, јер је једнак унутрашњем наиз- 
меничном АГЕ; па према томе је и угао АНВ једнак половини 
правог; на тај начин угао ДНВ једнак је углу ДВН, а тада 
је и страна ВА једнака страни НА. Даље, пошто је угао ЕН; 
једнак половини правог, а угао код тачке 2. једнак правом углу, 
јер је једнак супротном углу код тачке Г, биће и угао ХЕН једнак 
половини правог, па према томе је угао ЕН2 једнак углу ХЕН, 
а тада је и страна Н2 једнака страни Е2: Пошто је, даље, 
(ЕГ једнако је.ГА), квадрат на ЕГ једнак квадрату на'ГА, 
биће квадрати на ЕГ и на ГА једнаки двоструком квадрату 
на ГА. Међутим, квадрати на ЕГ и на ГА једнаки су квадрату 
на БА, па према томе квадрат на ЕЛ једнак је двоструком 
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квадрату на АГ. Затим, како је 2 једнако Е2, квадрат на 
2#Н једнак је квадрату на ДЕ, биће стога квадрати на Н2 и 
на 2 једнаки двоструком квадрату на Е2. Али квадрати на. 
2. и на ХЕ једнаки су квадрату на ЕН, и према томе ква- 
драт на ЕН једнак је двоструком квадрату на Е2. Али је Е2. 
· једнако ГА; па је стога квадрат на ЕН једнак двоструком. 


квадрату на ГА. Раније је доказано да је квадрат ла БА. 


једнак двоструком квадрату на АГ. Стога су квадрати на АЕ 
и ЕН једнаки двоструком збиру квадрата на АГ. и на ГА. 
Но збир квадрата на АЕ и ЕН једнак је квадрату на АН. На 
тај начин квадрат на АН једнак је двоструком збиру квадрата 
на АГ и ГА. Али квадрат на АН једнак је збиру квадрата на 
АД и на АН. Према томе: квадрати на АД и на АН једнаки су 
двоструком збиру квадрата на АГ и на ГЛ. Али:ДН је једнако 
АВ, па према томе збир квадрата на АЛ и на 4АВ једнак је 
двоструком збиру квадрата на АГ и на ГА. | 

На овај начин, ако се дата дуж преполови и продужњ 
за извесну дуж, биће збир квадрата на целој дужи заједно са 
продужењем и квадрата на продужењу дужи једнак двостру- 
ком збиру квадрата на полбвини „прве дужи и квадрата на- 
цртана на дужи састављеној од половине дате дужи и про~ 
дужења као једној дужи. А то је требало доказати. 


1. 
Дату дуж поделити тако да правоугаоник обухваћен це- 
лом дужи и једним отсечком буде једнак квадрату на другом 


отсечку. Ји 
Нека је АВ дата дуж. Треба АВ по- 


2 Н делити такз да правоугаоник обухваћен 
целом дужи и једним отсечком буде једнак 

о квадрату на другом отсечку. 
А в Нацрта се квадрат АВАГ на АВ, и 
преполови се АГ тачком Е, повуче се ВЕ, 
Е продужи се ГА до 2, и одмери се Е7, 


једнако ВЕ; нацрта се квадрат 20 на А7, 

и продужи се Нд до К. Тврдим да је АВ. 

подељено тачком 0. тако да је правоу- 
Г К 4 гаоник обухваћен дужима АВ и ВО једнак. 
квадрату на А0. 
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Пошто је дуж АГ преполовљена тачком. Е, а. права. А2 
њено продужење, правоугаоник обухваћен дужима Г2 и 2А 
заједно са квадратом на АЕ једнак је квадрату на Е2. Али 
"_Е2 је једнако дужи ЕВ, због тога је правоугаоник обухваћен 
дужима Г2 и 74 заједно са квадратом на АЕ једнак квадрату 
на ЕВ. Но квадрат на ЕВ једнак је квадратима на ВА и на 
АЕ, јер је угао код тачке А прав. На тај начин правоугаоник 
од Г2 и 7А заједно са квадратом на АЕ једнак је квадратима 
на ВА и на АЕ. Ако се одузме заједнички квадрат на АЕ, 
онда је правоугаоник од Г2 и 24 једнак квадрату на АВ. Како 
је правоугаоник обухваћен дужима Г2 и 24 правоугаоник 
2К, јер је А2. једнако 28, а квадрат на АВ је АД, биће пра- 
воугаоник 2К једнак квадрату АД. Ако се одузме заједнички 
правоугаоник АК, остатак 20 биће једнак правоугаонику 94. 
Како је ОДА правоугаоник обухваћен дужима АВ и Ва, јер, је 
дуж АВ једнака дужи ВА, а 20 је квадрат на дд, биће пра- 
воугаоник обухваћен дужима АВ и Ва једнак квадрату на ФА. 

На овај начин је дата дуж АВ тако подељена тачком 8 
да је правоугаоник обухваћен дужима АВ и ВО једнак ква- 
драту на ВА. А то је требало извести.!5 


12. 

У сваком .тупоуглом троуглу квадрат на. страни спрам 
"тупог угла је већи од збира квадрата на странама што обра- 
зују туп угао за двоструки правоугаоник обухваћен од једне 
стране тупог угла, наиме оне на чије продужење пада спу- 
штена.: нормала, и од растојања те нормале од темена тупог 
угла. :8 

Нека је АВГ тупоугли троугао В 
са тупим углом ВАГ и нека се по- 
вуче кроз тачку В нормала Вд на 
продужење ГА. Тврдим да је ква- 
драт на ГВ већи од збира квадрата 
на ВА и на. АГ за двоструки пра- · 
воугаоник обухваћен дужима ГА 4 А Г 
и А4. | 
Пошто је дуж ГА произвољно подељена тачком А. биће 
жвадрат на ДГ. једнак квадратима на ГА и АД и двоструком 
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· правоугаонику обухваћену дужима ГА и АД. Нека се сваком од 
њих дода по квадрат АВ, тада су квадрати на ГДи на 48 једнаки 
квадратима на ГА, на А4, на АВ и правоугаонику обухваћену 
дужима ГА и АД. Међутим квадрати на ГА и на 48 једнаки 
су квадрату на ГВ, јер је угао код тачке Д прав. Исто тако, ква- 
драти на АД и на АВ једнаки су квадрату на АВ. Стога је 


квадрат на ГВ једнак квадратима на ГА и на АВ и двоструком 


правоугаонику обухваћену дужима ГА и АД. Према томе 
квадрат на ГВ је већи од збира квадрата на ГА и.на АВ за 
двоструки правоугаоник обухваћен дужима ГА и АД. 

На овај начин, у сваком тупоуглом троуглу квадрат на 
страни спрам тупог угла је већи од збира квадрата на стра- 
нама што образују туп угао за двоструки правоугаоник обу- 
хваћен од једне стране тулог угла, наиме ове на чије продужење 
пада спуштена нормала, и од растојања те нормале од темена 
тупог јула: А то је требало доказати. 


13, 

У сваком оштроуглом троуглу квадрат на страни спрам 
оштрог угла мањи је од збира квадрата на странама које 
образују оштар угао за двоструки правоугаоник обухваћењ 
једном страном ошгрог угла, наиме оном на коју је спуштена 
нормала, и растојањем те нормале од темена оштрог угла. 

Нека је АВГ оштроугли троугао са оштрим углом код 
тачке В и нека АД буде нормала спуштена из тачке А на 

страну ВГ. Тврдим даје квадрат на АГ 


А мањи од збира квадрата на ГВ и ВА за. 


правоугаоник обухваћен дужима ГВ и ВА. 

Пошто је права ГВ произвољно подељена 

тачком А, биће збир квадрата на ГВи 

на ВА једнак збиру двоструког правоу- 

гаоника. обухваћена дужима ГВ и ВА њ 

В А _г _ квадрата ва ДГ. Нека се дода једном и 
другом збиру квадрат на ДА, тада ће 

квадрати на ир В, на ВД, на ДА бити једнаки двоструком пра- 
воугаонику обухваћену дужима ГВ и ВА и квадратима на АД 
и на ДГ. Али квадрати на ВА и на ДА једнаки су квадрату 
на АВ, јер је угао код тачке Д прав. Исто тако, квадрати на 
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АД и на АГ једнаки су квадрату на АГ. На тај начин су ква- 
драти на ГВ и на АГ једнаки жважрату на АГ и:жвоструком 
правоугаонику обухваћену дужима ГВ и ВА. Према томе биће 
квадрат на АГ за двоструки правоугаоник обухваћен дужима 
ГВ и ВД мањи од збира квадрата на ГВ и на ВА. 
На овај. начин, у сваком оштроуглом троуглу квадрат на 
страни спрам оштрог угла мањи је од збира квадрата ћа стра- 
нама које образују "оштар угао за двострукт | правоугаоник 
обухваћен једном страном“ ештрвдг "угла, наиме: оћом : на коју 
„је спуштена нормала, и растојањем те нормале од темена 
ошгрог угла. А т) је требало доказати. 


14. 


Конструисати квадрат једнак датој праволининској слици.717 
квадрат једнак тој праволиниској слици А. 

Нека буде конструмсан правбугаоник ВА једнак право- 
је решен, јер је конструисан квадрат В4 једнак праволиниској 
слици А. Ак) то није случај, - 
биће једна од дужи ВЕ и ЕД 
већа. Нека је већа ВЕ, и нека 2 
се она продужи до 2. и одмери 
Е2. једнако ЕД. Затим нека. ЛА 
нацрта полукруг ВаО2. са сре- [22 2 
диштем у Н и лолупогчником 
до 8 и повуче НО. 

Пошто је дуж 82. подељена тачком Н на једнаке а тачком 
и Е2 заједно са квадратом на ЕН једнак квадрату на 2. 
Али Н2. је једнако НО , према томе је правоугаоних обухваћен 
на Нд. Али квадрат на Не је једнак квадратима на ОЕ н на 
ЕН. Према томе је збир правоугаоника обухваћена дужима 


Нека је дата праволиниска слика А. Треба конструнсати 
линиској слици А. Ако при томе буде ВЕ једнако ЕД, задатак 
се преполови 7. тачкем Н, 

НВ односно Н2., ДЕ продужи Г Р 

__Е на неједнаке делове, биће правоугаоник обухваћен од ВЕ 
Адужима ВЕ и Е2. заједно са квадратом на НЕ једнак квадрату 
ВЕ и Е7. и квадрата на НЕ једнак збиру квадрата на вЕ и на 
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БН. Нека се одузме од једног и другог збира квадрат на НЕ. 
На тај начин биће правоугаоник обухваћен дужимд ВЕ и 22 
једнак квадрату на Е0, и правоугаоник обухваћен дужима ВЕ 
и 22 једнак правоугаонику ВА, јер је Е2. једнако ЕД. Према томе 
биће паралелограм ВА једнак квадрату на дЕ. Како је пара- 
лелограм 84 једнак праволиниској слици А, биће и праволи- 
ниска слика А једнака квадрату нацртаном на ве. | 


На овај начин је на ФЕ конструисан квадрат једнак пра- 


волиниској слици А. А то је требало извести. 


КОМЕНТАР 


П. 


! Тачан значај речи „лершувсдал“ за стране правоугао- 
ника и „лергехоосфу“ за краке угла не одговара само појмо- 
вима „обухваћен“, или појму садржавања у себи, за право- 
угаоник односно „заклапају“ за краке угла; те речи се исто 
тако могу превести са „образован“ за правоугаоник односно 
„образују за“ за угао. | 

2 Овом дефиницијом Еуклид искоришћава још од давних 
времена познату астрономску справу за одређивање времена 
помоћу сенке вертикалне шипке и ствара одговарајући гео- 
метриски појам (сл. Та). Еуклидов гномон се не односи само 
на правоугаоник већ и на паралелограм општег облика. На 
слици 15, АВСРО је основни паралелограм, АС је његова ди- 
јагонала, ЕОСЕ је један од паралелограма конструисаних на 


А 


ЛЕ 


7 
ну А 


Мр 


Сл. 1 


дијагонали АС, А!ЕН је други такав паралелограм. Паралело- 
грами НЕЕР и ТВОР су допуне. Слика ТВСРНЕ! је гномон са 
паралелограмом РОСЕ. Други паралелограм са истим допу- 
нама ствара други гномон (сл. 1с). У савременој геометрији 
појам гномона није се задржао. 
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8 Овим ставом се почиње излагање поглавља које се сад 
назива геометриска алгебра. Наведеној теореми одговара ал- 
гебарски став 


а(6 +с+а) = ађ + ас -аа. 


Пошто Грци нису у својим геометриским расуђивањима при- 
мењивали алгебарска па чак ни аритметичка правила, за свако 
такво правило потребан је био геометриски доказ. 


# ()вој теореми одговара алгебарска једнакост 
а (6 + с)== аз 
под условом б— с=а. | 


У наредним примедбама алгебарске једнакости одгова- 
рају доказаним теоремама. 


54 (а+6)а = ађ +аг. 
И | (а +) == а - 52 += 2ађ. 
1 аб + (== 9) = (=>). 


8 У Хајбергову тексту слово М је употребљено, према 
слици, са различитим значењима: једанпут на дужини 82 и 
другипут на страни АЕ квадрата. АН ради ознаке гномона. 
Та особина текста је задржана и у преводу; јасности изла- 
гања то не смета. Може се претпоставити да је ту ознаку 
увео један од преписивача Еуклидова текста. 


Ке (га + 6)5 + а = (а + 6). 
: (а + 5) -ра" == 2(а + 6)а + 6". 
1“ 4(а + 9)а + 63 = (а + 5) + ај. 


12 Ову слику Еуклид сматра као двоструку, и то после 
упоређивања са претходним сликама, у овом смислу. На прет- 
ходним сликама била је повучена само једна права паралелно 
једном пару страна квадрата, а друга права паралелно другом 
пару, а овде су повучене две праве: у Рано правцу Гдивл, 
а у другом правцу ММ и 20. 


А о 


2 
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па (га + 6): + 68 == 2 [а ++ (а + 57]. 

5 Наведена Еуклидова конструкција одговара такозваној 
непрекидној подели (5есно аштеа — златни пресек) дужи. 
Заиста, ако дуж АВ означимо са а, а дуж Ад са х, Еуклидов 
услов задатка се може изразити 

а(а — х) = х:“, 
одакле се добија пропорција 
а:х ==Х :(а —х), 
која и одговара непрекидној подели. 


18 Стављајући Питагорину теорему на завршетак прве 
књиге а ову теорему о квадрату стране спрам тупог угла и 
наредну теорему о квадрату стране спрам оштрог угла на 
завршетак друге књиге, Еуклид је, очевидно, хтео да истакне 
важност ових теорема у свом систему излагања геометрије. 
Та његова тенденција се показала у пуној мери оправдана у 
току. историског развитка излагања геометрије, јер се толико 
важна Еуклидова метрика оснива на тим теоремама. 


7 Овој конструкцији одговара једначина х2 = аб, при 
чему се правоугаоник добија из праволиниске слике помоћу 
конструкције изведене у првој књизи (1, 45). 
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Предговор 
Текст 
Коментар . 


САДРЖАЈ ТРЕЋЕ КЊИГЕ 


~ 


ПРЕДГОВОР 


Садржај ове, треће, књиге Еуклидових елемената по- 
свећен је кружној линији и праволиниским елементима везаним 
за: круг. Ова књига је изазвала врло много примедаба од 
стране коментатора, пошто се у њеном излагању јављају и 
логички недостаци и докази који могу бити изведени друк- 
чије, једноставније. 

Превод ове књиге завршио сам још 13. МШ. 1950, али 
жеља да за коментар искористим и нову литературу, коју 
сам тек пре кратког времена могао добити, задржала је 
предају ове књиге у штампу. 

При изради и ове књиге су мипомогли В. В. Мишковић 
и Т. П. Анђелић, па им изјављујем захвалност. 

А. Б. 


Грешка примећена у другој књизи 


Стр. 12. Врсте 6. и 7. стоји: са-гласни треба: су-протни 
„ 


ТЕКСТ 


| Дефиниције 


). Једнаки су они кругови код којих су једнаки преч- 
ници или полупречници.! 

2. Тврди се да права додирује круг, ако сусреће круг 
и, продужена, не сече круг.“ 

3. Тврди се да кругови додирују један другог, ако 
се сусрећу но не секу. 

4. Тврди се-да су тетиве“ круга на истом растојању 
од центра, ако су нормале спуштене из центра на тетиве 
једнаке. ' 

5. Тврди се да је више удаљена она (тетива), на коју 
је спуштена нормала већа.“ 

6. Отсечак (сегмент) круга је (слика ограничена те- 
тивом и луком.“ 

7. Угао отсечка је онај који је обухваћен тетивом и 
луком.“ 

8. Угао уписан у отсечак' је угао образован од правих 
повучених из неке тачке узете на луку отсечка ка крајевима 
тетиве, која је база отсечка.“ 

9. Ако праве, које образују угао, захватају неки лук, 
за угао се тврди да се ослања на тај лук. 

10. Исечак круга је слика ограничена полупречницима 
круга, који при центру образују угао, и њима захваћеним 
луком.19 . 

1. Слични су они отсечци кругова, који имају једнаке 
углове или су им уписани углови једнаки.!! 


10 


Ја 


Наћи центар датог круга. 

Нека је дат круг АВГ. Треба наћи центар круга АВГ. 

Повуче се у њему нека тетива АВ и преполови се' 
тачком 4; кроз А, под правим углом ка АВ, повуче се права 
АГ и продужи до Е, па се преполови ГЕ тачком 2; тврдим 
да је 2. центар круга АВГ. 

Претпоставимо да то није тако; нека тада, ако је то 
могуће, то буде тачка Н (као центар); повуцимо праве НА, 
НА, НВ. Пошто су А4 и АВ једнаке, а АН је заједничка, 
биће две стране АД, АН једнаке двема 
односним странама ВА, АЊ:: а како су 
једнаке и основице НА и НВ, јер су полу-. 
пречници, биће угао АДН једнак углу НАВ. 

Али, ако једна права постављена према 

Ре другој чини са њом једнаке упоредне углове, 

4 8 сваки од једнаких углова је прав; према 

Е томе је угао НАВ прав. Но и угао 248 је 

прав. На: тај начин је угао 248 једнак углу 

НАВ, већи мањем, а то је немогуће. Према томе тачка Н 

није центар круга АВГ. На сличан начин се доказује да то 
не може бити ниједна друга тачка сем: тачке 2. 

На овај начин, тачка 2, је центар круга АВГ. 3 


Ка 


Последица 


Одавде је јасно, да ако тетива полови неку другу. те- 
тиву и сече је под правим углом, на оној која сече лежи . 
центар круга. — А то је требало извести.:“ 


2; 


Ако су на периферији круга узете две произвољне 
тачке, дуж која спаја те тачке пада у круг.:5 

Нека АВГ буде круги ли В две произвољне тачке 
узете на његовој периферији. Тврдим да дуж одаА дов 
пада у круг. 595 

Ако то није тако, онда нека, ако је то могуће, она 
падне ван (круга) као АЕВ; узмимо центар круга АВГ, наиме 
. тачку 4, повуцимо ДА и АВ и продужимо А7Е. 
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Пошто је сад ДА једнако АВ, биће једнаки и углови 
ЗАЕ и АВЕ. А како је у троуглу ДАЕ АЕВ једна страна 
проду жена, биће угао ДЕВ већи од угла ДАЛЕ. 

Али је угао ДАЕ једнак углу АВЕ. На тај 

начин је угао ДЕВ већи од угла АВЕ. А 

како је спрам већег угла већа страна, то је ДВ |“ 4 

веће од ДЕ. Али АВ је једнако 42. Према 
томе је А2 веће од ДЕ, тј. мање је веће од 
већег, а то је немогуће. На тај начин дуж, 
која спаја тачке А и В, не пада ван круга. 
Слично се доказује да она не може бити на периферији, 
а то значи да је унутра. 

На овај начин, ако су на периферији круга узете две 
произвољне тачке, дуж која спаја те тачке пада у круг. 
А то је требало доказати. 


3. 


Ако права у кругу, која пролази кроз центар (пречник), | 
полови неку другу праву, која не пролази кроз центар 
(тетиву), онда она сече ту другу под правим угловима; и ако 
сече под правим угловима, она је полови. 

Нека је АВГ круг и у њему права ГА, Г 
која пролази кроз центар, полови неку праву 
АВ, која не пролази кроз центар, у тачки 
2. Тврдим да прва сече другу под правим 
угловима. 

Узмимо центар круга АВГ, нека то 
буде тачка Е, и повуцимо ЕА, ЕВ. 

Тада, пошто је А7 једнако 28, а 7ХЕ 
заједничко, биће две (стране) једнаке двема 
(странама); па и основица ЕА једнака основици ЕВ. Због 
тога је угао АХЕ једнак углу ВХЕ. А ако права која стоји 
на другој правој образује међусобно једнаке упоредне углове, 
биће сваки од њих једнак правом углу. Дакле сваки од 
углова АХЕ, В7ХЕ је прав. Према томе права ГА, која про- 
лази кроз центар, а полови праву АВ, која не пролази кроз 
центар, сече ту праву под правим угловима. 

Нека сад права ГА сгче праву АВ под правим угловима. 
Тврдим да је она полови, тј. да је А2 једнако 28. 
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Пошто је, при истој конструкцији, ЕА једнако ЕВ, угао 
ВБА2 је једнак углу ЕВ7. И прави угао А7Е је једнак правом 
углу ВХЕ. На тај начин троуглови ЕА2, Е28 имају два угла 
једнака двама угловима и једну страну једнаку једној страни, 
наиме заједничку за њих 22 која лежи спрам једнаких углова. 
Стога ће и преостала страна бити једнака преосталој страни. 
Према томе је А7, једнако 28. 

На овај начин, ако права у кругу, која пролази кроз. 
центар (пречник), полови неку другу праву, која не пролази 
кроз центар (тетиву), онда она сече ту другу под правим 
угловима; и ако сече под правим угловима, она је полови. 
А то је требало доказати.!% 

4. 

Ако у кругу две праве секу једна другу, но не про- 
лазе кроз центар, оне не полове једна другу. 

Нека је АВГА круг и у њему АГ, ВА две праве (тетиве), 
које секу једна другу у тачки Е, но не пролазе кроз центар. 
Тврдим, да оне не полове једна другу. _ 

Кад би било могуће да оне полове 

а једна другу, онда би АЕ било једнако 

ЕГ и ВЕ једнако Ед; узмимо центар 

круга. АВГА и нека то буде тачка 2 и 
повуцимо ХЕ. | 

Пошто сад права 2ХЕ, која пролази 
кроз центар, полови праву АГ, која не 
пролази кроз центар, она сече ту праву 
под правим угловима. Према томе је угао. ТЕД прав. "На исти 
начин, пошто права ДЕ полови праву ВА и она ће је сећи 
под правим угловима. Према томе је и угао ХЕВ прав. А, 
доказали смо да је и угао 2ЕД прав. Одавде следи да је 
угао ХЕА једнак углу ХЕВ, мањи већем, а то је немогуће. 
"Према томе АГ и ВА не полове једна другу. 

На овај начин, ако у кругу две праве секу једна другу, 
но не пролазе кроз центар, оне не полове једна другу. А 
то је требало доказати. 


> 
~ 


в 


' 5. 
Ако се два круга секу, они немају "исти центар. 


Два се круга АВГ и ГАН секу у тачкама В и Г. Тврдим, 


да они "немају исти центар. 
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Ако би ово било могуће, нека то буде тачка Е. Пову- 
цимо ЕГ и ма како Е2Н. Како је Е центар круга АВГ, биће 
ЕГ једнако Е2. Исто тако, пошто је Е 
центар круга ГАН, биће ЕГ једнако ЕН. Г 
А равије је доказано да је ЕГ једнако А 
Е7. Према томе је Е2 једнако ЕН, мање 
већем, а то је немогуће. На тај начин 


тачка Е није центар кругова АВГ и ГАН. 
На овај начин, ако се два круга 5 а 
секу, они немају исти центар. А то је 


требало доказати.17 
| 6. 


Ако се два круга додирују, они немају исти центар. 

Два се круга АВГ и ГДЕ додирују у тачки Г. Тврдим, 
да они немају исти центар. 

Ако би ово било могуће, нека то буде тачка 2. Пову- 
цимо 2Г и ма како 7ЕВ. 

Пошто је тачка 2 центар круга АВГ, биће 2Г једнако 
#28. Исто тако, пошто је тачка 2 центар круга ГДЕ, биће 
27 једнако ДЕ. А раније је доказано да 
је 2Г једнако 28. Према томе је 2ХЕ је- 
днако 28, мање већем, а то је немогуће. (а 
Дакле тачка 2 није центар кругова АВГ г 
и ГДЕ. 

На овај начин, ако се два круга у 
додирују, они немају исти центар. А то 
је требало доказати. . А 


7. 


Ако на пречнику круга узмемо неку тачку, која није 
центар круга, и кроз ту тачку повучемо ка кругу неке праве 
линије, биће највећа она на којој је центар, најмања је њен 
остатак; од других је увек она, која је ближа правој што 
пролази кроз центар, већа од оне, која је удаљенија; и само 
две једнаке праве се могу повући из тачке ка кругу и то по 
једна са сваке стране од најмање. 

Нека АВГА буде круг и АД његов пречник, и на Да 
је узета нека тачка 2, која се не поклапа са центром, а цен- 
тар круга нека буде Е, и нека су из тачке 2 повучене ка 


14 ; 
кругу праве 28, 27, 2. Тврдим, да је највећа 2, најмања 
7, од осталих је 28 већа од 27, а 2 од 28. 

Повуцимо праве ВЕ, ГЕ, НЕ. Мошто 
је у сваком троуглу збир двеју страна 
већи од преостале стране, биће збир ЕВ 
и Е2 већи од 87. Али ЛЕ је једнако ВЕ 
(према томе је збир ВЕ и 22 једнак А7). 
Стога је А7, веће од 87. Исто тако, по- 
што је ВЕ једнако ГЕ, а 7Е је заједни- 
чко, збир ВЕ и Е2 је једнак збиру ГЕ и Е2. Али угао ВЕ2 
је већи од угла ГЕ2; па је према томе основица 82 већа од 
основице [2. Из истих разлога је Г2 веће од 2Н. 

Исто тако, пошто је збир Н2 и 7 већи од ЕН, а ЕН 
је једнако ЕД, биће збир Н2, и 7 Е већи од ЕА. Одузмимо 
заједничко Е2. Тада је остатак Н2 већи од остатка 24. 
Стога је ХА највеће, 74 најмање, 28 је веће од 27, а. 217 
од 28. | 

Тврдим, да се из тачке 2 могу повући ка кругу АВГА 
само две једнаке праве и то по једна са сваке стране ' 
од најмање 74. Конструишимо, наиме, на правој Е2, код 
тачке Е те праве угао 2ЕО једнак углу НЕ, и пову- 
цимо 28. Пошто је сад НЕ једнако Ед, а Е2 је заједничко, 
две стране НЕ и Е2 једнаке су двема странама ДЕ и Е2; 
и угао НЕ2 једнак је углу ОЕ2. Због тога је и основица 
2 једнака основици 20. Сад тврдим да не постоји никаква 
друга права из тачке 2. ка кругу, која је једнака 28. Ако 
је ово могуће, нека то буде нека права 2К. Пошто је 2К 
једнако 2Н, а 28 је једнако 28, биће 2К једнако 20, ближа 
ка правој што пролази кроз центар једнака је удаљенијој, 
а то је немогуће. Према томе не постоји још нека права 
једнака Н2 повучена из тачке 2 ка кругу. Дакле постоји 
само једна. 

На овај начин, око на пречнику круга узмемо неку 
тачку, која није центар круга, и кроз ту тачку повучемо ка 
кругу неке праве линије, биће највећа она на којој је центар, 
најмања је њен остатак; од других је увек она, која је ближа 
правој што пролази кроз центар, већа од оне, која је уда- 
љенија; и само две једнаке праве се могу повући из тачке 
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ка кругу и то по једна са сваке стране од најмање. А то је 
требало доказати. 15, 19, · 


8. 


Ако је из неке тачке, узете ван круга, повучено ка 
кругу неколико правих, од којих једна кроз центар, а остале 
ма како, биће од правих које су повучене према удубљеној 
периферији највећа она која пролази кроз центар, а од оста- 
лих биће увек она која је ближа правој што пролази кроз 
центар веће од удаљенијих; а од правих, које су повучене 
према испупченој периферији, најмања је између тачке и 
пречника, од осталих. је увек она која је ближа најмањој 
правој мање од удаљенијих; и само се две једнаке праве 
могу повући из тачке ка кругу и то по једна са сваке стране 
од најмање. 


Нека АВГ буде круг и А тачка узета ван круга, и из 
те тачке повучене праве ДА, А, 42, АГ, при чему ДА кроз 
центар. Тврдим, да је од правих које су повучене према 
удубљеној периферији АЕ2Г највећа ДА која пролази кроз 
центар, већа је ДЕ од 42, а А2 од АГ; а од правих пову- 
чених према испупченој периферији ОАКН 
најмања је ДАН, која је између тачке и преч- 
ника АН и увек је ближа најкраћој АН 
мања од удаљеније, АК од ДЛ и ДА од 40. 

Одредимо центар круга АВГ и нека то 
буде тачка М; и повуцимо праве МЕ, М2, 
МГ, МК, МА, Ма. 

Пошто је АМ једнако ЕМ, а МА је 
заједничко, биће АД једнако збиру ЕМ и 
МА. Али збир ЕМ и МА је већи од Е4, па 
према томе је АД веће од Е4. Исто тако, пошто је МЕ је- 
днако М2, а МА је заједничко, биће збир ЕМ и МА једнак 
збиру 2М и МА, али угао ЕМА је већи од угла 2МА. Због 
тога је основица ЕД већа од основице 274. Слично се дока- 
зује да је 24 веће од ГА. Према томе је највеће ДА, и ДЕ 
је веће од А2, а А7 је од АГ. 

И пошто је збир МК и КА већи од МА, а МН је јед- 
нако МК, биће остатак КА већи од остатка НА; према томе 
~ је НА мање од КА. И пошто су у троуглу МЛА над једном 
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страном МА повучене унутра дужи МК и КА, биће збир МК 
и КА мањи од збира МА и ЛА. Међутим МК је једнако 
МА, па према томе је остатак АК мањи од остатка АЛ, 
Слично се доказује да је АЛ мање од 4д. На тај начин је 
АН најмање, док је АК мање од АЛ, а АЛ од 48. 


Тврдим да се само две једнаке праве могу повући из 
тачке ДА ка кругу и то по једна са сваке стране од најмање 
АН. Конструише се на правој МА код тачке М угао АМВ 
једнак углу КМА и повуче ДВ. Пошто је МК једнако МВ, 
а МА је заједничко, онда су две праве КМ и МА једнаке 
двема односним правама ВМ и МА, и угао КМА једнак је 
углу ВМА, због тога је основица ДК једнака основици АВ. 
При томе тврдим да је немогуће повући из тачке Д ка кругу 


још неку праву једнаку правој АК. Ако је ово могуће, нека · 
се повуче и нека то буде АМ. Пошто је на тај начин АК_ 


једнако АМ, АК је једнако АВ биће према томе АВ једнако 
АМ, тј. ближа најмањој АН једнака је удаљенијој, а дока- 
зали смо да је то немогуће. Стога је немогуће повући из 
тачке' ДА ка кругу АВГ више од две једнаке праве и то са 
обе стране од најмање АН. | 


На овај начин, ако је из неке тачке; узете ван круга, 
повучене ка кругу неколико правих, од којих једна кроз 
центар, а остале ма како, биће од правих које су повучене 
према удубљеној периферији највећа она која пролази кроз 
центар, а од осталих биће увек она која је ближа правој 
што пролази кроз центар веће од удаљенијих; а од правих, 
које су повучене према испупченој периферији, најмања је 
између тачке и пречника, од осталих је увек она која је 
ближа најмањој правој мање од удаљенијих; и само се две 
једнаке праве могу повући из тачке ка кругу и то по једна 
са сваке стране од најмање. А то је требало доказати. 


9. 
Ако је у кругу узета тачка и из те тачке повучена ка 
кругу више од две једнаке праве, узета тачка је центар круга. 
Нека АВГ буде круг и А тачка у том кругу, и из те 


тачке А је ка кругу АВГ повучено више од две једнаке 
праве, наиме ДА, АВ, АГ. Трвдим да је А центар круга АВГ. 
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Нека се повуку АВ и ВГ и преполове тачкама Е и 7 
па повуку ЕД и 74, и продуже до тачака Н,К, а, л. 

Пошто је АЕ једнако ЕВ, а ЕД је 
заједничко, две стране АЕ и Е4 једнаке 
су двема странама ВЕ и Е4, па је и осно- 
вица ДА једнака основици АВ; због тога 
је угао АЕА једнак углу ВЕ4 и према томе 
је сваки од углова ДЕ4, ВЕА прав. Стога 
НК полови АВ и сече је под правим . 
угловима. А пошто се, ако у кругу права 
полови другу праву и сече је под „правим 
угловима, на тој правој налази ·центар круга, онда се на 
правој НК налази центар круга. Из истих разлога се центар 
круга АВГ налази и на правој Ол. А пошто две праве НК 
и ОЛ немају друге заједничке тачке сем тачке Д, тачка Л 
је. центар круга АВГ. Е 


На овај начин, ако је у кругу узета тачка и из те тачке 
повучено ка кругу више од две једнаке праве, узета тачка 
је центар круга. А то је требало доказати. 


Е 10. 


Круг не сече круг у више од две тачке. 

Нека буде могуће да круг АВГ сече круг ДЕ2 у 
тачкама којих је више од две и то у В,Н, 2, 6 и нека буду 
повучене праве Ва и ВН, 
преполовљене тачкама К 
и ДА; и нека се праве КГ, 
АМ повучене кроз тачке 
Кил управно на ВВ и 
ВН, продуже до тачака 
ћиЕ. 

Пошто у кругу АВГ 
права АГ полови праву 
ВО и сече је под правим 
угловима, биће центар 
круга АВГ на правој АГ. | 
Исто тако, пошто у истом кругу АВГ права МЕ полови 
праву ВН и сече је под правим угловима, биће центар круга 
АВГ и на правој МЕ: А доказано је да је он на правој АГ. 


Еуклндови елементи, књ. 11 2 
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Али праве АГ и М2 не секу се ни у којој другој тачки сем 
у тачки О. Према томе је тачка О центар круга АВГ. На 
исти начин се доказује да је тачка О центар и круга дЕ2. 
Према томе два круга АВГ и ДЕ2, који се секу имају исти 
центар О, а то је немогуће. 

На овај начин, круг не сече круг у више од две тачке. 
А то је требало доказати. 


П. 


Ако се два круга додирују изнутра и узети су њихови 
центри, права, која пролази кроз те центре, продужена, про- 
„ лази кроз тачку додира кругова. 

Нека се два круга АВГ и АДЕ додирују у тачки Ди 
узет је центар круга АВГ тачка 2, а круга АДЕ тачка Н. 

Тврдим да права која пролази кроз тачке 
Н и 2, продужена, пролази кроз тачку А. 


2 
А = | Ако није тако, онда је могуће да то 
= буде права 28; па повуцимо А2, и АН. 
в Пошто је збир АН и Н2 већи од 


ТА, а то значи и од 2.8, биће после оду- 
зимања заједничког 21 остатак АН већи 

Р од НО; али АН је једнако НА. Према 

томе је НА веће од НО, мање је веће 
од већег, а то је немогуће. Према томе права, која пролази 
"кроз тачке 2 и Н, не пролази мимо (тачку А); она, стога, 
пролази кроз тачку додира А. 

На овај начин, ако се два круга додирују изнутра. и 
|узети су њихови центри, права, која пролази кроз те центре, 
продужена, пролази кроз ЛАКУ додара кругова. А то је 
требале доказати. 

12. 


Ако се два круга додирују споља, права, која спаја 
њихове центре, пролази и кроз тачку додира. 

Нека АВГ и АДЕ буду два круга који се додирују у 
тачки А и нека је узета тачка 2, центар круга АВГ, и тачка 
Н, центар круга АДЕ, Тврдим да права која спаја тачке 2 

ги Н пролази и кроз тњ додира А. 

Ако није тако, онда је могућа права. 2ГАН, па кон- 

струишимо праве А2 и АН. 
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Пошто је тачка 2. центар круга АВГ, биће 74 једнако 
27. Исто тако, пошто је тачка Н центар круга АДЕ, НА ује 
једнако НА. А доказано је да је 
ФА једнако 27. Према томе је 
збир ХА и АН једнак збиру 27 
и НА. Према томе је цела дуж 
ЕН већа од ХА и АН, а при томе 
и мања; а то је немогуће. Према 
томе права која иде од тачке 2 
ка тачки Н не пролази мимо тачку 
додира А, већ кроз ту тачку. 

На овај начин, ако се два круга додирују споља, права, 
која спаја њихове центре, пролази и кроз тачку додира. А 
то је требало доказати. 


13. 


Круг не додирује други круг у више тачака сем у јед- 
вој било да се додирују изнутра било споља. 

Нека буде могуће да круг АВАГ додирује круг ЕВ2А, 
који се налази у првом, не у једној већ у више тачака А, В. 

Узмимо центар Н круга АВАГ и центар О круга ЕВ7А. 

На тај начин, права која пролази кроз Ни О пролази 
и кроз В и 4. Добија се права ВНОА. Пошто је тачка Н 
центар круга АВАГ, биће ВН једнако НА; 
према томе је ВН веће од ОА. А ВО је 
још много веће од дА. Исто тако, пошто 
је тачка О центар круга ЕВ24, биће ВВ јед- 
нако ЗА. Али смо доказали да је она много 
већа; а то је немогуће. Према томе круг 
не додирује други круг изнутра у више 
тачака сем у једној. 

Тврдим да то не постоји ни при спо- 
љашњем додиру. 

Узмимо да је ипак могуће да круг АГК додирује споља 
круг АВАГ у више тачака сем у једној наиме у АиГ; 
повуцимо тада АГ. 

Ако су на периферији сваког од кругова АВАГ иАГК 
узете две тачке А и Г, биће права која спаја те тачке у 
унутрашњости сваког од њих. Међутим, она лежи у кругу 


2, 
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АВАГ и ван круга АГК, то је противуречно. Према томе не 
додирује један круг други споља у више тачака сем у једној 
а доказано је и за случај унутрашњег додира. 

На овај начин, круг не додирује други круг у више 
тачака сем у једној било да се додирују изнутра било споља. 
А то је требало доказати. 

14. 

У кругу су једнаке тетиве подједнако удаљене од центра 
и тетиве, подједнако- удаљене од центра, једнаке су. 

Нека АВГА. буде круг и у њему једнаке тетиве АВ; ГА. 
Тврдим да су АВ и ГА подједнако удаљене од центра. 

Узмимо у кругу АВАГ центар и нека то буде тачка Е 
и из Е повуцимо на АВ и ГА нормале Е7 и ЕН и нацртајмо 
ЕА и ЕГ. 

Пошто права Е2, која пролази кроз центар, сече праву 
АВ, која не пролази кроз центар, под правим угловима, она 
полови Ту праву. Стога је А2, једнако 2,8. Према томе је АВ 
двоструко А2. Из истих разлога је ГА двоструко ГН. А 
пошто је. АВ једнако ГА, биће и А2. једнако ГН. Пошто је 
АЕ једнако ЕГ, биће и квадрат на ДЕ једнак квадрату на ЕГ. 
Али квадрат на АЕ једнак је збиру квадрата на А2 и на 
Е2, јер је угао код 7 прав. Исто тако, квадрат на. ЕГ је 

једнак збиру квадрата-на ЕН и на НГ, 


збир квадрата на А2 и на 2Е једнак 
збиђу квадвата на ГН и на НЕ; али квадрат 
на А2 једнак је квадрату на ГН, јер је 
" А7, једнако ГН, па.према томе је прео- 
стали квадрат на 2ХЕ једнак преосталом 
квадрату на ЕН, а због тога је и Е2 
А једнако ЕН. Како се.за тетиве, за које 
су једнаке нормале спуштене на њих из центра,. каже да су 
подједнако удаљене од центра, биће . АВ и ГА подједнако 
удаљене од центра. | о И , 
Сад нека АВ и ГА буду тетиве подједнако удаљене од 


· центра, тј. нека је 22. једнако ЕН. Тврдим да је АВ једнако ГА. 


Заиста, из исте конструкције се на сличан начин дока- 


зује да је АВ двоструко А7, а ГА је двоструко ГА; и пошто | 


је АЕ једнако ГЕ, биће и квадрат на АЕ једнак квадрату на 


јер је угао код Н прав. Према томе је . 
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_ ГЕ. Но квадрат на АЕ је једнак збиру квадрата на 22 и на 74, 
а квадрат на ГЕ једнак збиру квадрата на ЕН и на НГ. Према 
томе је збир квадрата на Е2 и на 74 једнак збиру квадрата 
на ЕН и на НГ; али квадрат на Е2 је једнак квадрату на 
ЕН, јер је Е2. једнако ЕН. Према томе је преостали квадрат 
на А7. једнак квадрату на ГН, а због тога и А2. једнако ГН. 
А пошто је двоструко А2. једнако АВ, а двоструко ГН јед- 
нако ГА, биће стога и АВ једнако ГА. 

На овај начин, у кругу су једнаке тетиве подједнако 
удаљене од центра, и тетиве, подједнако удаљене од центра, 
једнаке су. А то је требало извести. 


15. 


Пречник је највећа тетива у кругу; од осталих тетива 
је она, која је ближа центру, увек већа од удаљенијих. 

Нека АВГА буде круг, АД његов пречник, тачка Е центар, 
ВГ је ближа пречиику АД, а 2 удаљенија. Тврдим да је 
највећа, АД и да је ВГ веће од 2Н. 

Спустимо из центра Е на ВГ и на 
21 нормале ЕД и ЕК. Пошто је ВГ ближа 
центру, а 2 удаљенија, биће ЕК веће од 
Ед. Пренесимо ЕЛ једнако ЕД и праву 
АМ, повучену кроз А нормално на КЕ, про- 
дужимо до М, па повуцимо МЕ, ЕМ, ХЕ, ЕН. 

Пошто је Ед једнако ЕЛ, биће ВГ 
једнако ММ. Даље, пошто је ДЕ једнако ЕМ, а ЕД једнако ЕМ, 
биће АД једнако збиру МЕ и ЕМ. Али збир МЕ и ЕМ је већи од 
ММ (и А4 је веће од ММ), а ММ је једнако ВГ, па је АД веће од 
ВГ, И пошто су две стране МЕ, ЕМ једнаке двема странама ЈЕ, 
ЕН, а угао МЕМ већи од угла ХЕН, биће и основица ММ 
већа од основице 2. Али доказано је да је ММ једнако ВГ 
и према томе је ВГ веће од 2. На овај начин је пречник 
АД највећи, а ВГ је веће од 2Н. 

На овај начин, пречник је највећа тетива у кругу; од 
осталих тетива је она, која је ближа центру, увек већа од 
удаљенијих. А то је требало доказати. 


• 
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16. 


Нормала на пречник круга на његовом крају лежи ван 
круга; у. области између те нормале и круга не налази се 


никаква друга права и угао полукруга је већи од сваког | 


праволиниског оштрог угла, а његов остатак мањи од 
таквог угла. : 

Нека АВГ буде круг око центра Див његов пречник. 
Тврдим да нормала на АВ кроз крај А лежи ван круга. 


Ако то није тако, онда је могуће да она лежи у кругу 


као АГ и тада повуцимо АГ. · 
Пошто је ДА једнако АГ, биће угаб ДАГ једнак углу 
АГА, Али угао ДАГ је прав, према томе је прав и угао АГА. 
В На тај начин је у троуглу АГА збир 
два угла ДАГ и АГА једнак двама 
правим угловима. А то је немогуће. 


А не лежи у кругу. Слично се дока- 


рији. Према томе. је она ван круга. 

Нека она (нормала) има поло- 
жај праве АЕ. Тврдим да се у обла- 
сти између праве АЕ и периферије круга. ГОА не налаза 
" никаква друга права. 

Ако је то могуће, постоји права у положају ТА; пову- 
цимо из тачке Д нормалу АН на праву 24. Пошто је угао 
АНА прав, а угао ДАН мањи од правог, биће ДА веће од АН. 


Али ДА је једнако 48. Према томе је ДО веће од АН, мање 


од већег, а то је немогуће. Дакле, у области између праве 
и периферије не налази се никаква друга права. 

Тврдим да је угао полукруга, обухваћен правом ВА и 
периферијом ГОА, већи од сваког праводиниског оштрог 
угла, а његов остатак, обухваћен периферијом ГОА и правом 
АЕ, мањи је од сваког праволиниског, оштрог угла. 


Заиста, ако постбји праволиниски угао већи од угла | 


обухваћеног од праве ВА и периферије ГдА и ућо мањи 
од угла обухваћеног од периферије ГОД и праве ДЕ, онда 
се у области између Периферије ГОА и праве АЕ налази 
права, која образује угао, и то обухваћен од правих, већи 
од угла обухваћеног правом ВА и периферијом ГА, и угао 


" Према томе нормала на ВА у тачки · 


зује да она не лежи ни На перифе: ; 
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мањи од угла обухваћеног периферијом ГВА и правом АЕ. 
Али таква права не постоји; па према томе не постоји угао 
обухваћен од праве ВА и периферије ГОА већи од оштрог, 
обухваћеног од правих, а такође ни угао мањи од обухва- 
" ћеног периферијом ГОА и правом АЕ. 

На овај начин, нормала на пречник круга на његовом 
крају лежи ван круга; у области између те нормале и круга 
не налази се никаква друга права и угао полукруга је већи 
од сваког праволиниског оштрог угла, а његов остатак мањи 
од таквог угла. А то је требало доказати.=: 


· Последица 


Одавде је јасно да права повучена нормално на пречник 
у крају тог пречника додирује круг (и да права додирује 
круг само у једној тачки и да се доказује да се права која 
има са кругом ,две заједничке тачке налази у кругу). А то 
је требало доказати. 

17. 

Из дате тачке повући додирну праву на дати круг. 

Нека буде дата тачка АД и круг ВГА. Треба из тачке А 
повући праву линију која додирује круг ВГА. 

Узмимо центар круга тачку Е, | 
повуцимо АЕ и из тачке Е као 
центра са полупречником ЕА опи- 
шимо круг А2Н, па кроз тачку 4 
повуцнмо праву 427 управно на ЕД, 
па нацртајмо Е2 и АВ. Тврдим да 
ће права АВ бити тангента из тачке 
А на круг ВГА. 

Пошто је Е центар кругова 
ВГА и А2Н, биће ЕД једнако 22 и 
ЕД једнако ЕВ; према томе су две 
стране ДЕ и ЕВ једнаке двема странама ХЕ и Е4, а угао код 
тачке Е је заједнички. Због тога је основица 47. једнака осно- 
вици АВ, троугао ДЕ2. једнак троуглу ЕВА и остали углови 
једнаки осталим угловима. Према томе је угао ЕД2 једнак 
углу ЕВА, а угао ЕД2 је прав, па на тај начин и угао ЕВА 
прав; а при томе је права ЕВ из центра круга. Али права 
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повучена из краја пречника под правим углом према пречнику 


додирује круг. Стога права АВ:додирује круг ВГА. 
На овај начин је из дате тачке А на дати круг ВРГА 
повучена додирна права АВ. А то је требало извести.2> · 


18. 


Ако права додирује круг и из центра је повучена права 
до тачке додира, онда та права стоји управно на тангенти. 


АВГ у тачки Г; узмимо за центар круга 
АВГ тачку 2'и повуцимо од 2 до Г 
праву 27. Тврдим да права 217 стоји 
управно на правој ДЕ. | 

Ако. то није тако, онда нека 
права 28 буде нормала из тачке 7, 
на праву ДЕ. | ; 


„Пошто је тада угао 2Г прав, биће угао 27 оштар. 
Али спрам већег угла лежи већа страна; према томе је 27 
веће од 28. Но 2Г је једнако 28 и на тај начин и 28 је 
веће од 2, мање од већег; а то је немогуће. Према томе 
2 није нормала на ДЕ. На сличан начин се доказује да не 
постоји никаква друга права сем 27. Према томе је: 2) нор- 
мала на ДЕ. 

На овај начин, ако права додирује круг и из центра је 
повучена права до тачке додира, онда та права стоји управно 
на тангенти. А то је требало доказати. 


719. 


Ако права додирује круг и кроз тачку додира је пову: 
чена права нормално на тангенту, онда се на повученој правој 


"налази центар круга. 


Нека права ДЕ додирује круг АВГ у тачки Ги „кроз 


„тачку Г је повучена права ГА нормално на ДЕ. · Тврдим да 


се центар круга налази на правој АГ. 


Ако није тако, нека буде, ако је то могуће, центар · 


тачка 2; повуцимо тада праву Г2. 


у 


Нека права ДЕ додирује круг 
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Пошто права ДЕ додирује круг, а права 21 је повучена 
из центра до тачке додира, биће 27 нормала на ДЕ. Према 
томе је угао 27 прав, а прав је и 
угао АГЕ; на тај начин је угао 2ГЕ 
једнак углу АГЕ, мањи већем, а то 
је немогуће. Стога тачка 2 није 
центар круга АВГ. Слично се до- 
казује да не постоји никаква друга 
права сем АГ. 

На овај начин, ако права до- 
дирује круг и кроз тачку додира 
је повучена права нормално на тангенту, онда се на пову- 
ченој правој налази центар круга. А то је требало доказати. 


А 


20. · 


У кругу је угао са теменом у центру (централни угао) 
једнак двоструком углу са теменом на периферији (перифе- 
риском углу), ако се ти углови ослањају на исти лук. 

Нека је АВГ круг и ВЕГ угао са теменом у центру, а 
ВАГ са теменом на периферији, при чему се они ослањају 
на исти лук ВГ. Тврдим да је угао ВЕГ једнак двоструком 
углу ВАГ. 

Нека продужена АЕ сече круг у тачки 2. 

Пошто је ЕА једнако ЕВ, биће и угао ЕАВ једнак углу 
ЕВА. Према томе је збир углова ЕАВ и ЕВА једнак дво- 
струком углу ЕАВ. Међутим, угао ВЕ2 
је једнак збиру углова ЕАВ и ЕВА, па 
је према томе угао ВЕ2 двоструки угао 
ЕАВ. Из истих разлога је и угао 7ЕГ 
једнак двоструком углу ЕАГ. Према томе 
је и цео угао ВЕГ једнак двоструком 
целом углу ВАГ. 

Повуцимо сад другу изломљену ли- в 
нију и нека други угао буде ВАГ; дуж Н 
што спаја А и Е продужимо до Н. На сличан начин се дока- 
зује да је угао НЕГ двоструки угао ЕАГ, а угао НЕВ дво- 
струки угао ЕДВ. Према томе је угао ВЕГ двоструки 
угао ВАГ. 


б 


А 


На овај начин у кругу је угао са теменом у центру 
(централни угао) једнак двоструком углу са теменом на 
периферији (перифериском углу), ако се ти углови ослањају 
на исти лук. А то је требало доказати. 


21: 
У кругу су углови, уписани у исти отсечак, међусо- 
бно једнаки. | 
Нека је АВГА круг и углови ВАД и ВЕД су углови 
уписани у исти отсечак ВАЕД. Тврдим да су углови ВАД 
и ВЕД међусобно једнаки. 
Узмимо центар круга АВГА, нека · 
то буде тачка 2; повуцимо 82 и 74. 
Пошто је угао ВХд централни, а 
ВАД перифериски над истим луком ВГА, 
/ биће угао ВХД једнак двоструком углу 
8 ВАА. Из истих разлога је угао В24 јед- 
Р нак и двоструком углу ВЕ4. Према томе 
је угао ВАД једнак углу ВЕД. 
На овај начин, у кругу су углови, уписани у исти отсе- 
чак, међусобно једнаки. А то је требало доказати. 


22. 


У четвороугловима уписаним у неки круг збир наспрам- 
них углова је једнак двама правим угловима. 

Нека је АВГА круг и АВГА у њега уписани четворо- 
угао. Тврдим да је збир наспрамних углова једнак двама 
правим угловима. У 

Повуцимо АГ и ВА. 

Пошто је у сваком троуглу збир три угла једнак двама 
правим, биће у троуглу АВГ збир три угла ГАВ, АВГ, ВГА 

једнак двама правим. Али угао ГАВ је 

- 8 _ једнак углу ВАГ, јер су у истом отсечку 
ВА4Г и угао АГВ је. једнак углу ААВ, 

7 јер су у истом отсечку АДГВ. Према 
томе је цео угао ААГ једнак збиру углова 
ВАГ и АГВ. Дддајмо им заједнички угао 
АВГ. Стога је збир углова АВГ, ВАГ, 
АГВ једнак збиру АВГ и АДГ. Међутим, 
збир углова АВГ, ВАГ, АГВ једнак је двама правим, па јен 


А 


4 
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збир АВГ и А4Г једнак двама правим. На сличан начин се 
доказује да је и збир углова ВА4 и АГВ једнак двама правим. 

На овај начин је у четвороугловима уписаним у неки 
круг збир наспрамних углова је једнак двама правим угло- 
вима. А то је требало доказати. 


23. 


Над истом дужи са исте стране немогуће конструисати 
два кружна отсечка слична и неједнака. 

Узмимо ипак да је могуће над истом дужи АВ 
са исте стране конструисати два слична и нејед- 
нака кружна отсечка АГВ и А4В. Пресецимо их 
правом АГД и повуцимо ГВ и АВ. 

Пошто је отсечак АГВ сличан отсечку АДВ, 
4 слични кружни отсечци садрже једнаке углове, 
биће угао АГВ једнак углу А4В, спољашњи уну- 
трашњем, а то је немогуће. А 

На овај начин, над истом дужи са исте стране 
немогуће је конструисати два кружна отсечка 
слична и неједнака. А то је требало доказати. 


> 


24. 


Слични кружни отсечци (сегменти) над једнаким дужима 
међусобно су једнаки. 

Нека су АЕВ и Г2Д слични кружни отсечци над једна- 
ким дужима АВ и ГА. Тврдим да је отсечак АЕВ једнак 
отсечку Г2А. У“ 

» Пренесимо отсечак АЕВ на отсечак Г24, при томе сме- 
стимо тачку А у тачку Г и праву АВ на праву ГА; тада ће 
тачка В пасти у тачку 4, јер је АВ једнако 
ГА. А ако се права АВ поклопи са пра- Е 
вом ГА поклопиће се и отсечак АЕВ са а 
отсечком Г2А. Јер, ако се права АВ А 
поклопи са правом ГА, а отсечак АЕВ се 
не поклопи са отсечком Г24, већ се 
налази или унутра или ван или је поме- | 
рен у страну као ГНА, онда један круг Гг 4 
сече други у више од две тачке, а то је | 
немогуће. Према томе је немогуће, ако се АВ поклопи са 
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ГА, да се отсечак АЕВ не поклопи са Г2Л; они се према 
томе поклапају, па значи да су једнаки међусобно. 

На овај начин су слични кружни отсечци (сегменти) 
над једнаким дужима међусобно једнаки. - А „то је Тресело 
доказати. 

25. 


отсечак. 
Нека је дат кружни отсечак АВГ. Треба тај отсечак 
АВГ допунити кругом, чији је то отсечак. 


Преполовимо АГ 'тачком А. и повуцимо кроз тачку А | 


праву АВ управну на АГ и затим повуцимо праву АВ.'Тада 
угао АВА може бити већи, једнак или мањи од угла: ВАД. 
Нека, прво, буде већи; тада конструишимо на правој 

ВА код тачке А угао ВАЕ једнак углу АВА и.продужимо 
ВА до тачке Е па нацртајмо ЕГ, Пошто је сад угао АВЕ, 
једнак углу ВАЕ, биће и права ЕВ једнака 

правој ЕД, а како је А4 једнако. АГ, а „ДЕ је 

заједничка, биће две стране АД и ДЕ једнаке 

А · двема односним странама, ГА и ДЕ, и угао 


АДЕ је једнак „углу ГДЕ, јер је сваки прав, 


па је стога и основица АЕ једнака основици 
ГЕ. А доказали смо да је АЕ једнако ВЕ; 
према томе је ВЕ једнако ГЕ. На тај начин 


су три дужи ЕА, ЕВ, ЕГ међусобно једнаке. 
Према томе круг нацртан из центра Е са 
полупречником једнаким ЈА од дужи Е4, ЕВ, ЕГ пролази 
и кроз остале тачке и допуна 
је кружног отсечка. На тај 


| А начин то је круг који допу- 

| (7 У . њује дати кружни отсечак, 

В 4 8 : При томе је јасио да је отсе- 

чак АВГ мањи од полукруга, 

јер центар Е:глежи ван њега, 

Го Слично се-показује да 

ако је угао АВА једнак углу 

ВАЛ, биће свака од ВА и АГ. једнака Ад и при томе три 

дужи, наиме ДА, аВ, АГ, међусобно једнаке и тачка 4 је 
центар потпуног круга, а отсечак АВГ је полукруг. 


Дати кружни „отсечак допунити кругом, чија је ту 
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Најзад, зко је АВА мање од угла ВАД и конструишемо 
на правој ВА код тачке А угао једнак углу АВА, онда ће 
центар круга пасти унутра кружног отсечка на АВ, а сам 
·_ отсечак АВГ биће већи од полукруга. : 

На овај начин је дати кружни отсечак лопуњен кругом. 
А то је требало извести. 


26. 


У једнаким круговима међусобно су једнаки луци, ако 
„су над њима било централни било перифериски углови 
једнаки. ~ : 

Нека су АВГ и ДЕГ једнаки кругови и нека су једнаки , 
било централни углови ВНГ и Е92, било перифериски ВАГ 
и Е42. Тврдим да је 
лук ВКГ једнак луку А 
247. 


Повуцимо ВГ и Е2. 

Пошто су кругови а“ “ <Ј 
АВГ и 462 једнаки, јед- Ра а > 
наки су и њихови полу- ан Е а 
пречници. Како су две | 
стране ВН и ГН једнаке двема странама ЕД и 02 и угао 
при Н једнак углу при 0, биће и основица ВГ једнака осно- 
вици Е7. А пошто је угао код А једнак углу код 4, биће 
отсечак ВАГ сличан отсечку ЕД27, а при томе су на јед- 
наким дужима (ВГ, Е2). Како су на једнаким дужима слични 
кружни отсечци међусобно једнаки, биће ВАГ једнако Е47. 
И пошто је цео круг АВГ једнак целом кругу ДЕ2, бићеи 
остатак лук ВКГ једнак луку ЕЛ7. 

ћа овај начин, у једнаким круговима међусобно су 
једнаки луци, ако су над њима било централни било пери- 
фериски углови једнаки. А то је требало доказати. 


27. 


У једнаким круговима међусобно су једнаки углови, 
ако су они било центрадни било перифериски над једнаким 
луцима. 
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У једнаким круговима АВГ и ДЕ2. над једнаким луцима 
ВГ, Е2 налазе се код центара Н и О централни углови ВНГ 

А | А и 287, а код перифе- 
рије углови ВАГ и Е42. 
Тврдим да је угао ВНГ 
једнак углу 202 и да 
је угао ВАГ једнак 
углу Е42. 

___Ако ипак ВНГ није 

једнако 2 072, биће један К 
већи од другог. Нека већи буде ВНГ; тада конструишимо 
на правој ВН у њеној тачки Н угао ВНК једнак углу Е02. 
Како су једнаки углови над једнаким луцима, ако су им 
центри исти, биће лук ВК једнак луку 27. Али 22 је једнако 
ВГ, па према томе је и ВК једнако ВГ, мање већем, а то 
је немогуће. Није према томе угао ВНГ неједнак углу Е02, 
па значи да су они једнаки. "Затим, како је угао код А поло- 
вина угла ВНГ, а угао код А половина угла 207, биће и 
угао код А једнак углу код А. 

На овај начин, у једнаким круговима" перон“. су 
једнаки углови, ако су они било централни било перифериски 
над једнаким луцима. А то је требало доказати. 


28. 


У једнаким круговима једнаке тетиве отсецају 4 
лукове, већи једнак је већем, мањи — мањем. 

Нека су АВГ, АЕ2 једнаки кругови и нека елнаке: 
праве (тетиве) АВ и АЕ отсецају веће лукове АГВ, АЕ и 
мање АНВ и АДЕ. Тврдим да 
је већи лук АГВ једнак већем 
луку АДЕ и мањи лук АНВ 
једнак мањем луку АДЕ. 

Узмимоцентре К и А кру- 
гова ијнацртајмо АК,КВ, АЛ, ЛЕ, 

Пошто су кругови једнаки, једнаки су и њихови полу- 
пречници. Две стране АК, КВ једнаке су двема странама Д/, 
АЕ и основица АВ једнака је основици ДЕ. Према томе је 
ти угао АКВ једнак углу ДЛЕ, а једнаки углови су над 
једнаким луцима, ако су истих центара. Стога је лук АНВ 


> 
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једнак луку АДЕ. Али је цео круг АВГ једнак целом кругу“ 
АЕ2, па према томе је и преостали лук АГВ једнак прео- 
сталом луку АХЕ. 

На овај начин, у једнаким круговима једнаке тетиве 
отсецају једнаке лукове, већи једнак је већем, мањи — мањем. 
А то је требало доказати. 

29. 


У једнаким круговима једнаке лукове стежу једнаке 
тетиве. 

Нека су АВГ, ДЕ2 једнаки кругови и у њима једнаки 
лукови ВНГ, 202, а стежу их тетиве ВГ, Е2. Тврдим да је 
ВГ једнако Е2. 

Узмимо центре кругова, тачке К, 2, и повуцимо ВК, 
КГ, ЕЛ, 42. 

Пошто је лук ВНГ једнак луку ЕО2, биће угао ВКГ 
једнак углу ЕЛ2, а како су кругови АВГ, ДЕ2 једнаки, биће 
једнаки и њихови полупреч» 
ници. Две стране ВК, КГ јед- 
наке су двема странама Ел, 12 
и углови, које они захватају, 68 о 
једнаки су, па је и основица 2 
ВГ једнака основици Е27. НИ Пе 

На овај начин, у једнаким круговима једнаке лукове 
стежу једнаке тетиве. А то је требало доказати. 


30. 

Преполовити дати лук. 

Нека је дат лук АДВ. Треба тај лук преполовити. 

Повуцимо дуж АВ и преполовимо је тачком Г и кроз 
ту тачку Г повуцимо праву ГА управно на АВ па повуцимо 
А4 и 4В. 

Пошто је АГ једнако ГВ, а ГД је заједничко, две стране 
АГ, ГД једнаке двема странама ВГ, ГД и угао АГА једнак је 
углу ВГА, јер је сваки прав, биће 4 
и основица АД једнака основици 
АВ. Али једнаке тетиве отсецају 
једнаке лукове, већи је једнак већем, А Г 8 
мањи — мањем. Но сваки од А4, АВ мањи је од полукруга. 
Према томе је лук АД једнак луку АВ. 
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На овај начин је дати лук тачком 4 преполовљен. А то 
је требало извести. 

81. 

У кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном 
отсечку већем од полукруга мањи од правог, а у отсечку 
мањем од полукруга већи од правог; и угао отсечка већег 
од полукруга је већи од правог, а _угао отсечка мањег од 
полукруга мањи од правог. 

Нека АВГА буде круг, ВГ. је његов пречник, тачка Е 

Петар. па ле ВА, АГ, А4, АГ. Тврдим да је угао ВАГ 
РГ у полукругу ВАГ прав, да је угао АВГ 

6 у кружном отсечку АВГ, већем од 
77 полукруга, мањи од правог угла, а 


угао А4ДГ у кружном отсечку ААГ, 


С мањем од полукруга, већи од правог. 
Повуцимо ЛЕ ипродужимовА до 2. 
· Пошто је ВЕ једнако ЕА, биће 


угао АВЕ једнак углу ВАЕ. Даље, 
пошто · је 45 једнако ЕА, угао АГЕ је једнак углу ГАЕ. 
Одавде је цео угао ВАГ једнак збиру двају углова АВГ и АГВ. 
Међутим и угао ДАГ, као спољашњи угао. троугла АВГ, 
једнак је збиру двају углова АВГ и АГВ. Према томе је 
угао ВАГ једнак углу 2,АГ, што значи да је сваки од њих 
прав. На тај начин је угао ВАГ у полукругу ВАГ прав. 

Пошто је у троуглу АВГ збир двају углова АВГ и ВАГ 
мањи од два права угла, а један је ВАГ прав, биће угао АВГ 
мањи од правог, а он је у кружном отсечку већем од 
полукруга. ; 

Пошто је АВГА четвороугао~у кругу, а код четворо- 
углова у круговима збир наспрамних углова једнак двама 
правим (због тога је збир углова АВГ и АДГ једнак двама 
правим), а угао АВГ је мањи од правог, биће преостали угао 


КАГ већи од правог, а при томе је кружни отсечак ААГ мањи 


од полукруга. 


Тврдим да је и угао "већег кружног отсечка а ИНЕНОЕ 


" луком АВГ и тетивом АГ већи од правог, а угао мањег 
кружног отсечка захваћеног луком АД (Г) и тетивом АГ 
мањи од правог. То је само по себи јасно. Наиме, пошто је 
угао између правих ВА и АГ прав, биће угао захваћен 
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луком АВГ и тетивом АГ већи од правог. Исто тако, пошто 
је угао између правих АГ и А2 прав, биће угао захваћен 
правом ГА и луком АД (Г) мањи од правог. 

На овај начин, у кругу је угао у полукругу прав, угао у 
кружном отсечку већем од полукруга мањи од правог, а у 
отсечку мањем од полукруга већи од правог; и угао отсечка 
већег од полукруга је већи од правог угла, а угао отсечка 
мањег од полукруга мањи од правог. А то је требало доказати. 


(Последица. 

Отуда је јасно да ако је у троуглу један угао једнак 
збиру двају осталих, тај угао је прав, јер је и његов упо- 
редни угао исто тако једнак том збиру. А кад су упоредни 
углови једнаки, они су прави.) 


32. 


Ако права додирује круг и кроз тачку додира је пову- 
чена права која пресеца круг, онда су углови између те 
праве и тангенте једнаки угловима у наизменичним кружним 
отсечцима. 

Нека права Е2 додирује круг АВГА у тачки В и нека 
је права повучена кроз тачку В сече круг АВГА по ВА. 
Тврдим да су углови између праве ВА и 
тангенте Е2 једнаки угловима у наиз- 
меничним кружним отсечцима, тј. да је 
угао 284 једнак углу“у отсечку ВАД 


и угао ЕВА једнак углу у отсечку АГВ. 7 г 
5 8 


а 4 


· Повуцимо кроз тачку В'праву ВА 
управну на праву Е2 и узмимо на луку 
ВА неку тачку Г и повуцимо АДА, АГ, ГВ. 


Пошто права Е2 додирује круг АВГА у тачки Ви 
кроз тачку додира В је повучена права ВА управно на тан- 
генту, биће центар круга АВГА на ВА. Према томе је ВА 
пречник круга АВГА. Стога је угао АДВ, као угао у полу- 
кругу, једнак правом углу. Дакле и збир осталих углова 
ВАД и АВА једнак је једном правом углу. Међутим, и угао 
АВ2. је прав. Због тога је угао АВ2 једнак збиру углова ВАД 
и АВА. Одузмимо заједнички угао АВА. Тада је остатак угао 
482 једнак углу ВА4, углу у наизменичном кружном отсечку. 


Еуклидови елементи, књ 11 3 
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Затим, пошто је АВГА четвороугао у кругу, биће збир 
његових наспрамних углова-једнак двама правим. А и збир 
углова 482 и АВЕ једнак је двама правим. Стога је збир 
углова 482. и АВЕ једнак збиру углова ВАА и АГВ; међу- 
тим доказано је да је угао (ВАЛ једнак углу 482, па је 
према томе преостали угао АВЕ једнак углу АГВ, углу у 
наизменичном кружном отсечку ДЕВ. 

На овај начин, ако права додирује круг и кроз тачку 
додира је повучена права која пресеца круг, онда су углови 
између те праве и тангенте једнаки угловима у наизменичним 
кружним отсечцима. А то је требало доказати. 


33. 


На датој дужи конструисати кружни отсечак у коме. 


је уписани угао једнак датом праволиниском углу. 

Нека буде дата дуж АВ и праволиниски угао код тачке 
Г. Треба на дужи. АВ конструисати кружни отсечак у коме 
је уписани угао једнак углу кодтачке Г.“ 

Угао код тачке Г је. или оштар, или прав или туп. Нека 
је прво оштар; тада конструишимо на правој АВ код тачке 
А (као на. првој слици) угао ВААД. једнак углу Г. Тада ће 

____. битии угао ВАХ оштар. Повуцимо. АЕ. 

; управно на: ДА и преполовимо АВ тачком: 

ГА 27, па повуцимо кроз тачку 2. праву 2 
управно на АВ:и новуцимо НВ. 

Пошто је.-А2 једнако 28, а 24: је 

17 заједничко, две стране А2 и 24 једнаке 

и 


двема странама 82 и 2 и,угао А2Н 


вица АН. једнака осповици ВН. Стога ће 
круг нацртан из, центра Н са растојањем 
НА. проћи и кроз: тачку. В. Нацртајмо га и нека то буде 
АВЕ, па нацртајмо ЕВ. Пошто; је сад права АДА кроз крај 
пречника АЕ, кроз тачку А, управна на ДЕ, биће АД тангента 
на круг АВЕ. Пошто сад права: АД додирује круг АВЕ. а 


права АВ кроз тачку А пресеца круг АВЕ ла. правој. АВ, 
биће угао ДАВ једнак, углу у нанзменачном кружном отсечку 


АЕВ. Али угао ДАВ једнак је углу. Г, па значи. да је углу Г 
[еднак и угао ДАЕВ. · 


једнак углу ВЕН, биће због тога и. осно- · 
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На овај начин, на датој дужи АВ конструисан је кружни 
отсечак АЕВ са углом АЕВ који је једнак датом углу Г. 

Нека буде сад угао Г прав, па треба конструисати на 
АВ кружни отсечак у коме је уписани угао једнак правом 
углу. Поново конструишимо угао ВАД 
једнак правом углу Г, како је то кон- 
струисано на другој слици, и препо- | 
ловимо АВ тачком 2, и из 2 као центра 
са једним од растојања ХА или 278 
нацртајмо круг АЕВ. 

Тада је права АД тангента круга, 
јер су углови код А прави, и угао 
ВААД једнак је углу кружног отсечка 
АЕВ, јер је овај као угао полукруга 
исто тако прав. Али угао ВАД једнак 8 
је углу Г, па је према томе и угао у АЕВ једнак углу Г. 

На овај начин је поново на дужи АВ конструисан 
кружни отсечак АЕВ, у коме је уписани угао једнак углу Г. 


Нека, најзад, угао Г буде туп. Конструишимо на правој 
АВ код тачке А, као што је то нацртано на трећој слици, 
угао ВАЛ једнак углу Г и повуцимо праву АЕ управно на 
АД, па затим преполовимо АВ тачком 2, и повуцимо праву 
2 управно на АВ, па нацртајмо НВ. 

Како је опет А2 једнако 28, а 2 је заједничко, две 
стране А7 и 2Н једнаке двема странама В2 и 28 и угао 
А2Н је једнак углу ВН, биће и осно- 
вица АН једнака основици ВН. Па ће 
према томе круг нацртан са центром у 
Н и полупречником НА проћи кроз тачку 
В. Нека он тако прође као АЕВ. Пошто 
АД пролази кроз крај управно на пречник 
АЕ, права АД додирује круг АЕВ. А 
пошто права АВ из тачке додира пре- 
сеца круг, биће угао ВААД једнак углу 
у наизменичном кружном отсечку, углу 
девВ. Али угао ВАЛД је једнак углу Г, 
па је и угао АЗдВ уписан у кружни отсечак једнак углу Г. 

На овај начин је на датој дужи АВ конструисан кружни 
отсечак АОВ у коме је уписани угао једнак углу Г. А то је 
требало извести. 


· 84. 


Од датог круга отсећи сегмент са уписаним углом 
једнаким датом праволиниском углу. 

Нека АВГ буде дати круг и А дати праволиниски угао. 
Треба од круга АВГ отсећи сегмент са уписаним углом 
једнаким датом праволиниском углу А. 

2 “ ДЕ Повуцимо. кроз тачку В тангенту 
у Е2 на круг АВГ и, конструишимо на 
правој 28 код исте тачке В угао 2ВГ 
једнак углу А. 
8 Пошто права Е2 додирује круг АВГ 
и кроз тачку додира В пролази права 
4 ВГ, биће угао 28Г једнак углу у наиз- 
меничном кружном отсечку ВАГ. Али 


Е угао 28Г је једнак углу А, па према 
томе је и угао уписан у отсечак ВАГ 
једнак улгу А. 


4. 
На овај начин је од датог круга 

АВГ отсечен сегмент са уписаним углом једнаким датом 

праволиниском углу А. А то је требало извести. 


35. 


Ако се у кругу две тетиве међусобно секу, биће пра- 
воугаоник обухваћен отсечцима једне тетиве једнак пра- 
воугаонику обухваћеном отсечцима друге. | 

Нека се у кругу АВГА две тетиве АГ и ВА међусобво 
секу у тачки Е. Тврдим да је правоугаоник обухваћен од 
АЕнЕГ једнак правоугаонику ЊЕ а А 


од АЕ и ЕВ.' 
"Ако тетиве АГ, ВА пролазе кроз цен- ЈЕ 
| 4 


тар и тачка Е је центар круга, онда је 8 
јасно да су дужи АЕ, ЕГ, ДЕ, ЕВ једнаке МИ 
и да је правоугаоник обухваћен од АЕи ЕГ 


једнак правоугаонику обухваћеном ДЕ и ЕВ. А 

Нека сад АГ и ДАВ не пролазе. кроз центар; узмимо 
центар круга АВГА, нека то буде тачка 2; спустимо из 
тачке 2 нормале 2 и 20 на праве АГ и АВ и повуцимо 
ЕВЕ БЕ. 
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Како права Н2, која пролази кроз центар, сече праву 
АГ, која не пролази кроз центар, под правим угловима, 
онда она полови ту праву, па ће АН 
бити једнако НГ. Пошто тачка Н полови 
дуж АГ, а тачка Е је дели на неједнаке . 
делове, биће правоугаоник обухваћен од 
_АЕ и ЕГ са квадратом на ЕН једнак 
квадрату на НГ. Додајмо им квадрат на 
Н2. Тада је правоугаоник од АЕ и ЕГ 
заједно са квадратима на НЕ и на Н2 
једнак збиру квадрата на ГН и на Н2. 
Али збир квадрата на ЕН и на Н2 једнак је квадрату на 
ТЕ и збир квадрата на ГН и на Н2 једнак је квадрату 
на 2Г. Према томе правоугаоник од АЕ и ЕГ са квадратом 
на ЗЕ једнак је квадрату на 27. Али 27 је једнако 28. 
Стога је правоугаоник. од АЕ и ЕГ са квадратом на ХЕ 
једнак квадрату на 28. Из истих разлога је правоугаоник 
од ДЕ и ЕВ заједно са квадратом на 7 једнак. квадрату 
на: 28. А доказали смо да је правоугаоник-од АЕ и ЕГ-_са-- 
квадратом на 2Е једнак квадрату на 28. Одавде следује да 
је . правоугаоник од АЕ и ЕГ са квадратом на 2Е једнак 
правоугаонику од ДЕ и ЕВ са квадратом на 7ХЕ. Одузмимо 
заједнички квадрат на 2. Тада је остатак, правоугаоник од 
· АЕ и ЕГ, једнак правоугаонику од ДЕ и ЕВ. 


На овај начин, ако се у кругу две тетиве међусобно 
секу, биће правоугаоник обухваћен отсечцима једне тетиве 
једнак правоугаонику обухваћеном отсечцима друге. А то 
је требало доказати. 


36. 


Ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су пову- 
чене ка кругу две праве, од којих једна сече круг, а друга 
га додирује, онда је правоугаоник од целе сечице и њеног 
отсечка између узете тачке и испупченог лука а ква- 
драту на тангенти. | 

Узмимо тачку Д ван круга АВГ и из тачке ДА повуцимо 
ка кругу АВГ две праве АГ(А) и АВ, при чему права АГА 
сече круг, а ВА га додирује. Тврдим, да је Пра Роу РНИк 
обухваћен од АД и АГ једнак квадрату на АВ. 


38 


Права (АЈГА или пролази кроз центар или не пр олази 

Нека, прво, пролази кроз центар и нека 2 буде центар круга 

АВГ, па повуцимо 28. Тада је угао 284' 

А прав. Пошто тачка 2 полови дуж АГ, а ГА 

је њено продужење, биће правоугаоник од 

АД и АГ са квадратом на 2Г једнак квад- 

8 рату на 24. Али 2Г је једнако 28. Према 

. томе, правоугаоник: од АД и АГ са квадра- 

том на 28 једнак је квадрату на 24. Међу- 

тим, квадрат на 24 једнак је збиру квад- 

рата на 28 и на ВА. То значи да је право- 

(1 угаоник од АД и АГ са квадратом на 28 
једнак збиру квадрата на 28 и на ВА. 

Одузмимо заједнички квадрат на 2,8. Тада је остатак, право- 
угаоник на А4 и АГ, једнак квадрату на тангенти АВ. 


„ Нека. сад АГА не пролази кроз центар круга АВГ; 
узмимо центар Е и из тачке Е спустимо нормалу Е2, на 
праву АГ, и повуцимо ЕВ, ЕГ, ЕД. Тада је угао ЕВА прав. 
Како права Е2, која пролази кроз центар, сече праву АГ, 
„која не пролази кроз: центар, и по- 

лови је, биће. А2 једнако 2Г.. И 

пошто: је права АГ преполовљена 
· тачком 2, а ГА је њено продужење, 

биће правоугаоник“од АД и АГ са 

квадратом на 217 једнак квадрату 

на 24. Додајмо им. квадрат на ХЕ. 
Тада је правоугаоник: од АД и АГ 
са квадратима на Г2 и на 2 једнак збиру квадрата на 24и 
на ХЕ. Али збир квадрата на Г2 и на 72 једнак је квадрату 
на ЕГ, јер је угао Е2Г прав. И збир квадрата на 42, и на 
2А је једнак квадрату на ЕД. Стога је правоугаоник од А4 
и АЕ са квадратом на ЕГ једнак квадрату на Е4. Али ЕГ је 
једнако 'ЕВ. Према томе је правоугаоник од АД и:АГ са 
квадратом на ЕВ једнак квадрату на ЕД. Али квадрат на ЕД 
је једнак збиру квадрата на ЕВ и на ВА, јер је угао ЕВА 
прав. Стога је правоугаоник од Ади АГ са квадратом на ЕВ 
једнак збиру квадрата на ЕВ и на ВА. Одузмимо сад зајед- 
нички квадрат на ЕВ. Тада је остатак, правоугаоник на АД 
и АГ једнак квадрату на АВ. 
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На овај начин, ако је ван круга узета нека тачка и из те 
тачке су повучене ка кругу две праве, од којих једна сече 
круг, а друга га додирује, онда је правоугаоник од целе 
сечице и њеног отсечка између. узете тачке и испупченог 
лука једнак квадрату на тангенти. А то је требало доказати. 


37. 


Ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су 
повучене ка кругу две праве, од којих једна сече круга 
друга само стиже до њега, и ако је при томе правоугаоник 
од целе сечице и њеног отсечка између узете тачке и испуп- 
ченог лука једнак квадрату на оној правој што стиже до 
круга, онда последња права додирује круг. 


Узмимо тачку А ван круга АВГ и нека су из тачке ДА 
ка кругу АВГ повучене две праве ДГА, АВ и нека АГА 
сече круг а АВ придолази му и при 
томе је правоугаоник од АД и АГ 4 
једнак квадрату на АВ. Тврдим да 
права ДВ додирује-круг- АВГ. 

Повуцимо праву ДЕ, тангенту 
на кругу АВГ, и узмимо центар 
круга АВГ, нека то буде тачка 2, 8 А 
и повуцимо ХЕ, 28, 24. Тада је 
угао ХЕД прав. Пошто ДЕ додирује круг, а права АГА га 
сече, биће правоугаоник од АД и АГ једнакфквадрату на ДЕ. 
Али тај правоугаоник на АД и АГ једнак је квадрату на АВ. 
Према томе је квадрат на ДЕ једнак квадрату на АВ. Значи 
и ДЕ је једнако АВ. А и 7Е је једнако 28. На тај начин 
две стране ДЕ и Е2 су једнаке двема странама АВ и 82, а 
њихова основица је заједничка 2. Одавде следује да је 
угао ДЕ7 једнак углу АВ2; али угао ДАЕ2 је прав, па према 
томе је и угао АВ2 прав. И дуж 28, продужена, је пречник. 
А права повучена кроз крај пречника управно на пречник 
додирује круг. Према томе, права АВ додирује круг АВГ. 
Слично се доказује, ако би се центар налазио на правој АГ. 


Е 


На овај начин, ако је ван круга узета нека тачка и из 
те тачке су повучене две праве, од којих једна сече круг 
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а друга само стиже дофњега и ако је при томе правоугаоник 
од целе сечице и'њеног отсечка између узете тачке и испуп- 
ченог лука. једнак (квадрату на оној правој што стиже до 
круга, онда последња права додирује круг. А. то је требало 
доказати.  • - 


~ 


КОМЕНТАР 


Ш 


1 Логичка природа ове прве дефиниције је компликована. 
Неки коментатори сматрају ову дефиницију за аксиому, а 
други доказују њен :садржај и према томе узимају је за 
теорему. Ипак при доказу искоришћавају друге истине, које 
у њиховом систему излагања геометрије имају аксиоматички 
карактер (Н еп). | 

Код Еуклида не постоји специјалан назив за полупречник; 
он употребљава израз „права из центра“, изостављајући при 
томе и реч права, а задржавајући од те речи само члан: 1 
Фи тоб хеутроо (годеа). У трећем постулату прве књиге тај 
исти појам је изражен са Фоттрж; ова ђеч изражава расто- 
јање, али као геометриски облик, без допунског метричког 
значења; за круг тај појам изражава и појам „отвор шестара“. 

г Појам тангенте има код Еуклида узак карактер, тан- 
генте на круг. Савремена дефиниција тангенте као граничног 
положаја, ако он постоји, сечице, која пролази кроз дату 
"тачку на кривој и другу тачку која тежи првој, не поставља 
никакве услове о томе да ли та права сече при свом про- 
дужењу криву или не. Међутим код Еуклида тај услов је 
нарочито наглашен. 

8 Савремена реч „тетива“ у потпуној мери одговара 
Еуклидовој „правој у кругу“, при чему реч „права“ треба 
разумети у смислу отсечка праве, тј. у смислу дужи. Исто 
то се односи и на појам нормале („катете“) као дужи, 

4 Овом дефиницијом Еуклид не поставља метричке осо- 
·бине тетиве и нормале, већ говори само о томе које изразе 
треба употребити за опис одговарајућих геометриских односа. 

9 За отсечак круга се употребљује и реч сегмент. Еукли- 
довим речима „периферија круга“ одговара како кружна 
линија у целини, тако и један део кружне линије, тј. лук. 
„УУ тексту ове дефиниције реч је о луку. 
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• Савремени појам угла између криве и праве односно 
између две криве претпоставља конструкцију тангената на 
те криве у тачки пресека. Код Еуклида појам угла кружног 
сегмента је самосталан геометриски облик састављен од, 
праве и криве, тетиве и лука, без допунске конструкције. 
тангенте на лук у крају тетиве. Тај Еуклидов појам у току . 
историског развитка:геометрије, кроз тежњу да се поставе 
што тачнији и простији основни појмови, изгубио је своју | 
примену и сад се више не употребљује, 

7 Код Еуклида кратко „угао у отсечку“. 

8 У овој дефиницији се наводи да положај темена угла 
уписаног у 'отсечак може бити. произвољно изабран на. луку 
отсечка. Да су сви такви углови датог отсечка једнаки то 
следује тек после доказа теореме 21. ове књиге. На ову 
логичку недоследност скрећу пажњу како стари тако и 
савремени коментатори, 

• Израз „ослања се на лук“ ближи је Еуклидовом 
тексту, него израз „над луком“, који се обично употребљује. 
Према стилској потреби употребљаваћемо и један и други израз. 

19 За исечак круга се употребљује и реч сектор. 

= Недостатак ове дефиниције, као и дефиниције 8., у 
томе је што се претпоставља једнакост свих углова уписаних 
у. дати отсечак. 

2 У Неђегр'-овом тексту стоји НА, АВ. Сматрам да је 
згодније .ове стране ставити у оном реду који одговара реду 
одговарајућих страна првог троугла. Е у 

13 При доказу тачности извршене конструкције. упо- 
требљена је метода довођења супротног тврђење до апсурда. 
То је такозвана апагогична метода доказивања, која. се врло 
често примењује у Еуклидовим елементима. 

+ Реченицу: „А то је требало извести“, супротно Нефеге, 
овој редакцији текста, према којој је стављена ова реченица 
и у нашем тексту, као пример евентуалне грешке. преписи- 
вача, треба ставити пре последице. 


55 Речи „пада у круг“ могу се заменити речима „ налази 
се у кругу“, али на овом месту задржавамо, ради примера, 
реч „пада“, јер она боље одговара Еуклидову тексту. Тај 
исти појам задржавају и други преводиоци: саде! (Неђегр), 
мм! Тап (Неаћ), попадет (Мордуха!-Болтовсконћ). 
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'6 Речи стављене у загради припадају преводиоцу. Ако 
то није случај, ставићемо нарочиту примедбу. 

77 Без непосредне везе само са овом теоремом навешћу 
једну примедбу општег карактера о овим Еуклидовим теоре- 
мама које се односе на релативни положај праве према кругу 
и једног круга према другом. У тим теоремама нарочито јасно 
«се испољава врло карактеристична особина Еуклидовог изла- 
гања геометриског материјала. Еуклид оперише само са 
фиксираним, сталним, смрзнутим геометриским облицима, 
Елемент променљивости, а нарочито функционалне промен- 
љивости геометриских облика код Еуклида не постоје. Једино 
што понекад код Еуклида можемо приметити то су разли- 
чити случајеви положаја или односа геометриских облика 
једне исте категорије, али увек у дискретној форми и никад 
у еволутивној, променљивој, функционалној форми. Савре- 
мена Елементарна геометрија чак и у школској форми уноси 
тај елемент и баш на положају тачке односно праве према 
кругу, односно једног круга према другом показује како се 
ствара систематизација на основу функционалног принципа 
(Гл. на пр. А. Билимовић - Т. Анђелић. Планиметрија. 1940. 
Стр. 67—69). - 

8 Формулисање дела 7. теореме: „да се само две једнаке 
праве могу повући из тачке ка. кругу и то по једна са сваке 
стране од најмање“ допушта извести закључак, на њега 
наводи и слика, да је могуће говорити само о положају у 
односу на најмањи део пречника. Међутим, једнаке праве 
можемо повући у односу и на највећи део пречника. Јасно 
је да је у суштини ствари симетричвост у односу на пречник. 
Појам симетричности ма у ком облику код Еуклида не постоји, 

. 19 Неђегр у свом издању за теореме 7,8,9,10, 1 и 31 
даје варијанте доказа. Ове варијанте доказују да основни 
Еуклидов текст није задовољавао било самог Еуклида било 
његове преписиваче и коментаторе. Логичким недостацима 
доказа ових теорема многи коментатори посвећују велику 
пажњу. : 

2 Теорему о једнакости правоуглих троуглова са једна- 
ким хипотенузама и, по једној, катетама, која веома упрош- 
ћава доказ теореме 14., Еуклид уопште није извео и према 
томе није ни примењивао. | 


1 У вези са тангентом на круг стоји појам угла између 
тангенте и круга, такозвани „угао додира“. Тај угао је био 
предмет опширних дискусија у ХМГи ХМ столећу. У вези. 
баш са тим углом добила је нарочити значај Архимедова_ 
аксиома о величинама, Према тој аксиоми за еваке две вели- 
чине а и ф увек мора да постоји такав природан број п да 
буде задовољена. неједнакост: 

7 па:>ђ. 
Угао додира не задовољава ту аксиому и према томе се не 
може сматрати као величина. 

22 Интересантно је приметити да Еуклидово решење 
овог конструктивног задатка наводи само једну тангенту на 
круг. Јасно је до продужење праве 24 (сл. 1) до пресека 2. 


Сл. 1 


са кружном линијом даје другу тангенту АВ' на дати круг 
из тачке А. 

Наведимо ради упоређења још неколико познатих начина. 
за конструкцију тангената на круг из тачке ван круга. 

1. Нека је Г дати круг и А дата тачка (сл. 2). Из тачке 
А, као центра, са полупречником ДЕ. нацртајмо круг Н, а. 
затим из центра Е са полупречником једнаким пречнику 
датог круга нацртајмо круг ДА и узмимо у обзир тачке'2. и. 
7' пресека круга ДА са кругом Н. Тачке Ви В' пресека. 
правих 22 и Е2' и круга Г одређују положај тангената. 

2. На АЕ (сл. 3), као на“ пречнику, нацртајмо круг. 
Тачке В и В' пресека тог круга са кругом Г одређују тан- 
генте АВ и АВ'. | 

3. Најзад наведимо конструкцију која се може извести. 
само помоћу ленира и која се обично доказује у Пројективној 
геометрији. 
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Из тачке А (сл. 4) повуцимо две секанте АВГ и АДЕ. 
Тачку Н, пресек страна ВА и ГЕ, спојимо са тачком 2, пре- 
секом дијагонала ВЕ и ГА. Пресеци д и 1 праве Н2 са датим 
кругом су тачке додира тангената АД и АЛ. а 

23 Приметимо да излагање теорема 35, 36 и 
37 на неким местима може се знатно скратити, 
ако се употреби апарат савремене елементарне 
алгебре. У нашем преводу задржавамо углавном 2 48 в' 
Еуклидов текст. Меј. 

4 На садржају ове теореме се оснива гео- ја 
метриска. метода решавања квадратне једначине, Сл. 3 
која припада Марину Геталдићу:). Наведимо ту методу. Нека 
је дата квадратна једначина 


(1) ха + бх =а3, 
написана у хомогеном облику, где су а и 6б' означавају дате 
дужи. На АВ=ф, као на пречнику, конструишимо круг 


Сл. 4 


(] 
(сл. 5) и од тачке В на тангенти ВС одмеримо дужину ВС =а. 
На основу теореме 36 тада можемо написати. 


СВ = СМУ. СМ 


или 

аз=х (х +5), 
одакле закључујемо да је х тражено једно решење квадратне 
једначине. Са друге стране, непосредно из слике можемо: 


написати: | 
х = СМ = СО – МО = 


= УОВ2 + ВС2 – ОВ 
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и према томе имамо: 


И 
Хх= 7“ "а“-—. 
2 2. 
Поновили смо савременим математичким: језиком Гетал- 


дићево решење једначине (1). Негативно решење износи не- 
гативну дуж СМ са вредношћу 


у ПА ЈИВРЕННИ.. 

– Џ|—|ј та"-—.. 

(5) + = 

Геометриска решења других типова квадратне једна- 


чине остављамо по страни. 


ђ Манпиз Оћеба! из. Ре гезошћопе е; сотрозШопе таетанса, 
КВотае, 1640. 
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~ 


ПРЕДГОВОР 


Ова четврта књига Еуклидових елемената је посвећена 
конструктивним задацима који су у вези са троуглом и пра- 
вилним многоугловима и то: квадратом, петоуглом, шесто- 
углом и петнаестоуглом. За сваки од тих многоуглова Еуклид 
проучава четири задатка: у круг уписати многоугао, око 
круга описати многоугао, око многоугла описати кругиу 
многоугао уписати круг. 

У математичкој настави књига може послужити као 
збирка елементарних конструктивних задатака, који се односе 
па исту тему. Карактеристична је она класична систематич- 
ност са којом Еуклид разрађује одговарајућа четири проблема. 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В, Мишковић 
и Т. П. Анђелић па им изјављујем захвалност. 


А. Б. 


ТЕКСТ 


Дефиниције 


- 1. Каже се да се праволиниска слика уписује у право-- 
линиску слику, ако сваки од углова оне која се уписује 
додирује: страну оне у коју се уписује. ' 

2. Исто тако каже се да се слика описује око слике,. 
ако свака страна оне која се описује додирује“ сваки угао | 
оне око које се описује. | 

3. Каже се да се праволиниска слика уписује у круг, 
ако сваки угао оне која се уписује додирујез периферију 
круга. | 

4. Каже се да се праволиниска слика описује око круга, 
ако свака страна оне која се описује додирује периферију 
круга. | | 

5. Исто тако каже се да се круг уписује у слику, ако · 
периферија круга додирује сваку страну оне у коју се он 
уписује. 

6. Каже се да се круг описује око слике, ако пери- 
ферија круга додирује“ сваки угао оне око које се описује. 

7. Каже се да је права уписана у круг, ако јој се. 
крајеви налазе на периферији круга. 


1. 


У дати круг уписати праву једнаку датој правој која. 
није већа од пречника круга.“ | 

Нека је АВГ дати круг и А дата права која није већа 
од пречника круга. Треба у круг АВГ уписати праву једнаку · 
датој правој А. 

Повуцимо ВГ, пречник круга АВГ. Ако је сад ВГ јед-- 
нако А, постигнуто је оно што се тражи, јер је у круг АВГ 
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уписана права ВГ једнака правој А. А ако је ВГ веће ода, 
повуцимо ГЕ.једнако А, па из Г као центра са полупречни- 
ком ГЕ нацртајмо круг БЕА2 
и повуцимо ГА. 

Како је сад тачка Г цен- 
тар круга ЕА2, биће ГА једнако 
ТЕ. Но ГЕ је једнако 4, па 
значи и ГА је једнако А. 

На овај начин је у дати 
круг АВГ уписана права ГА 
једнака датој правој 4. А то 
је требало извести. 


У дати круг уписати троугао са угловима једнаким % 
угловима датог троугла. 


Нека је АВГ дати круг и АЕ2 дати троугао. Треба у 
круг АВГ уписати троугао са угловима једнаким угловима 
"троугла ДЕ2. | 


Повуцимо кроз тачку А тангенту НО на круг АВГ и 

„на правој Ад конструишимо код тачке А угао ДАГ једнак 
| углу ДЕ2, а на правој 

АН опет код тачке А 


· 8 Е угао НАВ једнак углу 
АЕ, па повуцимо ВГ. 
2 Како сад права дд 
Г додирује круг АВГ и 
РУ | из тачке додира, тачке 
4 А, повучена је у кругу 
А права АГ, угао ОАГ 

0 


биће једнак углу АВГ, 

уписаном у супротни 
"отсечак круга. Но угао ОАГ је једнак углу 427, те је и 
угао АВГ једнак углу ДЕ2. Из истих разлога и угао АГВ 
је једнак углу АДЕ. Тада је и преостали угао ВАГ једнак 
преосталом углу Е47. (Према томе троугао АВГ има углове 
једнаке угловима троугла ДЕ2, а уписан је у круг АВГ). 
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"На овај начин, у дати круг је уписан троугао са угло- 
вима једнаким угловима датог троугла. А то је требало 
извести. 


3. 

Око датог круга описати троугао са угловима једнаким 
угловима датог троугла. 

Нека је АВГ дати круг и ДЕ2 дати троугао; треба око 
круга АВГ описати троугао са угловима једнаким угловима 
троугла дЕ2. 

Продужимо Е2 са обе стране ка тачкама Ниди 
узмимо центар К круга АВГ. Повуцимо произвољно праву 


Л Г М |- 


н 


КВ и конструишимо на тој правој КВ код тачке К угао 
ВКА једнак углу ДЕН, угао ВКГ једнак углу Д70, и кроз 
тачке А, В, Г повуцимо на круг АВГ тангенте ЛАМ, 
МВМ, МГА. | 

Како праве ДАМ, ММ, МА додирују круг АВГ у тачкама 
А, В, Г, а праве, што спајају центар К са тачкама А, В, Г, 
су КА, КВ, КГ, углови код тачака А, В, Г су прави. Како 
је сад у четвороуглу АМВК збир четири угла једнак четворо- 
струком правом углу, јер се четвороугао састоји из два 
троугла, а два угла КАМ и КВМ су права, онда је и збир 
двају осталих углова АКВ и АМВ једнак двоструком правом 
углу. А и збир углова ДЕН и ДЕ2 једнак је двоструком 
правом углу. Према томе је збир углова АКВ и АМВ једнак 
Збиру углова ДЕН и ДЕ27, но како је угао АКВ једнак углу 
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АЕН, и преостали угао АМВ једнак преосталом углу ЛЕ2. 
На сличан начин се доказује да је угао АМВ једнак углу 
АДЕ, па је и преостали угао МАМ једнак преосталом углу 
Ед2. Значи троугао ДММ има углове једнаке угловима. 
троугла ДЕ2, а при томе је описан око круга АВГ. · 


На овај начин, око датог круга описан је троугао са 
угловима једнаким угловима датог троугла. А то је требало 
извести. | | 


4. 


У дати троугао уписати круг. 

Нека је дат троугао АВГ. Треба у дати троугао АВГ 
уписати круг. | 

Преполовимо углове АВГ и АГВ правима ВА и ГА и 
нека се те праве секу у тачки ДА, па повуцимо „из тачке Л. 
на праве АВ, ВГ, ГА 
нормале ДЕ, 47, АН. 


Како је угао АВА 
једнак углу ГВА, а пра- 
ви угао ВЕД једнак 
правом углу ВХА, два 
троугла ЕВА и 284 
имаће по два угла јед- 
нака и по једну страну 
једнаку, и то спрам 
У једнаких углова, наиме 
заједничку страну ВА; према томе ће и остале стране једног 
бити једнаке осталим странама другог; биће дакле ДЕ јед- 
нако А2. На основу истих разлога је и АН једнако 42. 
Значи да су три праве ДЕ, 47, АН међусобно једнаке. Према 
томе ће круг са центром у ДА описан са растојањем до једне 
од тачака Е, 2, Н као полупречником проћи и кроз остале 
тачке и у тачкама Е, 2, Н додиривати праве АВ, ВГ, ГА, 
јер су углови у тим тачкама прави. Заиста, кад би. он секао 
те праве, онда би нормала на пречник, што пролази кроз 
његов крај, била у кругу, а то је, као што је доказано, 
немогуће. Према томе круг са центром у А описан са-расто- 
јањем до које било од тачака Е;, 2, Н не сече праве АВ, 


Е 


, 
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ВГ, ГА. Дакле он их додирује и биће круг уписан у троугао 
АВГ. Нека је он уписан као ХНЕ. 


На овај начин је у дати троугао АВГ уписан круг Е2Н. 
А то је требало извести. 


5. 
Око датог троугла описати круг. 
Нека је дат троугао АВГ. Треба око датог троугла 
описати круг. 


Преполовимо праве АВ, АГ тачкама 4, Е и кроз тачке 
4, Е повуцимо праве 22, Е2 под правим угловима према 


правим АВ и АГ. Оне се секу или у троуглу АВГ, или на 
правој ВГ или с друге стране праве ВГ, ван троугла. 

Нека се, прво, секу у троуглу у 2, па повуцимо 28, 
7Г, 74. Тада је, пошто је А4 једнако АВ, а Д2 заједничко 
и под правим угловима, основица А2 једнака основици 28. 
На сличан начин се доказује да је Г2 једнако А2, па је 
према томе и 28 једнако 27. Дакле три праве 24, 78, 21 
су међусобно једнаке. Према томе ће круг са центром у 2 
описан са. растојањем до једне од тачака А, В, Г проћи и 
кроз остале тачке и биће круг описан око троугла АВГ. 
Нека је он описан као АВГ. 

Узмимо сад да се 42 и Е2 секу на правој ВГ у 2, као 
што је то случај на другој слици, па повуцимо А2. На сли- 
чан начин се доказује да ће тачка 2 бити центар круга 
описан око троугла АВГ. 

Најзад, нека се 47 и 27. секу у тачки 2 ван троугла АВГ, 
као што је то нацртано на трећој слици, па повуцимо А2, 
В27, Г2. Како је опет Ад једнако АВ, а 42 је заједничка 
страна под правим угловима, основица А2 једнака је осно- 
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вици 82. На сличан начин доказује се да је Г2. једнако А2, 
према томе је и 82 једнако 2Г. Према томе ће опет круг 
са центром у 2 описан са растојањем до једне од тачака А, 
В, Г проћи и кроз остале тачке и бити описан око троугла АВГ. 
На овај начин око датог троугла је описан круг. А то 
је требало извести. 


(Последица) 


И јасно је, да ће, кад је центар круга у троуглу, угао 
ВАГ, као угао у отсечку већем од полукруга, бити мањи од 
правог; кад је центар круга на правој ВГ, угао ВАГ, као 
угао у полукругу, бити прав; а кад је центар круга ван 
троугла, угао ВАГ, као угао у отсечку мањем од полукруга. 
бити већи од правог. (На овај начин, ако се деси да је дати 
угао мањи од правог, праве се 42, Е2 секу у троуглу, ако 
је он прав, секу се на правој ВГ, а ако је већи од правог, 
секу се ван троугла, с друге стране праве ВГ. А то је тре- 
бало извести). 


.6. 
У У дати круг уписати квадрат 7. 


Нека је дат круг АВГА; треба у круг АВГА уписати 
квадрат. | 


Повуцимо у кругу АВГА два пречника АГ, ВА управна 
један на други и спојимо АВ, ВГ, ГА, ДА. 

Како је ВЕ једнако Е4, јер је 

А Е центар, а ЕА је заједничко и под 

правим угловима, биће основица АВ 

једнака основици А4. Из истих раз- 

лога је и свака од ВГ и ГА једнака 

8 4 свакој од АВ, А4. Према томе је 

_ четвороугао АВГА једнакостран. 

Тврдим да је и правоугаоник. Заи- 

ста, пошто је права ВА пречник 

Г "круга АВГА, ВА је полукруг. 

Према томе је угао ВА4 прав. Из 

истих разлога је сваки од углова АВГ, ВГА, ГДА прав. Због 

тога је четвороугао АВГА правоугаоник. А доказано је да је 
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он и једнакостран. Према томе он је квадрат, а уписан је 
у круг АВГА. 

На овај начин је у дати круг уписан квадрат АВГА. 
А то је требало извести. 


у | 


Око датог круга описати квадрат. 

Нека је дат круг АВГА. Треба око круга АВГА описати · 
квадрат. 

Повуцимо у кругу АВГА два пречника АГ и ВА под 
правим угловима, и кроз тачке А, В, Г, А повуцимо праве 


тН, на, ФК, К2, тангенте на круг 
АВГА. Н А 2 


Пошто је права 21 тангента 
на круг АВГА, а права ЕД повучена 
из центра Е ка тачки додира А, 
углови код тачке А су прави. Из 8 4 
истих разлога су углови и код тачака 
В, Г, А прави. Како је угао АЕВ 
прав, а прав и угао ЕВН, биће права 
НО паралелна правој АГ. Из истих 
разлога је и :'права АГ паралелна 9 Г К 
правој 2К. Стога је права НО паралелна правој 2К. На сли- 
чан начин се доказује да је свака од правих 2 и ОК пара- 
лелна правој ВЕАД. Према томе су НК, НГ, АК, 28, ВК8 
паралелограми, што значи да је Н2 једнако ОК, а НО 
једнако 2К. А како је АГ једнако ВА, а и АГ једнако и НО 
и 2К, и ВА једнако и Н2 и ОК (па према томе је и свака 
од НО и 2К једнака свакој од Н2 и ОК), четвороугао НОК 
је једнакостран. А тврдим да је он и правоугли. Заиста, 
пошто је НВЕА паралелограм, а угао АЕВ прав, биће прав 
и угао АНВ. На сличан начин се докзује да су углови и код 
тачака 0, К, 2 прави. Према томе је НОК правоугаоник, 
а доказано је да је он и једнакостран, значи да је он квадрат, 
а описан је око круга АВГА. 


На овај начин, око датог круга је описан квадрат. А то 
је требало извести. 
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8. 


У дати квадрат уписати круг. 
Нека је дат квадрат АВГА, треба у квадрат АРГД 
уписати круг. 
Преполовимо сваку од правих А4 и АВ тачкама Еин 2 
и кроз тачку Е повуцимо праву ЕО паралелну свакој од 
правих АВ и АГ, а кроз тачку 2 праву 2К паралелну свакој 
од правих А4 и ВГ. Тада је свака 
д од слика АК, КВ, да, ОДА, АН, НГ, 
ВА, НА паралелограм и њихове 
супротне стране, очевидно, су јед- 
наке. Како је АД једнако АВ и АЕ 
К половина од А4, а А2 половина од 
АВ, биће и АЕ једнако А2, а како 
су једнаке и њима супротне стране, 
биће и 2 једнако НЕ. На сличан 
| начин се доказује да је свака од 
над инНК једнака свакој од ХН и НЕ. 
Према томе су четири праве НЕ, Н2, На, НК међусобно 
једнаке. Због тога ће круг нацртан са центром у Н једним 
од растојања до тачака Е, 2, О, К проћи и кроз остале 
тачке и додирнути праве АВ, ВГ, ГА, ДА, јер су углови 
код тачака Е, 2, 8, К прави. Заиста, кад би круг секао 
праве АВ, ВГ, ГА, ДА, тангента круга на крају пречника 
"била би у кругу, а доказано је да је то безсмислено. Према 
томе круг описан са центром у Н са једним од растојања 
до тачака Е, 2, 9, К не сече праве АВ, ВГ, ГА, ДА. Значи 
он их додирује и уписан је у квадрат АВГА. 
На овај начин је у дати квадрат уписан круг. А то је 
"требало извести. | 
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9. 


Око датог квадрата описати круг. 

Нека је дат квадрат АВГА. Треба око квадрата АВГА 
"описати круг. : 

Нека се праве, што спајају“, АГ и ВА секу у тачки Е. 

Како је ДА једнако АВ, а АГ заједничко, онда су две 
«стране ДА и АГ једнаке двема странама ВА и АГ, а и осно- 
„вица АГ једнака је основици ВГ, тада биће и угао ДАГ јед- 
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вак углу ВАГ, па према томе угао ДАВ полови права АГ. 
На сличан начин се доказује да сваки од И АВГ, ВГА, 
ГАА полове праве АГ и дВ. А како 


је угао ДАВ једнак углу АВГ, а 
угао ЕАВ је половина угла ДАВ и 
угао ЕВА је половина угла АВГ, 
онда је и угао ЕАВ једнак углу 
ЕВА, па је тада и страна ЕА једнака 
страни ЕВ. На сличан начин се до- 
казује да је свака од правих ЈЕА, ЕВ 
једнака свакој од ЕГ, Ел. Према 


томе су четири праве Е4, ЕВ, ЕГ, 

ЕА“ међусобно једнаке. Тада ће круг нацртан са ара у 
Е једним од растојања до тачака А, В, Г, А проћи и кроз 
остале тачке и биће описан око квадрата АВГА. Нека је овај 
нацртан као АВГА. 

На овај начин је око датог квадрата описан круг. А то 
је требало извести. 

10. 

Нацртати равнокраки троугао, чији је сваки угао на 
основици двапут. већи од трећег угла. 

Одмеримо неку праву АВ и поделимо је тачком Г тако 
да правоугаоник обухваћен од АВи ВГ буде једнак квадрату 
на АГ. И нацртајмо круг 
ВАЕ са центром у Аа са 
растојањем АВ, па упишимо 
у круг ВАЕ праву ВА једна- 
ку правој АГ, која није већа 
од пречника круга ВАДЕ: Спо- 
јимо А4 и АГ, и око троугла 
АГА опишимо круг АГА. 

Како је правоугаоник 
од АВивВГ једнак квадрату 
на АГ, а АГ је једнако ВА, 
биће правоугаоник од АВи · 
ВГ једнак квадрату на ВА. 
А како је ван круга АГА 
узета тачка В, и из тачке В ка кругу АГА“су повучене две 
праве ВА и ВА једна од њих сече круг, а друга допире до 
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њега, и при томе је правоугаоник од АВ и ВГ једнак ква- 
драту на ВА, онда права ВА додириваће жруг АГА. Како је 
сад права ВА тангента и кроз тачку додира 4 је повучена 
права АГ, биће угао ВАГ једнак углу ДАГ уписаном у су- 
претни отсечак круга. Како је сад угао ВАГ једнак углу 
ДАГ, додајмо заједнички угао ГДА. Тада је цео угао ВЛАА. 
једнак збиру углова ГДА и ДАГ. Али је збиру углова 
ГДА и ДАГ једнак спољашњи угао ВГА. Па према томе 
је и угао ВАА једнак углу ВГА. Но угаовдА једнак је 


углу ГВА, а како је и страна. АЛ једнака страни АВ, биће, 


и угао АВА једнак углу ВГА. Према томе су три угла 
ВАА, АВА, ВГА међусобно једнака. А како је угао АВГ 
једнак углу ВГА, биће страна ВА једнака страни АГ. Али је 
ВА по претпоставци једнако ГА па је, значи, ГА једнако: 


РА, дакле и угао ГДА једнак углу ЛАГ. 'На тај начин је збир | 


углова ГДА и ДАГ једнак двоструком углу ДАГ. А угао 
ВГА је једнак збиру углова ГДА и ЛАГ, тј. угао ВГА је 
двоструки угао ГАД. Али је угао ВГА једнак сваком од 
углова ВАА и АВА, па је према томе сваки од 108 ВДА. 
и АВА једнак двоструком углу ДАВ. 

На овај начин је нацртан равнокраки троугао АВА чији 
је сваки угао на основици ДВ „двапут већи од“: трећег угла. 
А то је требало извести. | 

п. 


У дати круг уписати петој 4е са руна странана Го 
једнаким угловима.19 

Нека је дат круг АВГДЕ. Треба у круг АВГАЕ уписати 
пежоугао са једнаким странама и једнаким угловима. 

Узмимо „равнокраки, троугао 280 са сваким. год углова 
"кад Ни О двапут већим од угла код 2 и упишемо у круг 
"АВГАЕ троугао АГА са угловима једнаким угловима тро- 
угља ХНО тако да угао ГАЛ буде једнак углу код 2,'а 
сваки од углова АГД и ГДА буде једнак сваком од углова 
· код тачака Н и Ф; тада је сваки од углова АГА и ГАА 
двапут већи од угла ГАД. Преполовимд геваки. од углова 


АГА и ГДА правим Анпијани РЕ ти пр итино АВ, ВГ, 


(54), ДЕ, -ВА. 
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Како је сваки од углова АГД и ГЛДА двапут већи од 
угла ГАД, а праве ГЕ и 4В полове их, биће пет углова ДАГ, 
АГЕ, ЕГА, ГАВ, ВДА ме- 2 
ђусобно једнаки. Али се А 
једнаки углови ослањају 
на једнаке лукове, према 
томе су пет лукова АВ, В Е 
ВГ, ГА, ДЕ, ЕД међусобно 
једнаки. Како сад једнаке 
лукове стежу једнаке пра- Н [2] 
ве (тетиве), биће пет пра- _ 
вих АВ, ВГ, Га, ДЕ, ЕА Г 4 
међусобно једнаке. Према томе је петоугао АВГДЕ са једнаким 
странама. Тврдим да- има и једнаке углове. Како је, наиме 
лук АВ једнак луку ДЕ, додајмо заједнички лук ВГА, тада 
је цео лук АВГА једнак целом луку ЕДГВ. А на лук АВГА 
се ослања угао АЕД, а на лук ЕДГВ — угао ВАЕ, па је 
према томе и угао ВАЕ једнак углу АЕД. Из истих разлога 
је сваки од углова АВГ, ВГА, ГДЕ једнак сваком од углова 
ВАЕ и АЕД. Петоугао АВГДЕ је према томе са једнаким 
угловима. А доказано је да је он и са једнаким странама. 

На овај начин је у дати круг уписан петоугао са је- 
днаким странама и једнаким угловима. А то је требало 
извести. 

12. 

Око датог круга описати петоугао са једнаким странама 
и једнаким угловима. · 

Нека је дат круг АВГДЕ. Тре- 
ба око круга АВГДЕ описати пе 
тоугао са једнаким странама и јед- 
наким угловима. 

Замислимо да се у тачкама А, 
В, Г, 4, Е налазе темена уписаног 
петоугла, тада су луци АВ, ВГ, ГА, 
ДЕ, БА једнаки. Кроз тачке А, ВВ, 
Г, 4, Е повуцимо тангенте НО, ОК, 
КА, АМ, МН на круг, и узмимо 
круг АВГДЕ са центром у 2 и повуцимо 28, 2К, 27, 74, 74. 

Како права КЛ додирује круг АВГДЕ у тачки Г, а 277 


2 


је права повучена из центра 2 кроз тачку додира Г, биће 


к Г Л 
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27 нормално на КА. Према томе је сваки од углова код 
тачке- Г прав. Из истих разлога су углови и код тачака 
В и Д прави. А како је угао 2ГК прав, биће квадрат на 
2К једнак збиру квадрата на 27 ина ГК. Из истих разлога 
је збир квадрата на 28 и на ВК једнак квадрату на 2К. 
Према томе је збир квадрата на 2Г и на ГК једнак збиру 
квадрата на 28 и ВК, а како је квадрат на 21 једнак ква- 
драту на 28, биће и преостали квадрат на ГК једнак прео- 
сталом квадрату на ВК. Одавде је и ВК једнако ГК. А како 
је 28 једнако 27, а 2К је заједничко, две стране 82 и 2К 
једнаке су двема странама Г2 и 2К, а и основица ВК је 
једнака основици ГК, стога је и угао ВаК једнак углу К2Г 
и угао ВК2 једнак углу 2КГ. Значи угао В2Г је двапут 
већи од угла-К2Г, а угао ВКГ је двапут већи од угла 
2КГ..Из истих разлога је угао Г24 двапут већи од угла Г2л, 
а и угао ДАГ од угла 24Г. А како је лук ВГ једнак луку 
ГА, биће и угао В2Г једнак углу Г2Д. Но како је и угао 
827 двапут већи од угла К2Г, а 427 од угла 227, биће 
угао КСГ једнак углу 227, а једнак је и угао 2ГТК углу 
774. Два троугла 2КГ и 24Г имају дакле по два угла једнака 
и по једну страну једнаку, наиме заједничку страну 21. 
Значи и остале стране једног троугла једнаке су осталим 
странама другог, и преостали угао једног једнак преосталом 
углу другог. Према томе је права КГ једнака правој ГЛ и 
угао 2КГ једнак углу 24Г. Како је КГ једнако ГА, КА ће 
бити једнако двапут КГ. На исти начин се доказује да је и 
ОК двапут ВК. А како је ВК једнако КГ, биће и ОК једнако 
КА. На сличан начин се доказује да је свака од правих дН, 
НАМ, МА једнака свакој од ФК и КА. Петоугао НОКАМ је 
према томе са једнаким странама. Тврдим да је он и са је- 
днаким угловима. Заиста, како је угао 2КГ једнак углу 24, 
а доказано је да угао је ОКЛ двапут већи од угла 2КГ, и 
угао КАМ двапут већи од угла 24Г, биће и угао ОКА једнак 
углу КАМ. На сличан начин се доказује да је.и сваки од 


углова КОН, ОНМ, НМАЛ једнак“ сваком: од ОКА и КАМ: 


Према томе су пет углова Нек, вкла, КАМ, АМН, мне 
међусобно једнаки. Петоугао · НВКАМ · је према томе са је- 
днаким угловима. 'А доказано је да и-са' Бли им странама, 
и да је описан око · круга АВГАЕ. · 


.. 


21. 


На овај начин је око датог круга описан петоугао са 
једнаким странама и једнаким угловима. А то је требало 
извести. 


13. 


У дати петоугао, са једнаким странама и једнаким угло- 
вима, уписати круг. у 

Нека је дат петоугао АВГДЕ са једнаким странама и 
једнаким угловима. Треба у петоугао АВГДЕ уписати круг. 

Преполовимо сваки од углова ВГД и ГАЕ правим лини- 
јама: Г2 и А7. ИМ из тачке 2, у којој праве Г2 и Д7 секу 
једна другу, повуцимо праве 28, 24, ХЕ. Како је ВГ једнако 
Г4, а Г2 заједничко, две стране ВГ и Г27 су једнаке двема 
странама АГ и Г2, а и угао ВГ2 једнак углу ДГ2, биће 
и основица 82 једнака основици 47, 
троугао ВГ2 једнак троуглу 4Г2, и 
остали углови једнаки угловима, који 
су наспрам једнаких страна. Према 
томе је угао ГВ2 једнак углу г47. 8 
Како је угао ГДЕ двапут већи од угла 
Г42, а угао ГДЕ једнак углу АВГ, и. 6 
угао ГА7. једнак углу ГВ2, биће и угао 
ГВА двапут већи од угла ГВ2. Значи 
и угао АВ2 је једнак углу 28/Г, те 
према томе и права 82 полови угао АВГ. На сличан начин 
се доказује да је сваки од углова ВАЕ и АЕД преполовљен 
правама 7А и ХЕ. Повуцимо из тачке 2 праве 2, 28, 7К, 
24, 7М нормалне на праве АВ, ВГ, ГА, ДЕ, Е4. Како је угао 
. ОГ2 једнак углу КГ2, и прави угао 20Г једнак правом углу 
2КГ, троугли 70Г и 2КГ имају по два угла једнака и по 
једну страну једнаку, наиме" заједничку 27, која је наспрам 
једнаких "углова. Због тога ће они имати и остале стране 
једнаке осталим странама. Према томе је нормала 20 једнака 
нормали 2К. На сличан начин се доказује да је свака од правих 
7., 2М, 2 једнака свакој од 28 и 7К. Према томе су пет 
правих 28, 20, 2К, 21, 2М међусобно једнаке. Значи круг 
описан са центром у 2 растојањем до једне од тачака Н, 8, 
К, А, М проћи и кроз остале тачке и додиривати праве АВ, 
ВГ, ГА, ДЕ, ЕА у тачкама Н, 0, К, А, М, јер су углови у 


А 


Н 


' саиик . и": 
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тим тачкама прави. Заиста кад их не би додиривао, већ секао, 
онда би права повучена нормално на крају пречника нала- 
зила у кругу, а доказано да је то безсмислено. Према томе 
круг нацртан са центром у 2 и са растојањем до једне од 
тачака Н, 0, К, А, М неће сећи праве АВ, ВГ, ГА, ДЕ, ЕА, 
већ ће их додиривати. Нека је нацртан као НОКАМ. 

На овај начин је у дати петоугао са једнаким странама 
и једнаким угловима уписан круг. А то је требало извести. 


14. 


Око датог петоугла, са једнаким странама и једнаким 
угловима, описати круг. 

Нека је дат петоугао АВГДАЕ са једнаким странама и 
једнаким угловима. Треба око петоугла АВГДЕ описати круг. 


Преполовимо сваки од углова ВГА и ГДЕ правом Г2 
односно 42 и кроз тачку 2, која је пресек правих, пову- 
цимо ка тачкама В, А, Е праве 28, 74, 7Е. На сличан начин, 

као и раније, доказује се, да и сваки 

А од углова ГВА, ВАЕ, АЕА полове 

права 28, односно, 2, односно 2Е. 

Како је угао ВГАД једнак углу ГДЕ, 

8 Е а и половина угла ВГ4, угао 24, 
једнака половини угла ГДЕ, углу 

Г42, биће и угао 2174 једнак углу 

2АГ. Значи да је и страна 2Г једнака 

завере страни 24. На сличан начин се до- 

|Г казује да је и свака од правих 28, 
ХА, ЋЕ једнака свакој од страна 2Г и 24. Према томе су 
пет правих 24, 28, 27, 24, 7Е међусобно једнаке. Тада ће 
круг нацртан са центром у 2 са једним од растојања 24, 28, 
27, 24, ЂЕ проћи и кроз остале тачке и бити описан. Нека 
је описан као АВГАДЕ. 


На овај начин је око датог петоугла, са једнаким стра- 
нама и једнаким угловима, описан круг. А то је требало 
извести, ; 

15. 

У дати круг уписати шестоугао са једнаким странама и 

једнаким угловима. 
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. Нека је дат круг АВГДЕ7. Треба у: круг АВГДЕ2 упи- 
сати шестоугао са једнаким странама и једнаким: угловима, 
Повуцимо у кругу АВГДЕ2, пречник АД и. узмимо. тачку 
Н, центар круга, и нацртајмо · круг ЕНГО. са центром у 4 
«а растојањем (полупречником) АН, па праве шта слајају Е 
и Н односно Г и Н, продужимо др тачака-В и 2 и-спејимо. 
АВ, ВГ, ГА, ДЕ, Е2, ХА. Тврдим да је шестоугао АВГДЕ2. 
са једнаким странама и једнаким угловима. 
Како је тачка Н центар круга АВГАЕ7, НЕ једнако је 
НА. А како је тачка Д центар круга нга, ДЕ једнако је 
АН. А доказано је већ да је НЕ једнако НА. Према томе 
је и НЕ једнако Ед. Значи троугао. 
ЕНА је равностран, а то значи да су 
му сва три угла ЕНА, НДЕ, ДЕН ме- 
ђусобно једнаки, јер су углови на 
основици равнокраког троугла међу- 
собно једнаки. А како је збир три 
угла у троуглу једнак двама правим | 
угловима, биће угао ЕНД једнак двема ' - 
трећинама правог угла. На сличан начин 
се доказује да је и угао АНГ једнак 
двема трећинама правог угла: А како 
права ГН. стоји према правој ЕВ тако 
да: образује два суседна угла ЕНГ и 
ГНВ чији је збир једнак двама правим угловима, биће и 
преостали угао ГНВ једнак двема трећинама правог угла. 
Према томе су три угла ЕНА, АНГ, ГНВ међусобно једнаки, 
па. су. једнаки и унакрсни углови ВНА, АН2, 2НЕ (угловима 
ЕНА, 4НГ, ГНВ). Према томе су шест углова КНА, АНГ, 
ГНВ, ВНА, АН2, 2НЕ међусобно једнаки. А једнаки углови 
се ослањају на једнаке лукове, па због,тога су и шест лукова 
АВ, ВР, ГА, ДЕ, Е2, 2А међусобно једнаки. Међутим једнаке: 
лукове стежу једнаке праве (тетиве), и према томе су м тих 
шест правих међусобив једнаке. Шестоугао АВГДЕ;2. је према 
томе са једнаким странама. Тврдим да је он и са једнаким 
угловима. Заиста, како је лук 7А једнак луку ЕД, додајмо 
му заједнички лук АВЕД, тада је цео лук 2АВГА једнак луку 
ЕДГВА, а. како се: на лук 7АВГД ослања угао 2Е4, и на лук 
Е4ГВА угао А7Е, биће угао АЕ једнак углу: ДЕ 2, На'сличен 
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начин се доказује, да су и остали углови шестоугла АВГДЕ 2; 
посебице једнаки сваком од углова АХЕ, ХЕ4. Према томе је 
шестоугао .„АВГА4Е 2 са једнаким угловима. А доказано је да 
је он „и. са једнаким странама, и уписан у круг АВГДЕ2.. 

· На. овај начин је у дати круг уписан шестоугао са једна- 
ким странама и једнаким „угловима. А то је требало извести. 


ЈГ 5 "Последица 
Из овога је јасно да је страна шестоугла_ једнака правој 
из Центра (полупречнику). 
На сличан начин као и у случају петоугла, кад се повуку 


тангенте на подељени круг, конструише се и "око круга Опи- _ 


сани шестоугао са "једнаким странама | једнаким угловима, 
а у сагласности са оним што је наведено за петоугао. И. 
слично ономе, што је наведено за петоугао, у. дати шестоугао 
се уписује и око њега се описује круг. А то је требало извести. 
са | 16. | 
У дати круг. „оваа повиоа бек са једнаким странама 
и једнаким угловима. 
Дат је круг'АВГА, ' Треба. у круг АВГА уписати петнае- 
стоугао са једнаким странама и једнаким угловима.. 
Упишимо у круг АВГА | страну АГ равностраног троугла 
уписаног. у тај круг и страну АВ петоугла са једнаким стра- 
нама. Поделимо ли сад. 
круг на петнаест једна- 
-ких делова, онда ћеу 
луку АВГ, који је тре- 
ћина круга, таквих -де- 
„ лова бити пет, а у луку 
АВ, који је петина кру- 
га, бити. три, а у о- 
статку.. ВГ два таква 
једнака дела. Преполо- 
вимо. ВГ -тачкем Е. Сва- 
ки. од лукова: ВЕ и ЕГ 
. је онда петнаести део 
круга АВГА: 
Према томе, ако 
после спајања в са Е. дравом ВЕ и Е са Г правом ЕГ упишемо 
у круг АВГА (Е) овима једнаке праве, добићемо уписани у 
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круг петнаестоугао са једнаким странама и једнаким угло- 
вима. А то је требало извести. 

На сличан начин, као и у случају петоугла, ако се кроз 
тачке поделе повуку тангенте на круг, добићемо петнаесто- 
угао са једнаким странама и једнаким угловима описан око 
круга. И слично томе, што је наведено за петоугао, у дати 
петнаестоугао се уписује и око њега описује круг. А то је 
требало извести.:2 


КОМЕНТАР 


М 


' Помоћу савремених израза треба казати: Ако се теме 
сваког од углова оне која се уписује налази на страни оне 
у коју се уписује. 

2 И овде треба казати: Пролази кроз теме сваког угла. 

3 А овде: Теме лежи на периферији круга. 

4 А овде: Пролази кроз теме сваког угла. 

5 У својству тетиве. 

8 Код Еуклида стоји: троугао „изогоналан“ датом 

троуглу. Тај се термин није задржао у савременој Елемен- 
тарној геометрији. 
"7 Код Еуклида у излагању ове конструкције упутреб- 
љени су термини: тетрфушуоу у преводу четворугао, код 
Еуклида значи квадрат. (облАворсу — једнакостраник, тетрф- 
лАеороу — четвоространик дрђоуфиоу — правоугаоник, 


8 Овде су паралелограми означени са два супротна 
темена. ; 


% Као савремени израз треба употребити „дијагонале“. 

19 Термин „правилни многоугао“ Еуклид не употребљује, 
већ (оолаворбу те ход (воуфису што увек преводимо: „са једнаким 
странама и једнаким угловима“. 


: Код Еуклидових реченица, као што је ова, са једне 
стране се набројавају једни елементи (углови, дужи), а са 
друге стране, други одговарајући елементи (праве, тачке) и 
при томе се супротставља једно ехалера са другим Ехалера у 
надлежним падежима. У већини случајева то значи да сваком 
елементу прве групе одговара само један, и то редом, еле- 
мент друге групе.. У преводу употребљавамо реченице у 
различитим формама са циљем да изабрана форма што блаже 
одговара смислу Еуклидове реченице. 
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12 На основу Еуклидових расуђивања се могу извршити 
одговарајуће конструкције за многоуглове чији је број 
страна пл, који има вредности: 

(1) 2,26. 03.260 - 56 15:26 


где је к=0, 1, 2, 3,... Урачунали смо при томе и многоугао 
са две стране, то је дуж двапут поновљена. 

Дуго се мислило да, сем наведених, нема више пра- 
вилних многоуглова, које би могло конструисати помоћу 
шестара и лењира. Тек 1801 године Гаус је показао (К. Р. 
бапз5, Раша опез агућтенсае, Глрајае, 1801) да је могуће 
са истим средствима конструисати правилан седамнаестоугав, 
и уопште правилан многоугао са бројем страна М, који задо- 
вољава у исто време два услова: 1. да је прост број и 2. 
да: има облик | | 


Ме 9" 41, 


где је т цео број. За л=1, М=5; за т=>2, М=17; за т=35, 
М=257; за т=4, М=65537. За т=5, т=6, т=7 број М 
не одговара првом услову, јер. није прост број. 

Према томе низ бројева (1) можемо преиначити и додати 
17.2% и уопште М.2“, ако је М прост број наведеног облика. 
Дакле место (1) можемо једноставно написати овај низ: 


2,2К, (23" + 1).2К 


са т=об, 1, 2,...; Кк=0,1,2,..., под условом да је заграђеви 
број прост. | 5 

"__ Сем тога, ако су М, и М, два узајамно проста броја за 
које посебице можемо конструисати правилан многоугао, 
а при томе сваки од њих може да и не буде прост број, 
онда се може конструисати многоугао и са бројем страна“ 


п= М, М,.2, У 
где је Кк=0, 1,2,... Ово следује непосредно из могућности 
решити линеарну једначину 

М Мо МУ, 


или 


ЗЕ 


у области целих бројева, ако су М, и М, узајамно прости) 
бројеви, при чему се може за решавање применити алго-- 
ритам верижних разломка. Тако, напр., ако је М,—3,.М,=5, 
можемо конструисати и петнаестоугао са п=>М, М,=15, јер: 
једначина х/3+у/5=1 има решење х =2, у= – 3. Ово решење 
у суштини одговара Еуклидовој конструкцији правилног 
петнаестоугла. Исто тако, ако је М,=51 и М,=5 (први број 
није прост, али је узајамно прост са другим бројем), много- 
угао са пл=51.5=255 страна можемо конструисати, јер је: 
1/5 – 10/51 =1/255. 

Можемо навести да, рецимо, испод броја 300 имамо“ 
само ових 38 различитих правилних многоуглова“ са овим: 
бројевима страна: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24. 
30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128,. 
136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272. 
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ПРЕДГОВОР 


Ова пета књига Еуклидових елемената садржи теорију 
размере, пропорције и пропорционалности више самерљивих 
величина. У почетку коментара дајемо кратку анализу значаја 
садржаја ове књиге, која се по карактеру излагања разликује 
од претходне четири књиге. За правилно оцењивање значаја 
ове књиге, па и за савремену математику, довољно је навести 
да је класична Еуклидова дефиниција једнакости двеју раз- 
мера послужила не само Еуклиду за излагање његове теорије 
пропорционалности величина, већ и Дедекинду као основа за 
његову теорију ирационалних бројева. 

Превод ове књиге био је скопчан, због нарочите природе 
текста, са гледишта избора термина, са већим тешкоћама, 
него што је то био случај са преводом претходних књига; 
тежио сам, понекад и отступајући од дословног текста, да 
што једноставније, али у исто време и што тачније, изразим 
српским математичким језиком прави садржај Еуклидовог 
излагања. 

У савлађивању поменутих тешкоћа у преводу ове књиге 
много су ми и овог пута помогли В. В. Мишковић и Т. П. Анђелић 
па им за то изјављујем овде особиту захвалност. 


А. Б. 


Грешка примећена у трећој књизи 


Стр. 1. На слици теореме 2. недостаје на кругу слово Г, 


ТЕКСТ 


Дефиниције 


1. Једна величина је део друге величине, мања од 
веће, ако мања мери већу. 

2. Већа величина је мултипљум од мање, ако се 
мери мањом. 

3. Размера је узајамни количински однос који имају 
две величине исте природе.“ 

4. Каже се да су две величине у размери једна 
према другој ако неки мултиплум ма које од њих може бити 
већи од друге.“ 

5. Каже-се да су величине у истој размери, 
прва према другој као трећа према четвртој, ако су било 
који једнакоструки мултиплуми прве и треће у исто време 
или већи, или једнаки, или мањи од било којих мултиплума 
друге четврте, сваки према сваком узети у одговарајућем 
поретку 5 

6. Величине се зову пропорционалне, ако су у 
истој размери.“ | 

7. Али, ако је од једнакоструких мултиплума мултиплум 
прве величине већи од мултиплума друге, а мултиплум треће 
није већи од мултиплума четврте, каже се да је размера прве 
величине према другој већа од размере треће према четвртој.“ 

8". Пропорција је једнакост двеју размера.3 

8. Пропорција се може образовати од најмање три члана.» 

9. Ако су три величине (непрекидно) пропорционалне, 
каже се да је размера прве величине према трећој двапут 
виша од размере прве величине према другој." 

10. Ако су четири величине (непрекидно) пропорционалне, 
каже се да је размера прве величине према четвртој трипут 
виша од размере прве величине према другој; и тако увек, 
на сличан начин, док постоји пропорционалност.!! 
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11. Каже се да су претходни чланови хомологни 
са претходнима, а наредни — са нареднима.!2 


12. Пермутована размера је она у којој се узме 


размера претходног (члана) према претходном и наредног. 


према наредном,:з 

13. Обрнута размера је она у којој се узме размера 
наредног као претходног према претходном као наредном.! 

14. Састављена размера је онау којој се узме 
размера збира претходног и наредног, као једног (члана), 
према самом наредном. | | 

15. Растављена размера је она у којој се узме раз- 
мера разлике претходног и наредног према самом наредном.1“ 

16. Преврнута размера је она у којој се узме раз- 
мера претходног према разлици претходног и наредног." 

17. Ако постоји. низ од више величина и други низ од 
исто толиког броја величина, па су оне, узете у одговара- 
јућим паровима, у истим размерима, размера једнако уда- 
љених је размера прве величине према последњој из првог 
низа, као и размера прве величине према последњој из другог 
низа. Или друкчије: размера крајњих без унутарњих.!8 

18“. Пропорција је редовна (огапаја) ако се од три 
дате величине и других величина, у истом броју, од првих 
узме размера претходне величине према наредној, и од других 
размера претходне величине према наредној, па од првих 
размера наредне величине према преосталој, и од других 
размера наредне величине према преосталој.! | 


18. Пропорција је поремећена (репшђаја) ако се | 


од три дате величине и других величина, у истом броју, од 
првих узме размера претходне (прве) величине према наредној 
(другој), а од других размера ма које (друге), као претходне, 
према наредној (трећој), па од првих размера наредне (друге) 
величине према преосталој (трећој), а од других размера 
преостале (прве) величине према претходној (другој).7" 


1. 


Ако су дате неке величине, од којих је свака једнако- 
струки мултиплум одговарајуће величине низа других вели- 
чина у истом брдју, биће и збир свих првих „величина исто 


1 


толики мултиплум збира свих других величина колики је и 
свака од првих величина мултиплум одговарајуће друге 
величине. 


н д 
А— тв пр а 
2 2 3 


Нека су дате величине АВ, ГА, од којих је свака једна- 
коструки мултиплум одговарајуће величине низа других 
величина у истом броју, Е, 2. Тврдим да је збир АВ и Га 
исто толики мултиплум збира Е и 2, колики је и АВ од Е. 

Заиста, пошто је АВ једнакоструки мултиплум „од Е, 
колики је и ГА од 2, онда АВ садржи величину Е исто оно- 
лико пута колико ГД садржи величину 2. Поделимо АВ на 
величине АН и НВ, једнаке величини Е, и ГД на величине ГО 
и 84, једнаке величини 2; број величина АН, НВ биће исто- 
ветан са бројем величина Гв, 64. И пошто је АН једнако Е, 
а ГВ величини 2, ако је још и АН једнако Е, онда је збир 
АН и Гб једнак збиру Е и 2. Из истих разлога је НВ једнако 
Е, и збир НВ и 684 једнак збиру Е и 2. Према томе колико 
пута АВ садржи Е, исто толико пута збир АВ и ГА садржи 
збир Е и 2. Дакле АВ је исто толики мултиплум величине Е, 
колики је мултиплум збир АВ и ГА од збира Е и 2. 

На овај начин, ако су дате неке величине, од којих је свака 
једнакоструки мултиплум одговарајуће величине низа дру- 
гих величина у истом броју, биће и збир свих првих величина 
исто толики мултиплум збира свих других величина колики 
је и свака од првих величина мултиплум одговарајуће друге 
величине. А то је требало доказати.2! 


2. 


Ако је прва величина исто толики мултиплум друге вели- 
чине колики је трећа величина мултиплум четврте, а пета 
величина исто толики мултиплум друге колики је мултиплум 
шеста од четврте, онда је збир прве и пете исто толики мул- 
типлум друге колики је и збир треће и шесте мултиплум 
четврте. 
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Нека је прва величина АВ исто толики мултиплум ОД 
друге Г колики је трећа ДЕ од четврте 2, а пета ВН исто 
| толики мултиплум од дру- 
 РЕННЕ РАНЕ 8 Ј ге Г колики је шеста Ед 
| од 2. Тврдим да је збир 
прве и пете АН исто то- 
ти х—__]_ лики мултиплум друге Г 
| колики је збир треће и 
шесте дд мултиплум че- 
тврте 2. 

Заиста, пошто је АВ исто толики мултиплум од Г, колики 
је и ДЕ од 2, значи АВ садржи исто онолико пута једнаких 
величина Г, колико ДЕ садржи једнаких величина 2. Из истих 
разлога, колико пута ВН садржи једнаких Г, исто толико и 
Ев садржи једнаких 2. Па, према томе, колико пута цела вели- 
чина АН садржи Г, исто толико пута и цела величина 4! 
садржи 2. А то значи да је АН исто онолики мултиплум од 
Г, колики је и д6 мултиплум од 2. Према томе је збир прве 
и пете величине АН исто онолики мултиплум од Г колики је 
и збир треће и шесте Д8 мултиплум од 2. 

На овај начин, ако је прва величина исто толики мулти- 
плум друге величине колики је трећа величина мултиплум 
четврте, а пета величина исто толики мултиплум друге колики 
је мултиплум шеста од четврте, онда је збир прве и пете исто 
толики мултиплум друге колики је и збир треће и шесте 
мултиплум четврте. А то је требало доказати.2= 


3. 


Ако је прва величина исто онолики мултиплум друге 
колики је трећа од четврте, и образују се једнакоструки мулти- 
плуми прве и треће величине, онда нове величине морају бити 
одговарајући мултиплуми — и то: прва од друге величине и 
друга од четврте. 

Нека је прва величина А исто онолики мултиплум од В 
колики је трећа Г од четврте А, и нека су образовани од А 
и Г једнакоструки мултиплуми 22, Не. Тврдим да је 22, исто 
онолики мултиплум од В колики и Нв од А. 

Пошто је Е2 исто онолики мултиплум од А, колики је 
Н6 од Г, то значи да колико 22, садржи једнаких А, толико и 
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не садржи једнаких Г. Поделимо ли Е2 на величине ЕК и К2, 
једнаке А, а Н на величине НА и 28, једнаке Г, биће број 
величина ЕК и К2 једнак броју величина НА и 18. А пошто 


Ди 
5 —–— 


[И 
4— 

| ђ А 
| ди нв | 


је А исто онолики мултиплум од В колики је Г ода, а ЕК 
је једнако А и НА једнако Г, биће и ЕК исто онолики мул- 
типлум од В, колики је НА од 4. Из истих разлога и К2 биће 
исто онолики мултиплум од В, колики је л6 од А. Пошто је 
сад прва величина ЕК исто онолики мултиплум друге величине 
В, колики је трећа величина НЛ од четврте 4, а и пета вели- 
чина К2 је исто онолики мултиплум од В, колики је и шеста 
величина 18 од четврте 4, биће и збир прве и пете величине 
Е2 исто онолики мултиплум од В, колики је и збир треће и 
шесте Не мултиплум од А. | 

На овај начин, ако је прва величина исто онолики мул- 
типлум друге колики је трећа од четврте, и образују се једна- 
коструки мултиплуми прве и треће величине, онда нове 
величине морају бити одговарајући мултиплуми — и то: прва 
од друге величине и друга од четврте. А то је требало дока- 
зати,2% : 


4 


Ако је прва (величина) према другој у истој размери као 
што је трећа према четвртој, онда су произвољни једнакоструки 
мултиплуми прве и треће величине и једнакоструки мултиплуми 
друге и четврте величине у истој размери, ако су узети у 
одговарајућем поретку. 
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Нека је прва величина А у истој размери према другој 
В, као трећа Г према четвртој 4 и нека су.,од А иГ образо- 
вани произвољни једнакоструки мултиплуми Е и 2, а одВи 
4 други произвољни једнакоструки мултиплуми Н и 0. Тврдим, 
да је Е према Н као 2. према 8. 


А 


Ми 


Заиста, образујемо од Е и 2 произвољне једнакоструке 
мултиплуме Ки /, а од Н и 6 друге произвољне једнако- 
струке мултиплуме М и М. 

Како су Е од А и 2 од Г једнакоструки мултиплуми, а 
од Е и 2 су образовани једнакоструки мултиплуми К и 2, биће 
и КодА ил од Г једнакоструки мултиплуми. Из истих раз- 
лога су М од Ви Мод А једнакоструки мултиплуми. И пошто 
је А према В као Г према Д, а одаА и Г су образовани про- 
извољни једнакоструки мултиплуми К и 4, а од Ви Д други · 
произвољни једнакоструки мултиплуми М и М,. биће, ако је 
К веће од М, ДА веће од М, а ако је једнако, биће. једнако, 
а ако је мање — мање. И пошто су К и А произвољни јед- 
накоструки мултиплуми одЕ и2, ам ићМ други произвољни 
једнакоструки мултиплуми, биће и 2, према 6 као Е према Н. 

На овај начин, ако је прва (величина) према другој у 
истој размери као што је трећа према четвртој, онда су 
произвољни једнакоструки мултиплуми прве и треће величине 
ти једнакоструки мултиплуми друге и четврте величине у истој 
размери, ако су узети у одговарајућем поретку. А то је тре- . 
бало доказати,“ 
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5. 


Ако је нека величина исто онолики мултиплум од друге 
величине колики је мултиплум умањилац (прве величине) од 
умањиоца (друге величине), биће и остатак (од прве величине) 
исто толики мултиплум остатка (од друге величине), колики 
је мултиплум прва цела величина од друге целе. 


Е 


РАИ МЕН НЕ, 


Нека је величина АВ исто толики мултиплум величине 
Г4, колики је умањилац АЕ мултиплум умањиоца Г2. Тврдим, 
да је остатак ЕВ исто онолики мултиплум од остатка 24, 
колики је мултиплум цело АВ од целог ГА. 

Заиста, начинимо да ЕВ буде онолики мултиплум од ГН 
колики је АЕ од Г2. 

Како је АЕ исто толики мултиплум од Г2, колики је ЕВ 
од НГ, биће АЕ од Г2 исто толики мултиплум колики је АВ 
од Н2. Али по претпоставци је АЕ исто толики мултиплум 
од Г2, колики је АВ од ГА, према томе је АВ исто толики 
мултиплум од Н2 и Г4; значи да је Н2 једнако ГА. Од сваког 
од ових одузмимо Г2. Тада је остатек НГ једнак остатку 24. 
И пошто су АЕ од Г2 и ЕВ од НГ једнакоструки мултиплуми, 
а НГ је једнако 24, биће и мултиплуми АЕ од Г2 и ЕВ од 
74 једнакоструки. Али по претпоставци су мултиплуми ДЕ 
од Г2 и АВ од ГА једнакоструки, па ће бити једнакоструки 
и мултиплуми ЕВ од 24 и АВ од ГА. Значи да је остатак 
ЕВ исто онолики мултиплум од 24, колики је цело АВ мул- 
типлум од целог ГА. 

На овај начин, ако је нека величина исто онолики мул- 
типлум од друге величине колики је мултиплум умањилац 
(прве величине) од умањиоца (друге величине), биће и остатак 
(од прве величине) исто толики мултиплум остатка (од друге 
величине), колики је мултиплум прва цела величина од друге 
целе. А то је требало доказати. 


6. 


Ако су две величине једнакоструки мултиплуми од других 
величина и умањиоци првих величина неки други једнакоструки 
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мултиплуми од тих других величина, биће и остаци или једнаки 
овим другим величинама или њихови једнакоструки мултиплуми. 
Нека су две величине АВ и ГА једнакоструки мултинлуми 

од величина Е и 2, и умањиоци првих величина АН и ГО 
други једнакоструки мултиљлуми одЕ 


з Ма 2. Тврдим да су остаци НВ и Фд или 
једнаки Е и 2 или њихови једнако- 
бе= - . - струки-мултиплуми, 
Г [5] Нека, је прво, НВ једнако Е. Твр- 
Ко 4 дим да је и 64 једнако 2. 
2-—- | Заиста, ставимо ГК једнако 2. 


· Пошто су АН од Е и гв од 2 једна- 
коструки мултиплуми, а НВ је једнако Еи КГ једнако 2, биће 
и АВ одЕ и КВ од 2 једнакоструки- мултиплуми. Али по 
претпоставци су АВ од Е и ГА од 2 једнакоструки мулти- 
плуми, према томе су КВ од 2 и ГА од 2 једнакоструки мул- 
типлуми. Пошто су и Кв и ГА једнакоструки | мултиплуми од 
27, биће КВ једнако ГА. Одузмимо од сваког од ових Гд. Тада 
је остатак" КГ једнак остатку 64. Али 2. је једнако КГ, па је 
према томе и 04 једнако 2. Дакле, ако је нв. једнако Е, 
биће и 64 једнако 2. 

На сличан начин се. доказује да. ће ако је НВ мултиплум 
од Е, бити и 04 мултиплум исте вишеструкости од 2. 

На овај начин, ако су. две величине једнакоструки мул- 
типлуми од других величина и умањиоци првих величина 
неки други једнакоструки мултиплуми од тих других вели- 
чина, биће и остаци или једнаки овим другим величинама или 
њихови једнакоструки- мултиплуми. А то је требало дока- 
зати,28 

“У ке 
· Једнаке величине су према истој величини у истој раз- 
мери и иста величина је према једнаким величинама у истој 
размери. 

Нека су АиВ једнаке величине, а Г друга нека произ- 
вољна величина. Тврдим, да је свака од величина А и В према 
Г у истој размери, а и Г према свакој одА и В. 

Заиста, узмимо од А и В једнакоструке мултиплуме А 
и Е, а од Г други произвољни мултиплум 2. 
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Како су Д одА и Е од В једнакоструки мултиплуми, а 
А је једнако В, биће ид једнако Е. Но 2 је друга, произ- 
вољна величина. Ако је Д веће од 2, биће и Е веће од 2, 


АД Мет д Мит 
ВН [5] и а и | 


Го 2 


ако је једнако, биће једнако, а ако је мање, мање. Како су 
А и Е једнакоструки мултиплуми ОД А и В, а 2 други про- 
извољни мултиплум, односиће се А према Г као В према Г. 

Тврдим још да је Г и према А и према В у истој размери. 

Заиста, помоћу истих конструкција доказујемо на сличан 
начин да је Д једнако Е, а 2 је нека произвољна величина. 
Онда ће 2, ако је веће од 4, бити веће и од Е, ако је јед- 
вако, бити једнако, а ако је мање, бити мање. И 2 је мулти- 
плум од Глад и су неки други произвољни једнакоструки 
мултиплуми од А и В. Према томе је Г према. А, као Г 
према В. 

На овај начин, једнаке величине су према истој величини 
у истој размери и иста величина је према једнаким величинама 
у истој размери.7 


Последица 


Одавде је јасно, да ако су величине проперционалне; оне 
су пролорционалне | иу обрнутим. размерама. А то је требало 
доказати. и 

| 8. , + 
Од неједнаких величина већа је у већој размери према 
једној истој величини него мања, а иста величина. у. већој раз- 
мери према мањој него према већој.. 

Нека су АВ и Г неједнаке величине и АВ већа, а Д нека 
произвољна величина. Тврдим, да је АВ у већој размери према 
А, него што је Г према 4 и да је Д у већој размери према 
Г. него према АВ. 

Заиста; како је АВ веће. од Г, ветру ни имо у ВЕ једнако 
Г; величина,.мања од величина АЕ.и ЕВ, настављена више 
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пута даје. најзад мултиплум већи од 4. Нека је, прво, АЕ 
мање од ЕВ; наставимо АЕ више пута и нека је њен мулти- 
плум 2 већи од 4; начинимо исто толике мултиплуме НО 
од ЕВ и К од Г, колики је 28 мултиплум од АЕ; и узмимо 
А двоструко од 4, М троструко и тако даље, повећавајући 
за јединицу, до првог мултиплума од- 4 већег од К. Нека, 


први већи од.К, буде четвороструки мултиплум М од А. 


јЕ Е 5 | а Е ;- 

Гг ! РВ 

НИ ПН о ШИН НЕ РВЕЗВНУ 
Кој : КЕ т-— 

Ја 4:— 

А СЕ И оисиј 

Мо | МО н 
Ме МА 


Ако је сад К мање од тог првог већег мултиплума М, 
онда К није мање од М. И колики су 2 од АЕ и НО од ЕВ 
једнакоструки мултиплуми, биће исто толики једнакоструки 
мултиплуми 24 од ДЕ и 26 од АВ. Једнакоструки су мул- 
типлуми и 2 од АЕ и К одгГ. Према томе су једнакоструки 
мултиплуми и 28 од АВикК одгГ. На тај начин су игдик 
једнакоструки мултиплуми од АВиГ.4А како су НО од ЕВ 
и К од Г једнакоструки мултипљуми; а ЕВ је једнако Г, биће 
и Нд једнако К. Но К није мање од М, значи ни НО није 
мање од М. Али је 2 веће од 4, што. значи да је 20 веће 
од А и М узетих заједно. Међутим су А и М, заједно узети, 
једнаки М, јер је М троструко А, па Ми Д заједно чине 
четвороструко 4, а и М четвороструко 4, те су према томе 


М и 4 заједно једнаки М. Али је 20 веће од збира Ми Д,. 


те је 20 веће од-М, но К није веће од М. И.270 и К су 
једнакоструки мултиплуми од АВиГ, а М од 4 је други 
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произвољни мултиплум. Према томе је АВ према 4 у већој 
размери него Г према 4. 

Тврдим још да је ду већој размери према Г него 4 
према АВ. 

Заиста, помоћу истих конструкција и на сличан начин 
доказујемо да је М веће од К, но М није веће од 20. Али 
М је мултиплум од 4, а 28 и К су други произвољни мул- 
типлуми од АВ и Г. Према томе је размера Д према Г већа 
од размере Д према АВ. 

Нека буде сад ДЕ веће од ЕВ. Мања од ових ЕВ настављена 
више пута даје најзад мултиплум већи од 4. Наставимо ЕВ 
више пута и нека буде НЈе мултиплум од ЕВ већи ода. 
Начинимо исто толике мултиплуме 2 од АЕ и К од Г, колики 
је На мултиплум од ЕВ. Исто тако доказујемо и да су 20 
и К једнакоструки мултиплуми од АВ и Г. На сличан начин 
узмимо М мултиплум од 4, први већи од 21. На тај начин 
опет 2 није мање од М. Међутим је НО веће од 4, те је 
према томе цело 20 веће од збира 4 и М, тј. од М. Нок 
није веће од М, јер ни 2, које је веће од На, а ово је 
једнако К, није веће од М. И на сличан начин, као и горе, 
доводимо доказ до краја. _ 

На овај начин, од неједнаких величина већа је у већој 
размери према једној истој величини него мања, а иста вели- 
чина у већој размери према мањој него према већој. А то је 
требало доказати, 


9; 


Величине, које су према истој величини у истој размери, 
једнаке су међу собом, и величине према којим је иста вели- 
чина у истој размери једнаке су. 

Нека је свака од величина А и В Абн= 
у истој размери према величини Г. Твр- 
дим да је А једнако В. 

Заиста, ако то није тако, онда А и В не би биле у истој 
размери према Г, међутим јесу, што значи да је А једнако В. 

'Нека је, даље, величина Г према свакој од величина А 
и В у истој размери. Тврдим, да је А једнако В. 

Заиста, ако не би било тако, онда Г не би било у истој 
размери према А ив, а оно јесте, што значи да је А једнако В. 


Га 
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На овај начин, величине, које су. према истој величини 
у истој размери, једнаке су међу собом, и величине према 
којим је иста величина у истој размери једнаке су. А то је 
требало доказати," 


10. 


Од две величине, које су у размерама према истој вели- 
чини, она је већа чија је размера већа; и она величина према 
којој је иста величина у већој 
размери мања је. 
А 8—— |. Нека је А према Г у већој 
МЕ он ааотаоае. размери него В према Г. Тврдим 
| да је А веће од В. 
Ако то. није тако, онда је или А једнако В или мање од 
В. Но А, разуме се, није једнако В, јер би свака од величина 
А и В била у истој размери према Г, а оне нису. Према томе 
А није једнако В. Али А није ни мање од В, јер би тада А 
било у мањој размери према Г, него што је В- према Г, а оно 
није; према томе А није мање од В. А доказали смо да оно 
није ни једнако. Дакле А је веће од В. 
Нека сад размера Г према В буде већа од“ ПНЕ Г 
према А. Тврдим да је В мање од А. 
Ако то није тако, онда је оно или једнако или веће. Ро. 
В, разуме се, није једнако А, јер би тада Г било у истој раз- 
мери према А и В, а оно није. Према томе А није једнако В. 
Но В није ни веће од А, јер би тада Г било према В у мањој 
размери него према А, што није; према томе В није веће од-А. 
А доказали смо да оно није ни једнако. Дакле В је мање од А. 
На овај начин, од две величине, које су у размерама 
према истој величини, она је већа чија је размера већа; и она 
величина "према којој је иста величина у. већој размери мања 
је. А то је требало доказати.“ 


п. 


Две размере једнаке једној истој размери једнаке су 
међу собом. 

Нека је А према В, као Г према ћ, и Г према А, као Е 
према 2. Тврдим, да је А према В као Е према 2 
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Заиста, узмимо од А, Г, Е једнакоструке мултиплуме Н, 
6, К, а од В, А, 2 друге, произвољне, једнакоструке мулти- 
плуме А, М, К. 


В—— д— 2 
ша ај 
А Ми 


Како је међутим А према В, као Г према А, а од АигГ 
су једнакоструки мултиплуми Ни 6, од Вид опет други, 
произвољни, једнакоструки мултиплуми А и М, биће, ако је 
Н веће од Л, и д веће од М, ако је једнако — једнако, а 
ако је мање — мање. Даље, како је Г према 4, као Е према 
2, а од Г и Е су једнакоструки мултиплуми Ди К,аода 
и 7. опет други, произвољни, једнакоструки мултиплуми Ми 
М, биће, ако је О веће од М, и К веће од М,зако је једнако 
— једнако, а ако је мање — мање. Али, ако је О веће од М, 
веће је и Н од Л, ако је једнако — једнако, ако је мање — 
мање. Значи, ако је Н веће од Л, онда је и К веће одмМ, 
ако је једнако — једнако, ако је мање — мање. Но Ни К 
су једнакоструки мултиплуми од Анија Ли М су други, 
произвољни, једнакоструки мултиплуми од В и2. Према томе 
А према В је као Е према 7. И 

На овај начин, две размере једнаке једној истој размери 
једнаке су међу собом. А то је требало доказати.32 


12. 


Ако је неколико пропорционалних величина, онда је једна 
од претходних према једној (одговарајућој) од наредних, као 
збир свих претходних према збиру свих наредних. 

Нека су А, В, Г, А, Е, 2 неколико пропорционалних 
величина; и нека је А према В, као Г према Д и као Е према 
2. Тврдим да је А према В, као и збир одаА, Г, Е према збиру 
од В,А, 2. 

Заиста, начинимо од А, Г, Е једнакоструке мултиплуме 
Н, а, К, а одв, Д, 27 друге, произвољне, једнакоструке 
мултиплуме А, М, М. 
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Како је А према В, као Г према 4, и као Е према 2, а 
од А, Г, Е су једнакоструки мултиплуми Н, 6, Киод ЊА, 
2, су други, произвољни, једнакоструки мултиплуми 2, М, М, 
онда ће, ако је Н веће од А, бити и 8 већеодм,икК од 
М, ако је једнако — једнако, ако је мање — мање. Исто 
тако, ако је Н веће од ЛА, биће и збир Н, Ди К већи од 
збира А, М и М, ако је једнак, биће једнак, ако је мањи — 


А —— Г——— Ен 
8 4— 2— 
Ни 7 А 
0 М 

Ду КМ 


мањи. Дакле, Н одаА и збирн, д и К од збира А,Г и Е су 
једнакоструки мултиплуми, јер ако су неколико величина 
једнакоструки мултиплуми од исто толико других неких вели- 
чина, и то свака од одговарајуће, биће и збир првих величина 
исте вишеструкости мултиплум збира других величина. Из 
истих разлога су како Л, тако и збир Л, Ми М једнакоструки 
мултиплуми од В односно од збира В, / и 2. Према томе, А 
према В је, као збир А, Г и Е лрема збиру В, ДА и 2. 

На овај начин, ако је неколико пропорционалних величина, 
онда је једна од претходних према једној (одговарајућој) "од 
наредних, као збир свих претходних према збиру свих наред- 
них. А то је требало доказати.33 


13. 


Ако је прва (величина) према другој у истој размери, 
као трећа према четвртој, а размера треће према четвртој 
већа од размере пете према шестој, биће и размера прве према 
другој већа од размере пете према шестој. 

Нека прва А буде према другој-В у истој размери као 
трећа Г према четвртој 4, а размера треће Г према четвртој 


А нека буде већа од размере пете Е према шестој 2. Тврдим, | 


да је размера прве А према другој В већа од размере пете Е 
према шестој 2. 
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Заиста, уколико постоје једнакоструки мултиплуми од Г 
и Е, и други, произвољни, једнакоструки мултиплуми ода и 
27, онолики да мултиплум од Г буде већи него мултиплум од 


А ПА Е — 


в— 4 —— 27 — 
Мт 

Му 

[== 
ки 
а 
Аш 


ДА, а мултиплум од Е да не буде већи од мултиплума од 2 
узмимо их; затим нека су Н и О једнакоструки мултиплуми 
обдГикбакил други, произвољни мултиплуми ода и 2, 
и нека је Н веће од К, а 8 да није веће од ЛА; и даље, нека 
мултиплум М од А буде онолики, колики је мултиплум Н од 
Г и мултиплум М од В онолики, колики је мултиплум К од А. 

Како је онда А према В, као Г према 4,а одА и Г су 
једнакоструки мултиплуми Мин, а одвВи 4 опет други, 
произвољни, једнакоструки мултиплуми М и К, биће, ако је 
М веће од М, и Н веће од К, ако је једнако, биће једнако, 
ако је мање — мање. Међутим је Н веће од К, те је према 
томе и М веће од М. Но О није већа од А. Како су Ми од 
једнакоструки мултиплумиодА и Е,а М и 2 други, произ- 
вољни, једнакоструки мултиплуми од Ви 2, биће према 
томе размера А према В већа од размере Е према 2. 

На овај начин, ако је прва (величина) према другој у 
истој размери, као трећа према четвртој, а размера треће 
према четвртој већа од размере пете према шестој, биће и 
размера прве према другој већа од размере пете према ше- 
стој. А то је требало доказати,“ 


14. 


Ако је размера прве (величине) према другој једнака 
размери треће према четвртој, а прва (величина) је већа од 
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треће, биће и друга већа од за а ако је једнака, биће 
једнака, ако је мања — мања. 

Нека размера прве А према другој в 654 једнака раз- 
мери треће Г према четвртој 4А,и4 веће од Г. Тврдим, да 
је и В веће од А. 


А | гр 
8—————— = 4— 

Заиста, пошто је А веће од Г, а В је нека друга вели- 
чина, биће размера А према В већа од размере Г према В. 
Но размера А према В је иста као и размера Г према А. 
Зато је и размера Г према А већа од размере Г према В. 
Иста величина је у већој размери према мањој величини. На 
тај начин је А мање од В, а то значи да је В веће од А. 

На сличан начин доказује се да ће, ако је А једнако Г, 
и В бити једнако '4, и ако је А мање од Г, бити и В 
мање 'од А. 

На овај начин, ако је размера прве (величине) према 
другој једнака размери треће према четвртој, а прва (вели- 
чина) је већа од треће, биће и друга већа од четврте, а ако 
је једнака, биће једнака, ако је мања — мања. А то је тре- 


бало доказати.35 
15. 


Делови стоје према својим једнакоструким мултиплу- 
мима у истој размери, ако се узму одговарајућим редом. 


н (Јј 


АШ 8 ГП 
к л Нек 
ДЕ _ 2— 


Нека су: АВ од Г и ДЕ од 2 једнакоструки мултиплуми. 
Тврдим, да је размера Г према 2 једнака размери АВ према ДЕ. 

Заиста, ако су АВ од Ги ДЕ од 2. једнакоструки мул- 
типлуми, онда колико се пута Г буде садржало у АВ, то- 
лико ће се пута и 2 садржати у ДЕ. Поделимо АВ на де- 
лове АН, НО, ОВ једнаке Г и ДЕ на -делове–ДАК, КА, ЛЕ 
једнаке 2. Број делова АН, На, ОВ једнак је броју делова 
АК, КА, ЛЕ. И пошто су АН, На, ОВ међусобно једнаки, 
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а и ДК, КА, ЛЕ међусобно једнаки, биће и АН према АК, као 
НО према КЛ, и ОВ према ЛЕ. А пошто, као што је један 
од претходних према једном од наредних, и збир свих прет- 
ходних је према збиру свих наредних, значи да ће и АН 
према АК бити као и АВ према ДЕ. Но АН је једнако Г, 
а АК једнако 2, па је, према томе, Г према 2 као АВ према ДЕ. 

На овај начин, делови стоје према својим једнакостру- 
ким мултиплумима у истој размери, ако се узму одговара- 
јућим редом. А то је требало доказати,зе 


Е 16, 
Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и 
пермутоване пропорционалне. 


А—— Г— 
в—— · 4д— 

| на Ноћ 
2 а 


Нека су А, В, Г, А четири пропорционалне величине: 
А према В, као Г према 4. Тврдим да су оне и пермутоване 
пропорционалне: А према Г, као В према 4. 

Заиста, начинимо од А и В једнакоструке мултиплуме Еи 
2, а од Г и А друге, произвољне, једнакоструке мулти- 
плуме Ни 8. 5 

И пошто су Е одаА и 2 од В једнакоструки мултиплуми, 
а делови су према својим једнакоструким мултиплумима 
у истој размери, биће А према В, као Е према 2. Али како 
је А према В, као Г према А, бићеиГ према Д, као Е према 
2. Даље, пошто су Ни О једнакоструки мултиплуми од Г 
и 4, биће Г према 4, као Н према 0. А како је Г према 
4, као Е према 2, биће и Е према 2, као Н према 08. Но, 
ако су четири величине пропорционалне, а прва већа од 
треће, биће и друга већа од четврте, а ако је једнака, биће 
једнака, а ако је мања — мања. Према томе, ако је Е веће 
од Н, биће и 2 веће од 0, а ако је једнако, биће једнако, а 
ако је мање — мање. А како су Е и 2 једнакоструки мулти- 
плими од Аив, а Ни О одгГ и 4 други, произвољни 
мултиплуми, биће А према Г, као В према 4. 
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На овај начин, ако су четири величине пропорционалне, 
оне ће бити и пермутоване пропорционалне. А то је требало 
доказати, 

17. 


Ако су величине, узете заједно, пропорционалне, оне су 
пропорционалне и одвојено узете. 


: 2 
РНШНН. БЕИ Ги 
| (2 к | о 
(а о аи 


Нека су величине АВ, ВЕ, ГА, 42, узете заједно, про- 
порционалне, наиме АВ је према ВЕ, као ГА према 42. Тврдим, 
да су оне пропорционалне и одвојено узете, нанме ДЕ је према 
ЕВ, као Г2. према ,47. 

Заиста, образујмо од АЕ, ЕВ, Г2, 24 једнакоструке 
мултиплуме На, ак, АМ, МКМ а од ЕВ и 24 друге, произ- 
вољне мултиплуме КЕ и МП. 

И пошто су НО од АЕ, а ОК од ЕВ | једнакоструки мулти- 
плуми, биће НО од АЕ и НК од АВ једнакоструки мултиплуми. 
И пошто су НО од АЕ и АМ од Г2, једнакоструки мултиплуми, 
биће и НК од АВ и АМ од Г7 једнакоструки мултиплуми. 
Даље, пошто су АМ од Г2 и ММ од 24 једнакоструки мул- 
типлуми, биће и АМ од Г2 и ЛАМ од ГА једнакоструки 


мултиплуми, а опет АМ од Г2 и НК од АВ су једнакоструки_ 


мултиплуми, па ће према томе бити и НК од АВ и АМ од 
ГА једнакоструки мултиплуми. Према томе су НК и АМ 
једнакоструки мултиплуми од АВ и ГА. Даље, пошто су ОК 
од ЕВ и ММ од 24 једнакоструки' мултиплуми, а КЕ јед- 
накоструки мултиплум од ЕВ као и МП од 24, биће и зби- 
рови 85 и МП једнакоструки мултиплуми од ЕВи од 24. 
Но како је АВ према ВЕ, као ГА према 42 а од АВ и ГА 
су образовани једнакоструки мултиплуми НК и АМ, а од ЕВ 
и 24 опет једнакоструки мултиплуми О: и МП, биће, ако 
је НК веће од О:, и АМ веће (од МП, ако је једнако — 


једнако, ако је мање — мање. Нека НК буде веће од дЕ, 


биће, после одузимања заједничког ОК, и НК веће од КЕ. 
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Али, ако је НК веће од ОЕ, биће и АМ веће од МП. Према 
томе је и АМ веће од МП, те ће, после одузимања заједнич- 
ког ММ, бити и ЛАМ веће од МП. Али ако је НО веће од 
КЕ, биће и ЛМ веће од МП. На сличан начин доказује се, 
да ће, ако је НО једнако КЕ, бити једнако и АМ величини 
МП, а ако је мање, биће мање. НЗ и АМ су једнакоструки 
мултиплуми од АЕ и Г2, а КЕ и МП други, произвољни 
једнакоструки мултиплуми од ЕВ и 24. Према томе је АЕ према 
ЕВ као Г2 према 24. ; 

На овај начин, ако су величине, узете заједно, пропор- 
ционалне, оне су пропорционалне и одвојено узете. А то је 
требало доказати.» 


18. 


Ако су величине, узете одвојено, пропорционалне, оне 
су пропорционалне и заједно узете. Е 

Нека су одвојене величине ДЕ, ЕВ, АРн=—И—== 8 
Г2, 24 пропорционалне, наиме АЕ је н 
према ЕВ, као Г2 према 24. Тврдим, 7 4 
да су и заједно узете величине пропор- 
ционалне, наиме АВ је према ВЕ, као ГА према 24. 

Ако АВ није према ВЕ као ГА према 47, већ је АВ 
према ВЕ као ГА према некој величини, која је било мања 
било већа од 47. | · | 

Нека буде, прво, према мањој ДН. Али тада је АВ према 
ВЕ као ГА према АН, то. значи пропорционалне су величине 
узете заједно; према претходној теореми пропорционалне су 
и величине узете одвојено. На тај начин је АЕ према ЕВ као 
ГН према НА. Међутим, по претпоставци је АЕ према ЕВ, као 
Г2 према 24. Значи ГН је према НА, као Г2 према 24. Прва 
величина ГН је већа од треће величине Г2. Према томе је и 
друга величина НА већа од четврте величине 24. Али је и 
мања. А то је немогуће. Дакле АВ није према ВЕ, као ГА 
према величини мањој од 24. На сличан начин се доказује 
да није ни према већој. Значи да је према њој самој. 

_ На овај начин, ако су величине, узете одвојено, про- 
порционалне, оне су пропорционалне и заједно узете. А то 
је требало доказати," 
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19. 


Ако је цело према целом, као умањилац према умањи- 
оцу, онда је и остатак према остатку, као цело према целом. 
Нека је цело АВ према целом ГА, као умањилац АЕ према 
умањиоцу Г2. Тврдим, да је и остатак ЕВ према остатку 
24, као цело АВ према целом ГА. 


А ——————ш8 


а | 

Пошто је АВ према ГА, као АЕ према Г2, онда важи 
и пермутована пропорција, наиме: ВА је према ДЕ, као АГ 
према Г2. И пошто, ако су величине, узете заједно, пропор- 
ционалне, оне су пропорционалне и одвојено узете, биће ВЕ 
према БА, као 42 према Г7, и пермутовано: ВЕ је према 
47, као ЕА према 27. Али по претпоставци АЕ је према Г2, 
као цело АВ према целом ГА. На тај начин остатак ЕВ је 
према остатку 24, као цело АВ према целом ГА. 

На овај начин, ако је цело према .целом, као умањилац 
према умањиоцу, онда је и остатак према остатку, као цело 
према целом. [А то је требало доказатиј. 

[И пошто је доказано, да је АВ према ГД, као ЕВ. према 
ТА, и, пермутовано, АВ је према ВЕ, као ГА према 2, змачи 
да су пропорционалне величине, узете заједно, а доказали 
смо да је ВА према АЕ, као АГ према Г2, а то је превртање 
(претходне пропозиције)). 


Последица. _ 
Из овог је јасно, да ако су пропорционалне величине 
узете заједно, онда важи и преврнута пропорција. А то је 
требало доказати.“ 


20. 


Ако су три величине и друге, у истом броју, узете по 
две, у истој размери и од једнако удаљених прва је већа 
од треће, биће и четврта већа од шесте, а ако је.једнака, 
биће једнака, а ако мања — мања. 

Нека су дате три величине А, В, Г и друге, у истом 
броју, 4, Е, 2, узете по две, и истој размери, наиме, А је 


29 


према В, као ДА према Е, и В према Г, као Е према 2 
и од једнако удаљених нека је А веће од Г. Тврдим, да ћеи 
д бити веће од 2, а ако је једнако, биће једнако, а ако 
мање — мање. | 


А 8—— _ г-—= 
А — Е ——— 2 


Заиста, нека је А већеодгГ,а В је нека друга величина 
(иста за две размере), тада је од неједнаких величина већа 
гу већој размери према једној истој величини него мања, и 
према томе је размера А према В већа од размере Г према 
В. Али А је према В, као Д према Е, и, после узимања 
обрнутих размера, Г је према В, као 2. према Е. Према томе 
је размера 4 према Е већа од размере 2 према Е. Али вели- 
чина (4), која је у већој размери према истој величини (Е), 
већа је и према томе је Д веће од 2. На сличан начин до- 
казује се да ако је А једнако Г, бићеини 4 једнако 2, а ако 
је мање — мање. 

На овај начин, ако су три величине и друге, у истом 
броју, узете по две, у истој размери и од једнако удаљених 
прва је већа од треће, биће и четврта већа од шесте, а ако 
је једнака, биће једнака, а ако мања — мања. А то је тре- 
бало доказати.“ 


21. 


Ако су три величине“и друге, у истом броју, у истој 
размери, али у поремећеној пропорцији и од једнако удаљених 
прва величина је већа од треће, биће и четврта већа од шесте, 
ако је једнака, биће једнака, а ако мања — мања. 


А 2——————— 
Ви СЕ 
Г———__ 2— 
Нека су три величине А, В, Г и друге, у истом броју, 


узете по две, у истој размери, али у поремећеној пропорцији, 
наиме, А је према В, као Е према 2, и В према Г, као Д према 
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Е и од једнако удаљених А је веће од Г. Тврдим, да ћена 
бити веће од 2, ако је једнако, бити једнако, а ако мање — мање. 
Заиста, пошто је А веће одГ,а В је нека друга величина 
(иста за две размере), биће размера А према В већа од размере 
Г према В. Али А је према В, као Е према 2, и, после узи- 
мања обрнутих' размера, Г је према В, кго:Е према А. На тај 
начин размера Е-према 2 је већа од размере Е према А. Али 
величина, према којој је иста величина у већој размери, мања 
је: Према томе је 2 мање од А, па значи 4 је веће од 2. На 
сличан начин доказује се да ако је А једнако Г, биће ни А 
једнако 2, а ако. је мање — мање. СЕ 
_ На овај начин, ако су три величине и друге, у истом 
броју, у истој размери, али у поремећеној пропорцији и од 
једнако удаљених прва величина је већа од треће, биће и 
четврта већа од шесте, ако је једнака, биће једнака, а ако 
мања — мања. А то је требало доказати,“2 


22, 


Ако су дате неке величине у произвољном броју и друге | 
у истом броју, које су, узете по две, у истој размери, онда 
су и једнако удаљене у истој размери. 


А 8 —— | а 
а-——— Ељ— 2 
НК и 
(Ги а А М 


Нека. су А, В, Г неке величине, а.д, Е, 2, друге у истом | 
броју и, узете по две, су у истој размери, наиме А је према 
В као 4 према Е, и В према Г, као Е према 2. Тврдим, да 
су и једнако удаљене у истој размери. Е 

Заиста, начинимо од А и 4 једнакоструке мултиплуме 
Ни д, а одвВ и Е друге, произвољне једнакоструке мулти- 
плуме Кил, и од Ги 2. друге, проазвољне једнакостуке мул- 
типлуме Ми М. 

· И пошто је А према В, као 4 према Е, а од А и 4 су 
образовани једнакоструки мултиплуми Ни ад, заодвВиЕ 
други, произвољни једнакоструки му лтарлуми К и Л, онда. 
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је Н према К, као О према А. Из истих разлога следује да 
је К према М, као ЛА према М. На тај начин, пошто постоје 
три величине Н, К, М и друге 4, /, М, у истом броју, а 
узете по две су у истој размери, онда, ако је Н веће од М, 
биће, као једнако удаљени, и 8 веће од М, ако је једнако, ' 
биће једнако; а ако мање — мање. И пошто су Нин а јед- 
накоструки мултиплуми одАнЉљјлам и М други, произ- 
вољни једнакоструки мултиплуми од Г и 2, биће А према 
Г, као Д према 2. 

На овај начин, ако су дате неке величине у произвољ- 
ном броју и друге у истом броју, које су, узете по две, у 
истој размери, онда су и једнако удаљене у истој размери. 
А то је требало доказати.“ 


23. 


Ако су дате три величине и друге у истом броју, које 
су, узете по две, у истој размери, а за њих важи поремећена 
пропорција, биће и једнако удаљене у истој размери. 


А В Гљ-— 
5Д—— Е— | 2-— 
А ваше арсасаси зашваљавне | пакао аававака славекае (дада как: 
Ко М = Ми 


Нека су А, В, Г три величине и А, Е, 2 друге, у 
истом броју, које су, узете по две, у истој размери, а за 
њих важи поремећена пропорција, наиме, А је према В, као 
Е према 2, и В према Г, као Д према Е. Тврдим, да је А 
према Г, као А према 2. 

Образујмо од А, В, Д једнакоструке мултиплуме Н, 
ад. К, а од Г, Е, 2 друге, прозвољне једнакоструке, мулти- 
плуме 4, М, ХК. 

Пошто су Н и 8 једнакоструки мултиплуми ОДА и В, 
а делови су према својим једнакоструким мултиплумима у 
истој размери, биће А према В, као Н према 0. Из истих 
разлога је и Е према 2, као М према М. Међутим, А је 
према В, као Е према 2. М према томе Н је према 8, као 
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М према М. И пошто је В према Г, као А према Е, биће 
и, пермутовано, В према 4, као Г према Е. А пошто су 
д и К једнакоструки мултиплуми од В к 4, а делови 
су према својим · једнакоструким мултиплумима у,истој раз- 
мери, биће В према Д, као Д према К. Али В је према 


д, као Г према Е. И према томе О је према К, као _ 


Г. према Е. Даље, пошто су А и М једнакоструки мулти- 
плуми од Ги Е, Г'је према Е, као Л према М. Али Г је 
према Е, као 8 према К. Према томе је 8 према К, као 4 
према М, и, пермутовано, 8 је према А, као К:према М. 
А доказали смо да је.Н према. 8, као М према.М. На тај 


начин, пошто су Н, д, А три величине и К, М, М друте, | 


у истом броју, које су, узете по две, у истој размери, а за 
њих важи поремећена пропорција, биће и за једнако уда- 
љене, ако је Н веће од 2, и К веће од М, ако је једнако, 
биће једнако и ако мање — мање. А Н и К су једнакоструки 
мултиплуми о Аи да лим од Г и2. Према томе, 
А је према Г, као 4 према 2. : 

На овај начин,'ако су дате три величине и друге у 
истом броју, које су, узете по две, у истој размери, а за 
њих важи поремећена пропорција, биће и једнако удаљене 
у истој. размери. А то је требало доказати.“ 


Ако је прва (величина) према другој у истој размери 
као трећа према четвртој, а пета је према другој у истој 
размери као шеста према четвртој, биће и збир прве и пете 


према другој. у ·истој безизри као збир: треће и шесте 


према четвртој,: · 
. ба: Нека је прва. АВ према 
другој Г, као трећа ДЕ пре- 
и, ма „четвртој 2, а пета ВН 
„.. „према. другој Г, као шеста 
ЕО према четвртој 2. Твр- 
„ „им, да је збир прве и: пете, 
„АН, према. „другој Ј, као 
збир треће и. шесте, 40, 

· _„према четвртој 2. 
Занета: пошто је. "ВН према . Г, „као. ЕВ према 5; биће, 
обрнуто, Г према ВН као 2 према ва. На тај начин, пошто 
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је АВ према Г, као ДЕ према 2 и Г према ВН, као 2 према 
ЕО, биће и за једнако удаљене: АВ према ВН, као ДЕ према 
ЕО. А пошто,:ако су величине, узете одвојено, пропорцио- 
налне, оне су пропорционалне и заједно узете, биће АН према 
НВ, као ДО према ОВЕ. Међутим, ВН је према Г, као ЕО 
према 2. Према томе и за једнако удаљене имамо: АН је 
према Г као Д0 према 2. о 

На овај начин, ако је прва (величина) према другој у 
истој размери као трећа према четвртој, а пета је према дру- 
гој у истој размери као шеста према четвртој, биће и збир 
прве и пете према другој у истој размери као збир треће и 
шесте према четвртој. А то је требало доказати,“ 


25. 


Ако су пропорционалне четири величине, онда је збир 
највеће и најмање већи од збира две остале. _ 

Нека су четири величине 
АВ, ГА, Е, 2 пропорционалне, Н 
наиме, АВ је према ГА, као Е ЕЈ опвесавсакасасасљ--. 


према 2, и нека је АВ највећа уд пн НИ 
од њих, а најмања 2. Тврдим 9 
да је збир АВ и 2 већи од ГО ни 4 
збира ГД и Е. 

Заиста, нека буде АН јед- 
нако Е и ГО једнако 2. 

Пошто је АВ према ГА, као Е према 2, а Е је једнако 
АН, и 2. једнако ГО, биће АВ према ГА као АН према ГО. 
И пошто је цело АВ према целом ГА, као умањилац АН према 
умањиоцу ГО, биће и остатак НВ према остатку 64, као цело 
АВ према целом ГА. Али АВ је веће од ГА, према томе и 
НВ је веће од ОА. А пошто је АН једнако Е, а ГО једнако 
2, биће и збир АН и 2. једнак збиру ГО иЕ. И стога, ако 
се [неједнаким додате једнаке, онда су и целе неједнаке, дакле, 
ако сеј неједнаким НВ и 04, при већем НВ, првој дода збир 
АН и 7, а другој збир Га иЕ, онда ће и збир АВ и 2 бити 
већи од збира ГА нЕ. 

На овај начин, ако су пропорционалне четири величине, 
онда је збир највеће и најмање већи од збира две остале. А 
то је требало доказати,%% 


У ЗИ аменвиикатакка. 


КОМЕНТАР 


Пета књига Еуклидових елемената посвећена је, као што 
смо навели у предговору, теорији размере, пропорције и про- 
порционалности више самерљивих величина. Садржај ове 
књиге битно се разликује од садржаја претходне четири књиге. 
Претходне књиге су имале чисто геометриски карактер, пета 
књига је аритметичка, у Њој се тумачи однос величина и то 
у случају пропорционалности. Ипак облик излагања и у тој 
књизи је геометриски, јер се све величине и везе између њих 
тумаче на дужима. 

У историји теорије пропорционалности могу се истаћи ове 
фазе: доеуклидски период, затим Еуклид, Еуклидови комен- 
татори, који су довели до аритметизације нарочито теорије 
пропорције. У последњој, савременој фази, треба нагласити 
поновни интерес за Еуклидову теорију. | 

Појам пропорције, односно пропорционалности, у .вези 
са сличношћу био је познат, без сумње, још у давној про- 
шлости у вези са архитектуром. Он се јасно испољио у ста- 
ром Египту. Примере размера са целим бројевима моЖемо 
видети на споменицима, на пирамидама и гробницама, например 
владара прве династије Менеса (Мена), који је живео око 
3200 г. пре наше ере и у чије време је било примљено хије- 
роглифско писмо. Према томе за то доба треба везати индук- 
тивни период тебрије пропорционалних величина и сличних 
слика. 
| Прелаз од индуктивног периода на научни, дедуктивни 
период, у почетку још доста магловит, припада углавном Пита- 
гори, коме се приписује и проналазак размере несамерљивих 
величина, затим Еудоксу са Книдоса (око 370 г. пре наше ере), 
ученику Платонове школе. Е 

Еуклид је у петој књизи формулисао теорију пропор- 
ционалних величина за случај самерљивих величина, а затим 
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је у десетој књизи извео теорију и за случај несамерљивих 
величина. Еуклидова теорија, нарочито за несамерљиве вели- 
чине, разуме се, не може се сматрати за правилно логички 
изведену дедуктивну теорију пропорционалних величина, јер, 
његовим дефиницијама размере можемо ставити исте замерке, 
као и дефиницијама тачке, линије, површине праве, равни 
и др. у првој књизи. Но, као што истине изнесене у првој 
књизи остају на снази и у данашње време, нису ни истине 
пете књиге изгубиле своју вредност. 

Еуклидова теорија размера и пропорција развијена. је 
на потпуно геометриској основи. На савременог читаоца, неу- 
пућевог у историски развитак геометриске и аритметичке 
теорије самерљивих и несамерљивих „величина, садржај чете 
књиге чини чудноват утисак. Зашто Еуклид, може запитати 
такав читалан, доказује и то понекад на доста компликован 
начин оне истине, које лако може потврдити ученик, рецимо, 
петог разреда гимназије2 Одговор на ово нштање је у томе 
што је његова теорија чисто геометриског карактера. За 
Еуклида је размера, рецимо, две дужи АВ.:Ср чисто геФ- 
метриски објект који нема никакве везе са размером бројева, 
рецимо, т:п. У овеј књизи Еуклид не уводи ни „бројне 
вредности размере“, ни операције са члановима продормије 
као са бројевима. То је битни карактер Еужлидове теорије. 

У тој теорији пета дефиниција, о једнакости размера, 
игра основну улогу и већина доказа теорема ове књиге 
састоји се у утврђивању пропорционалности величина на 
основу оног поступка који за такво утврђивање прописује 
та дефиниција. Треба стати на ту логичку основу и видети 
са каквом доследношћу Еуклид развија своју теорију. . 

Еуклидова теорија је ипак компликована И. гдомазна, 2 
при томе се заснива на дефиницијама размере, које у суштини 
немају тачан логички садржај. Меправљању ових логичких 
недостатака, углавном, био је посвећен рад Еуклидових комен- 
татора, који су тежили да израде „исправљеног Еуклида“. 
Рад Комен Оре углавном је завршен радом француске лако"), 


- 54, Ветегапа —. Пеуејорретешт зиг ја рате а а де 
рботе е. Рапз, 1767. 
АМ. Герепаге — Ејетеп5 де евошеше ауес дез појез. Рат, 1794. 


СВРЕ. Бастојх — Ебтепњ де кбоцејле де кбевје Сепсае ме 
Опабев Мабопз. Ра5, 1814. 
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која је поставила дефинитивну базу теорије пропорционално- 
сти у облику „аритметизације“ те теорије. _ | 
Аритметизацијом теорије пропорције била су решена 
многа питања те тебрије, нарочито са гледишта наставе тог 
дела елементарне геометрије, али је логичка структура те 
теорије имала још многа несавршена места. Са логичког гле- 
дишта ту теорију много је пречистио р. НИђел и његова 
школа. Ипак је Ниђеп-ово излагање теорије пропорционал- 
ности помоћу Разса!-ове теореме, са гледишта природе ствари, 
мало вештачког карактера. Савремена математика, нарочито у 
теорији ирационалних бројева и ирационалних размера тражи 
простије и природније решење у излагању теорије пропор- 
ционалности и поново се враћа на дубље тумачење Еуклидова 
посна наведана у чувеној петој дефиницији ове пете књиге. 


1 Због нарочитих тешкоћа при читању и разумевању и 
нарочито због доказа теорема ове књиге служићемо се, ради 
јасности, при тумачењу како. дефиниција тако и станова са 
доказима, савременим аритметичко-алгебарским језиком. 

Прва дефиниција се-односи на: везу између величина а 
и 6 у облику 


(1). | б = та, 


где је т цео број. већи од. јединице. Величина а је „део“ 
величине 2. с 

У овој дефиницији, реч „6, бр“ одговара, не само по 
својој етимолошкој. форми већ и по свом садржају, у потпу- 
ности појму „мера“, но. није у противречности ни са појмом 
„део“. Оно мишљење о смислу ове речи, које смо. изнели у 
коментару прве књиге, у, вези са тумачењем прве Еуклидове 
дефиниције те књиге, дефиниције „тачке, потврђује се у пот- 
пуности и овде. о 

2 У једначини (1) претходне примедбе величина ђ зове 
се мултиплум (од) величине а или, кратко, мултиплум од а. 
Реч „лоћатхаооу“, која се преводи са ти рје, Млећасћез, 
тићрје, кратное, уекганшк, преводимо са „мултиплум“. Упо- 
требили смо латинску реч, која је усвојена и у српском језику 
било у облику „мултиплум“ било у скраћеном облику „мул- 
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типл“ (Вујаклија). За страну реч, „мултиплум“ одлучили смо 
се из ових разлога. Прво, такав термин следује непосредно 
из саме грчке речи и из оних превода што смо навели. Друго, 
може се још говорити само о српској речи „садржалац“. Та 
реч, међутим, није прави еквивалент грчке речи, јер она озна- 
чава већ унапред постојање неке величине. која садржи друге 
величине, док је „холанХфоу“ уствари резултат умножавања, 
нешто што се тек добија. Стога је јасно да се реч „садржалац“ 
није могла употребити, а другог еквивалентног термина није 
било. Основно у разлици појма „садржалац“ и „мултиплум“ 
истог броја а је у томе што је садржалац дат, од њега се 
полази. и рачунском радњом дељења утврђује је ли садржалац, 
док је мултиплум — вишекратник нешто што није дато већ 
се добија као резултат рачунске. радње множења. У реченици 
„6 је садржалац од а“ примарно је ф а секундарно а. У рече- 
ници „б је мултиплум од а“ примарно је а а секундарно 2. 
Свакако се не може рећи „образовати једнакоструке садржаоце 
ода и б“, већ „једнакоструке мултиплуме од а и д“ и такво 
изражавање је основа Еуклидовог излагања. 

Еуклид, без нарочите дефиниције, често употребљава | 
израз та (оф поХјапката. Тај израз преводимо са „једнако- 
"струки мултиплуми“. Два мултиплума Ф, и #, са вредностима 


б, = 4), б, = та; 
су једнакоструки мултиплуми од а, односно а4,, ако је т, =7т,. 


„О Хбуж“ је реч која се у грчком језику употребљује, 
"можда, за највећи број разних појмова. У овој реченици она 
значи размера, однос. У класичној математици појам односа 
је био врло компликован и магловит. У овој, првој, дефини- 
цији наглашен је само смисао упоређивања једнородних (хо- 
могених) величина и то по количини. · | 

+ Ова, друга, дефиниција размере има више математич- 
ког карактера; она наглашава линеарну везу односа са вели- 
чинама из којих је размера састављена. Савременим матема- 
тичким језиком могли“ бисмо то овако формулисати: величине 
а, и а, су у размери, ако се' увек могу навести таква два 
цела броја т, и т, да буде. а 

туа, > а, | · ако је а, Са, 
и | а, < ту а. ако је а, > а, 
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У савременој логичкој структури математике сматра се 
да је у овој дефиницији постављен услов да величине а, и 
а, Еуклидове размере морају задовољавати Архимедову акси- 
ому. Навођењем ове особине размере Еуклид се, можда не- 
свесно, ограђује од односа оних величина, које поновљене 
произвољан број пута не могу дати величину већу од уна- 
пред утврђене величине. Као пример таквих величина слу- 
жио је код Грка угао између тангенте и, рецимо, лука 
кружне линије, такозвани „угао додира“ (упор. Коментар 
И књ. примедба 2'). 

5 Ова дефиниција једнакости размера је чувена по свом 
дубоком садржају и по улози коју је она одиграла, а и сад 
још игра, у логичком образложењу основа математике. Са- 
временим математичким језиком ту дефиницију можемо из- 
разити овако: 

Две размере а, :а; и а;:а, су једнаке, ако 

1. из неједнакости та, > па, следује неједнакост та; > па, 
и 2. из неједнакости та, <- па, следује неједнакост та; < па, 
и 3. из једнакости _ та,=1па, следује једнакост – та; = ла, 
и то, сва три услова, ма за које вредности целих бројева лип. 

Кратко формулисано: ако ма за које целе бројеве ти 
п из услова 


та, =па» · 


следују услови 


тад ==18, 


| 
тада имамо једнакост размера 
а,:а,=4;:8,. 


Треба обратити пажњу на то да код Еуклида размера 
две једнородне' величине још не претставља број. Тек је 
код Лежандра (1752—1834) била извршена дефинитивна арит- 
метизације геометрије. Свакој размери сад одговара један 
број, рационалан или ирационалан, и тек пошто је теорија 
ирационалних бројева постављена на чврсту основу добило 
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је и формулисање једнакости размера правилно логичко 
образложење. | | о 

• Интересантно је да је реч Фуслоуос (одговарајући, ана- 
логан) општег садржаја употребљена код Еуклида са специ- 
јалним значењем „пропорционалан“, а реч 7) Фухдоуби са зна- 
чењем математичког техничког термина „пропорција“. Тер- 
мини пропорција и пропорционалан су латинског порекла и 
уведени су много доцније. | | 

7 Ова дефиниција кратко се овако формулише: ако је 
ма за који сео број т 


та, > та, ; а та < та, 
биће 
ата, > 83: 04. 

8 У Неђегр-ову тексту ове дефиниције нема, док је 
други коментатори стављају, јер, изгледа, стоји у другим 
рукописима и одговара Еуклидову реду излагања. Да не бисмо 
отступали од Еуклидове нумерације, увели смо ову дефини- 
цију под поновљеним бројем са звездицом. Савремена елемен- 
тарна математика има две пропорције: аритметичку, у облику 
а, – а, = 6, –б,, и геометриску, у облику а;:а, = #,:6,. Код 
Еуклида се говори само о геометриској пропорцији. 

% Пропорције, како аритметичка тако и геометриска, могу 
бити дискрешне: а,—а,=а,—а, и а:а,=а;:а, са по четири 
| различита члана, и непрекидне: а, - а, = а, – а; И а,:8,==а,:а; са 
по три члана. У овој Еуклидово, дефиницији, где се говори 

о пропорционалности три величине, реч је о непрекидној 
·_ геометриској пропорцији. Из непрекидне аритметичке пропор- 


ције следује да је а,= 5 (и +аб) тј. имамо аришметшичку сре- 


дину крајњих чланова, а из непрекидне геометриске — геоме- 
Фриску средину: а,="а,а,. | 
19 Заиста, ако је а;:а,=а,:ау, биће 


2: 
027, 
а: = а: (а1:4,). 
· 1 


Ову особину, која се сад лако изводи аритметичким путем 
из дате непрекидне пропорције, Еуклид ставља као особину 
која карактерише непрекидну геометриску пропорцију. 
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У Еуклидову тексту за ову дефиницију употребљена је 
реч „тАбаос“, што значи двоструки. У примени на размеру 
то би дословно значило да имамо једнакост 


а,:а, =2 (а,:8,); 


међутим овакво тумачење те речи је у овом конкретном слу- 
чају погрешно, јер треба да стоји (а,:а;)=(а;:а,):. Овде смо 
отступили од буквалног превода.и употребили смо израз 
„двапут виша“, који тачно одговарају садржају текста, а у 
исто време не уноси аритметички појам квадрата, који је туђ 
Еуклидову духу теорије. пропорције. 

м У овој дефиницији се говори о продуженој геоме- 
триској пропорцији од три размере 


а, :а,=а, : д; =8: :4, 
са четири величине 41, 8,, а, а,. Из тих једнакости следује да је 
а, :04 = (а; га») , 


за ту њи везу употребили смо у преводу израз „три- 
пут виша“ 

И на 56 дефиницију треба проширити примедбу наве- 
дену у вези са претходном дефиницијом. Реч „трлАбоо“ 
нисмо превели са троструки, већ смо употребили, како смо 
казали, специјални израз: трипут виша (размера). 

У општем случају, ако имамо низ једнаких непрекидних 
пропорција 


МАПА реса ка вана веа 
ао о | ба «а 
можемо извести ову везу 
а;:а, = (а, : а —'. 
Заиста, после изједначавања сваке размере са првом 
добивамо низ једначина 


1" РИК ИК 1 а, 


— = = = у: .о.) == 


2» Р 
ду 02 46, 0548 ду 2,6,—1 


од којих после множења и скраћивања, долазимо до наведеног 
резултата. О том. резултату. Еуклид каже: жал Фе) #66 бројих | 
„и увек на сличан начин. 
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': Еуклид употребљава за одговарајуће чланове про- 
< ~ 


порције реч „ОрбХоуо“, коју остављам и у преводу, но мислим 
да је згодније задржати овај термин за неке специфичне ствари 
чисто геометриске природе, а за чланове пропорције употребити 
само неку реч изведену од глагола „одговарати“. 

13 У дефиницијама од 12 до 16 Еуклид говори о оним 
размерама које се могу поставити са четири величине 4), 
ду, ду а, од којих су величине а, и а; претходне, а д; и а, 
наредне; према томе две размере а;:а, и а;:а, треба сматрати 
као основне. У овим дефиницијама још нема говора о томе 
да се формирају такозване изведене пропорције. Постојање 
тих пропорција се утврђује нарочитим ставовима у овој књизи, 
а у дефиницијама се поставља само номенклатура одговара- 
јућих комбинација. 

Према томе од четири величине а,, а,, д;, а, можемо 
саставити две основне или редовне размере Е 


а,:а, и ага, 


Затим према и осталим дефиницијама ове размере 


Пермутоване 01:46 и 4;:а, 
ч _ Обрнуте а,: а, и . 4,: ба 
5 Састављене (а, +а,):а, и (а +а,):а, 
6 Растављене (а, – а,): а, |: (а; –а,):а, 
“  Преврнуте а;:(а, – 0) н ау:(4,– 84) 


Ову дефиницију би савременим језиком требало овако 
формулисати. џ 
Ако имамо два низа величина 


а, а...) 8, 


5, бр. б, 
и при томе су размере одговарајућих величина једнаке, тј. 
а,:б, = а):б, =04:0; =, . ле 0, бр 
онда је размера једнакоудаљених из првог низа а;:а, из 
другог 6;:б, | 
У почетку ове дефиниције стоји: ДАЛаор Хус Израз 


АЛооо познат је као специфички грчки израз. који значи „на 
истом отстојању“, те, према томе не може бити преведен ни 
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са: Метћа пл55 аиз дег Ојетсћћен (Нашн), ни са: „По равенству 
отношение“ (Мордухај-Болтовскои). Исто тако је без садржаја 
и латински (Неђегр), и италијански (Е. Еппдиез—М. Т. Таре- 
Пот) израз „ех аедпо“. 

19 У Неђегр-ову тексту, којим сам се служио, ове 
дефиниције нема. Узео сам је из Нашћ-ова немачког превода 
(1797) који се служио грчким текстом, у издању Роу. Огерог-а 
1703 г., и у упоређивао га са текстом Базелског издања 
Јо. Негуаршт-а 1533 г. Очигледно је оправдано присуство 
ове дефиниције: како се у наредној дефиницији говори о 
поремећеној пропорцији, треба прво објаснити каква је непо- 
ремећена, редовна пропорција. 

Дате су величине а,, а, а; и друге три величине 5,,#,, 
_бу Према дефиницији имамо ове две редовне пропорције: 

а,:ау=еђ,:6, и а,:а)=-,:б. 

29 Ова дефиниција сама по себи није јасна; она добија 
потпуно одређен садржај тек у вези са претходном дефини- 
цијом и са теоремом 21 ове књиге, где се она примењује. Од 
шест величина наведених у претходној дефиницији имамо ове 
две поремећене: пропорције: 

а,:а,=6,:бу и а,:аа=ђ;:ђ,. 

У тој Еуклидовиј дефиницији величине а, а, ај и ђ, 6, 

ф; имају ове називе: 


а, – претходна, – преостала, 
– наредна, .||| 2, – претходна, 
аа – преостала; 6, – наредна, 


На основу правила по коме се образују наведене про- 
порције неки преводиоци преводе грчку реч „Тетарауџвуо“ 
(неуредан, поремећен) са „унакрсни“ (Е!пе Нђегкгепгје Ргорог- 
Ноп — в., напр., С. Тћаег). 


У комекару ставова прво дајемо садржај става,. савре- 
меним математичким језиком, а затим доказ теореме са, углав- 
ном, Еуклидовим начином расуђивања, но. опет изражен 
савременом симболиком. Излагање ЗрШИНо кратко, без суви- 
шних речи са применом ознаке .::, која значи: следује. 
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ал Садржај !. теореме: 
а, = тб,, а, =>т0|, 
а а фа,=т (6, +6,). 


Ову теорему можемо сматрати као тумачење дистрибу- 
тивног закона номоћу операција са дужима. 


Доказ. | ду=тбу, а,="тба — зат=2 
би _ аз= ду аутедђу 
а, =6у 6, а,=6,+6; 
ај Фа, = (6, +6,) + (, +6,) 
аи +а =9(6, +6,)=" (6, +6). 
% базђ жај 2. теореме 
а, = та,, а; ="па; 
ау = та, а =па, 
а, "а = = ка, да + ав = ка, 
Доказ. За т=З3 и п=2 имамо 
а, =3а,, а; =>2а,; а; =3а, де =2а, 
а фај ==а, Фа, + 02 +8, + а, =54,, 
а фав=а,+а( + а, 40, +фа, = 58, 
а, аб == К8,, да + 86 = Ка, 
25 Садржај 3. теореме 
| = та, ду=та, 
па, = Ка, паз = Ка, 
Доказ. „ За те=д,п=>. 
а, =30;, аз==3а, 
га, = а, + а, = За, + За, = ба, 
га = а; + аа = За, + За, =ба, 
а, « Каз, срна 
– Садржај 4: теореме, Из 
а,:8,= 0: 41 
"ду су е ду: Ср 
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где су . 6, = та,, 6, = та; С, = па; Су=104.. 
Доказ. Од чланова дате пропорције 
(+) а,:)=05: 8, 
образујемо ове мултиплуме: 
б, = та, = 2а,, С, =па,= 34,, 
р, == тау = да, С, == па, =3а4. 
Од величина. б,, 6,, с,, с, образујемо нове мултиплуме: 
рбу = 25), рб,=2ђ,; фес = Зе, фу == ЗС», 
који имају вредности 
| рђ, = рта, = а,, рбу= рта, = 405, 
дс, = дпа, = да,, С; = дла, =98,. 


Како су то мултиплуми чланова основне пропорције 
(+), за њих вреде услови 
лата ха | ~ 


рта, = дпа,, рта; = дпа,, 
< 


а пошто те услове можемо написати и двако 
> >> 
рб, =д6,, рб,==д6;, 
< > 
видимо да, према 5. дефиницији, долазимо до проторције 
р,: с = 6,:С;. 
5 Садржај 5. теореме. Из 
4, = т6,, бу= тб; 
а, – а, = т(б, – 8,) или -тиб, ~ тр, = т(б, – 6.) 
и према томе одговара дистрибутивном закону за одузимање. 
Доказ. Ставимо 
8,0; > Мт 
оданле, восле: додавања чланова једначине: 


а, = Тбах. 
добијамо 
а, = т(б; + х). 
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Упоређивањем ове једначине са једначином 


а, = тр, 
долазимо до једначине 
6, + х =, 
из које следује 
х=р,— 


те, према томе, и једначина 


а, – а, =тб, ~ тбу ==т (6, – 6). 


# Садржај б. теореме. 


Ако је 
а, =тђ,, а,==тђ,; с,==пб,, С, = пбу, 
онда из 
а, == с, == кб, 
а, – с, = К6; 


где је К природни број који може бити и једнак јединици, 


Доказ 
|. Претпоставимо, прво, да је «= 1, дакле 


ду – С =6); 
треба доказати да је и 
а, – с, = #,. 
Ставимо 
а, –— с, =Х 


па ћемо имати: 
с, =п6,, С,==16», 
с + ид зЕЕ Кб,, Сг + % == К9,, 


С + 5, == Кђу, с, + х = кб, 
С; + 5, = Са +х, 


И. Слично се доказује кад је К различито од јединице. 


7 Садржај 7. теореме 


Ако је 
а, = а, П 


биће 
1. 8,:5 = а;:6, 
2. б:а,=6:а». 
1. Из 
4 = 8; 
та, = та,. 
Нека је пб произвољни мултиплум од #, тада из 
= 
та, =епђ 
< 
> 
ту == пд, 
< 


па, према 5. дефиницији, имамо 
а,:06 =4,:6. 
Слично се доказује и други део теореме. 


28 У вези са последицом треба учинити ову примедбу. 
У наведеном облику последица има овај садржај: из пропорције 


а:б =<:4 
следује пропорција 
б:а =а:с. 
„Међутим из доказане теореме следују ове пропорције: 
а,:р = 0,:6, 
б:а, = 8: ду 


које се односе на специјалну пропорцију са једнаким наредним 
односно претходним члановима. | 

Последица је тачна и у својој општој форми, али из 
доказане теореме следује њена тачност само за наведени спе- 
цијални случај. 

# Садржај 8. теореме. Из 

а:>. 
а:ст>б:с и с:б:>:а. 

Доказ. У доказу Еуклид разликује два. случаја, према 
вредности разлике а- 6. | 

|. Д4—2<06 


У овом случају се конструише мултиплум, рецимо, 
2(а - б) >. 

И, после непосредних расуђивања, која кратко можемо 
формулисати овако: 2(а - ћ) > с, га – 26 > 2, га:>26 + с, гаг>26, 
долазимо до закључка 

даг> 2. 


Ако још додамо једнакост 
Ас = 460, 


онда на основу дефиниције 7. неједнаких размера, изводимо 
неједнакост: ; 
а: с2>6: С. 
На сличан начин доказује се како други део теореме за 
овај случај, тако и случај |. кад је а–6:>6. | 


» Садржај 9. теореме 


1. Из а:б=аљ:ђ ' У: а, = а», 


2. Из б:а, = Е:а, 5 а, = 65. 


Доказ. Лако је разумљив из Еуклидова текста. 
“ Садржај 10. теореме 
1. Из а:бр>а:ђ ЗА а, > а, 
2. Из б:а, >б: а, МЕ: а, Са, 
Доказ. На основу претходних теорема Еуклид искљу- 
чује у сваком од наведених случајева две претпоставке: у 
првом претпоставке.а,=а, и а,Са, а у другом а,=а, и 
а > 85. 

3» Садржај 1. теореме. Из 

ау:да = с: с и бу:б)=<:С 
ага, ==6):6,. 

Ова теорема јасно показује да Еуклид није сматрао 
размеру ни за величину, ни за неки објект, јер би тада ис- 
тинитост теореме непосредно проистицала из прве аксиоме 
прве књиге: Они (објекти) који су једнаки истом (објекту) 
једнаки су међусобно. 

Доказ. Еуклид искоришћује дефиницију једнакости 
сваког датог пара размера, наиме 
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о > 
та, = па, тС == ПС 
< 
и тр, = пб,, тСл = ПС 
< 
и из тих услова изводи услове 
> > 
та, = Паз, · тб, = пб,, 
4 а < 


који доводе до једнакости „размера а 
а, :а,=6):б,. 
3 Садржај 12. теореме. Из 
а, :6,=а,:б,=.. „=ал: бал 
.'. (а, +фа,+.. ал) : (6, +6, +... + ба)=а; : 5, 
где : може имати вредности 1,2,...., пл. 


Доказ. И ову теорему Еуклид доказује непосредном 
применом ,5. дефиниције, образовањем једнакоструких мулти- 
плума. На овој теореми сасвим јасно се види колико теорија 
пропорције постаје једноставнија кад размеру сматрамо као 
количник два броја. У савременом доказу имамо: из 

а; :б=К 
.'. | а, == К6; 
о а, фа,+.. ај =К (6,+6, +... +6,) 


– а,+а, +... .+аћ паран 
о __фа+б„+.и.. 46, 6 
м Садржај 13. теореме. Из 
а, : 6 =04:8, б; : 0,:>8, : д6 


а, : а, :>8,; : бб 


Доказ. И при доказу ове теореме Еуклид образује 
једнакоструке мултиплуме и, применом 5. и 7. дефиниције, 
доказује теорему; међутим, сматрајући размеру као број, 
истинитост теореме постаје очигледна. 
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5 Садржај 14. теореме. Ако је 


а;: а = а: 8, 


онда 1. из а, > а; 7. ба > 8, 
2. из а,=<6 .7. а, =а, 
3. из а, Са, .'. а, Са, 
Доказ. Из 
а: аа=ау:8, И а > 
а,:6, >8,: 4; 
према томе и 
да: 8,>8;: 1, 


а, 4; или а;>8,. 
Слично се доказују и остала два случаја. 
3 Садржај 15. теореме. Из 
а =та, и б = тђу 
а,:8, = в:5. 
Доказ. Еуклид дели а на т једнаких делова 4): 
а=а, +а, +: + ба са = а, 
и Б– ва ++ +Ва са и=ђ, 


После тога примена 12. теореме доводи до резултата. 
У Садржај 16. теореме. Из , 


ај : до = (А : а, 
а, 5 а ==05 :: а, 
Грчку реч Фгуахлак у тексту тебреме превели смо са 


„пермутоване“. Из доказа следује да се ради о размени 
места унутрашњих чланова пропорције. 


Доказ. Од чланова пропорције 
а :а,=а): а, 
образујемо мултиплуме 
А, = та, Ар= ан 


А, = пд,, УСТА 


Тада је 
А 4 А, а 
А, а, А, а, 
и према томе имамо 
А, А 
А, А, 
Одатле можемо закључити: 
> 
из А,=Д, из тв, =п4; 
< или 
= > 
ћ=А, ва си та, = Паг 
< < 


Ова услови, према 5. дефиницији, доводе до пропорције: 
а, : д==02 : 8, 
з Садржај 17. теореме. Из 
а, :а, =, :8, 
(4,—а;) : а, = (ау—а,) : 04. 
Иста теорема алгебарски се може изразити и овако: из 
(а, +а,): ду =(а, + а,): а, 
а, : 6, = 65 : 8, 


Доказ. Извешћемо доказ теореме у другом облику, 
који је ближи тексту, а и једноставнији је за расуђивање. 
Еуклид оперише са овим мултиплумима: 


т (а, + а), па;; т (а, +а,), ла, (т+п) а,, (т+п) а, 
Према 5. дефиницији из дате пропорције еледује: 


> > 
т (а, +а;)=(т+п) а, __ т (а+а,)=(т.п) а, 
< 
или 
> > 
та, + та, == та; + па; та; + та, = та, + па, 


одакле, после одузимања та; одтосно та, добијамо 


ђа 


а > 
та, ==пП8,, та; = па, 
а из ових услова увек према 5. дефиницији следује пропорција 
4:65 == а: 4 
што смо хтели да докажемо. 
8 Садржај 18. теореме. Из 
а,:а, = 04:84 
(а + а,):а, = (а, +44): 04. 

Доказ. Ако пропорција коју треба доказати није тачна, 
онда тачку 2 са 24 = а, (8. слику у тексту) треба заменити 
другом, тачком десно или леве од ње. Нека, прво, то буде 
тачка Н са НА<-24. Означимо НА са х; тада је х<-а,. Тада 
треба да вреди пропорција: | | 

(а + а): а, = (а; + 4): Х. 
Из ове пропорције, на основу претходне теореме, следује 
ага, =(а, +, –Х):х; 


но имамо и пропорцију 
а: 0, = ага, 


одакле, после упоређивања са претходном пропорцијом, имамо 
(а а, – х):Х = а: 84. 

Пошто је први члан а;+а, -х већи од трећег аљ, јер је 
Х<а,, мора и други члан бити већи од четвртог, тј. х>а, а 
то је супротно претпоставци, дакле немогуће. 

Теорема се слично доказује и за случај кад се тачка Н 
налази лево. од тачке 2.. | 

4 Садржај 19. теореме. Из 

а,:8, ==04: 04 
(а, – аз):(а, – 04) = а: а. 
Доказ. Из дате пропорције изводимо пермутовану про- 


порцију | 
а;:а =а,:8,. 


После тога примењујемо теорему 17. и добијамо | 


(4, – да): а = (4, – 04): 04. 
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Одавде пермутацијом добивамо 
(а – ау):(а, – 44) = а: 6, 
а после замене последње размере размером а,:а, долазимо до' 
тражене пропорције. 
У последици ове теореме се тврди да из пропорције 
Е | (а, +а»): а, = (а; +а,): а, 
следује пропорција 
ј а):(а, – а) = а: (а, – а), | 
која се зове (деф. 16) преврнута у односу према пропорцији 
| | а, : 0, = а;: 44. 
Еуклидово потврђивање ове последице није непосредно. 


Инстинитост ове последице лако се потврђује артиметичком 
методом. | 


= Садржај 20. теореме. Ако имамо шест величина 


а,, 8,, а 51, б> 65 
а,:а, =6,: 6», а: аза =6,: 5, 
онда претпоставкама за једнако удаљене а, и а; првог низа 
а > а 4д,=а% 4,4; 
одговарају претпоставке за једнако удаљене 6, и ф, другог 
низа, и То: | 
бу>бр р, =8» р,<С6,. 

Пре свега приметимо да услове пропорционалности 
можемо формулисати једноставније, ако искористимо перму- 
товане пропорције | 

ћ 6 % 


Доказ. Из горње две једначине пишемо пропорцију за 
једнако удаљене чланове 
04:66, = аа:6; 


или, у пермутованом облику, 
8:84 =2,:б;. 


Одавде се непосредно закључује да услову, рецимо, 
а,>аз одговара услов #,:>б;, па слично и за друге услове. 


• Садржај 21. теореме. Ако имамо шест величина 
а,, ду, 45; б, бу бр 
које су у поремећеној пропорцији, нанме 
а, : бр ==, : ђу; ау:аз =6,: 8 
онда претпоставкама за једнако удаљене ај и аз првог низа 
а, >а;ђ б=4, са 


одговарају претпоставке за једнако удаљене 6) и 6, другог 
низа, и то: 


> =, 01<;. 


Доказ. Узмимо први услов а,:>а;; тада је и 


Је а 
б; 0; 
али како је 
а,:а,=6,: 6; И а: а, =ђ,: 5, 
биће и 
СЛИКА 
7 


Одавде следује да је 6,<-6, или б,>бр а то је требало 
потврдити; слично се потврђују и остали услови. 

8 Садржај 22. теореме. Ако имамо неколико вели- 
чина а,, а,, а, и других б,, 6, Фу; у истом броју и то по две 
пропорционалне | 

да: аду =бђ, : 6, |: | да : 056; : 
биће и 
а, газ =5, :б,. 

Доказ. За доказ Еуклид образује мултиплуме 

та, тб,/; па, пб; Ка; Кб; 
и поставља према датим пропорцијама ове пропорције 
та, : па, =т6, : пбу, паз : Каз = пб, : Кба. 

Затим, на основу теореме о једнако удаљеним члано“ 
вима, закључује да из | 


> 
та, = Ка; 
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следују услови: 
> 
тб, = К6, 
< 


а из тих услова, према 5. дефиницији, следује пропорција 
а: аа=еђ,:65 
коју доказујемо. 


ч Садржај 23. теореме. Ако имамо неколико вели- 
чина 41, а ду и других бу, фу фу у истом броју и то по две 
пропорционалне, али у поремећеној пропорцији 

а, :а,==6,:ђ,, а, :ау==61:6, 
биће и 
а,: ада =6, :63. 


Доказ. М за доказ ове теореме Еуклид образује 
мултиплуме 
та,, та,, тб,; пау, пбу, пбу, 
па на основу датих пропорција поставља ове пропорције: 
та, : та, == пр, :пба, та, : па = тб, :пб 
и помоћу њих утврђује услове | 
> > 
та, = па» тб, = пбу, 
= < 
а из тих услова следује пропорција коју доказујемо. 
45 Садржај 24. теореме. Из 
ага аи 8, : 8, = 06: 8, 
(а, + ;): а, = (аа + д6):а, 
Доказ. Из 
а, :а, = а,:4, аб: 8, = 6: 84 
7. а, : д)==0;: 8, а: а; =8,: а; (обрнута другој) 
.'. а: а; = аду: _ (према теореми о једнако удаљеним) 
.'. (6, +4;): 4; = (8 + 86): 46 (према теореми о заједно 
узетим) 
.'. (а, + а;): а, = (аб + 46): дб (према другој пропорцији). 
46 Садржај 25 теореме. Ако је 


а: ду = 83: 8, 
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и од ове четири величине а, је највећа, а а, најмана, онда је 
(6, + 4) > (а; + Д5) 
Доказ. Из дате пропорције следује пропорција 
"(41– 44) : (4, –8,) = а, : а,, 
из које, за а, > а,, закључујемо да је и 
а, – а, > 4, –а, 
Ако сад тим неједнаким величинама додамо једнаке, 
аза, = а) а, 
добићемо неједнакост 
а, +8, > д, + ау, 


коју доказујемо. 
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САДРЖАЈ ШЕСТЕ КЊИГЕ 


Предговор + 
Текст 30333. ... 
Коментар · - · · · РЕНЕА 


ПРЕДГОВОР 


Шеста књига Еуклидових елемената претставља развитак 
теорије пропорционалности у применама на дужи и површине 
праволиниских слика. Решен је и низ важних конструктивних 
задатака. Материјал ове књиге је толико важан да знатан 
део тог материјала још и сад улази и у најкраће средњо- 
школске уџбенике елементарне геометрије. | 

Овом књигом се завршава планиметриски део Еукли- 
дових елемената. Књиге од седме до десете посвећене су 
аритметици и теорији ирационалних бројева. Књиге Х)—ХШ 
садрже Еуклидову стереометрију. Врло кратке четрнаеста и 
петнаеста стереометриска књига, које се обично стављају као 
додатак, не припадају Еуклиду, како је то било показано 
већ у ХУ] столећу. 

“При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Мишковић 
и Т. П. Анђелић па им изјављујем захвалност. 
А. Б. 


т НИЦИ 


Уа 


ТЕКСТ 


поље до це 


. 


Дефиниције 


1. Праволиниске слике су сличне, ако су им углови 
појединачно! једнаки и краци једнаких углова пропорционални.» 

(2. Слике су реципрочне, ако код сваке две слике 
има како претходних тако и наредних размера.)“ 

3. Каже се да је права (луж) подељена у крајњој и 
средњој размери (непрекидно) ако цела права (дуж) 
стоји према већем делу као већи део према мањем.“ | 

4. Висина сваке слике је нормала спуштена из врха слике 
на основицу." 

(5. Каже се да је размера састављена од размера ако 
после међусобног множења вредности тих размера добивамо 
нешто.) | к 


1. 


Троугли и паралелограми исте висине! се односе један 
према другом као основице. 

Нека троугли АВГ, АГА и 
паралелограми ЕГ, Г2 имају исту 
висину АГ. Тврдим да је- основица 
ВГ према основици ГА као тро- 
угао АВГ према троуглу АГА и 
паралелограм ЕГ према паралело- 
граму Г2. 

Заиста, нека се ВА продужи 
на обе стране ка тачкама 6 и Л, одмери колико се хоће дужи 
ВН, на једнаких основици ВГ и колико се хоће дужи АК, 
КА једнаких основици ГА, па повуку АН, Ад, АК, АЛ. 

· Пошто су дужи ГВ, ВН, На, међусобно једнаке, једнаки 
су међусобно и троугли АВН, АНВ, АВГ. Према томе 
колики је основица 6Г мултиплум основице ВГ, толики ће 
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бити троугао АВГ мултиплум троугла АВГ. Из истих разлога, 
колики је мултиплум основица АГ основице ГД, толики је 
мултиплум и троугао АЛГ троугла АГА. И зко је основица 
6Г једнака основици ГА, онда је и троугао АВГ једнак тро- 
углу АГА, г ако је основица ОГ већа од основице ГА, онда 
је троугао АВГ већи од троугла АГА, а ако је мања, онда 
је мањи. Према томе од четири величине, које имамо, две 
основице ВГ, ГА и два троугла АВГ, АГА, узети су исти 
мултиплуми и од основице ВГ и од троугла АВГ, и то осно- 
вица ВГ и троугао ЖОГ, а од основице ВГ и од троугла 
АГ произвољни једнаки мултиплуми основица АГ и троугао 
АГ. А доказано је да ако је основица ОГ већа од-основице 
ГА, онда је троугао АдГ већи од троугла АЛГ, ако је једнака, 
једнак, а ако је мања, мањи. И тако је основица ВГ према 
основици ГА као троугао АВГ према троуглу АГА. 


И пошто је паралелограм ЕГ двоструки троугао АВГ, 
а паралелограм 2Г двоструки троугао АГА, истоструки мул- 
типлуми су у истој размери као и делови, им, то се парале- 
лограм ЕГ односни према паралелограму 27 као троугао 
АВГ према троуглу АГА. А доказано је да се основица ВГ 
односи према ГА, као троугао АВГ према троуглу АГА, као 
и да се троугао АВГ односи према троуглу АГА, као пара- 


лелограм ЕГ према паралелограму Г7, па према томе се и. 


основица ВГ односи према основици ГА, као паралелограм ЕГ 
према паралелоргаму 27. 


На овај начин, троугли и паралелограми исте висине 
се односе један према другом као основице. А то је требало 
доказатиз. 


2. 


Ако је у троуглу повучена нека права паралелно једној 
од страна, та права сече остале стране пропорционално; и 
ако су стране троугла пресечене пропорционално, права што 
спаја пресечене. тачке паралелна је преосталој страни троугла. 

Заиста, нека је у троуглу АВГ повучена права ДЕ пара- 
лелно ВГ, једној од страна троугла. Тврдим да је ВА према 
ДА као ГЕ према ВА. 


п 


Повуку се ВЕ, ГА. 

Троугао ВДЕ је једнак троуглу ГДЕ јер они имају исте. 
основице ДЕ и између истих су паралелних ДЕ, ВГ. А троугао 
АДЕ је нешто друго. Како су сад једнаке величине према истој 
величини у истој равмери, и тро- 
угао ВАДЕ је према троуглу АДЕ као 
троугао ГДЕ према троуглу АДЕ. Али 
троугао ВАЕ је према троуглу АДЕ | 
као ВА према ДА, пошто имају исту А Е 
висину, нормалу спуштену из Е на 
АВ, и односе се као основице. Из В = РБ 
истих разлога троугао ГДЕ је према 
троуглу АДЕ као ГЕ према БА. И тако је Вл према ДА, 
као што је ГЕ: према ЕА. 

Нека су сад стране АВ и АГ троугла АВГ пресечене 
пропорционално, тј. да је ВА према ДА као ГЕ према ЕД, и 
нека је повучено ДЕ. Тврдим да је права ДЕ паралелна пра- 
вој ВГ. 

Заиста, на основу исте конструкције, пошто је ВА према 
ДА као ГЕ према ЕД, а ВА према ДА као што троугао ВАЕ 
према троуглу АЛЕ, и ГЕ је према ЕА као троугао ГЛЕ према 
троуглу АДЕ, закључујемо да је троугао ВДЕ према троуглу 
АДЕ као троугао ГДЕ према троуглу АДЕ. Према томе сваки 
од троуглова ВАДЕ и ГЛЕ је у истој размери према АДЕ. Значи, 
дакле, троугао ВДАЕ једнак је троуглу ГДЕ. А при томе имају 
исту основицу ДЕ. Како- једнаки троугли са'истом осно- 
вицом леже између истих паралелних, закључујемо да је ДЕ 
паралелно ВГ. | 

На овај начин, ако је у троуглу повучена нека права 
паралелно једној од страна, та права сече остале стране 
пропорционално; и ако су стране троугла пресечене пропор- 
ционално, права што спаја пресечне тачке паралелна је пре- 
осталој страни троугла. А то је требало доказати." 


3. 


Ако располовимо угао троугла и права што полови угао 
пресече и основицу, онда су отсечци основице у истој размери 
као и две остале троуглове стране. И ако су отсечци осно- 
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вице у истој размери као и две остале троуглове стране, онда 
права повучена из темена ка деоној тачки полови угао тро- 
угла. | | 

Нека троугао буде АВГ и нека права АД полови угао 
ВАГ. о да је ВА према Гл као ВА према АГ. 


" Заиста, повуцимо кроз Р пра- 


7 · вуГЕ паралелно са ДА и нека се 
( / продужење ВА са њом сретне у 


и“ 


ка 


тачки Е. 
7 у Пошто су праве Аа4, ЕГ па- 
РИТА М ралелне, а права АГ је трансвер- 
/ у зала, угао АГЕ једнак је углу ГАД. 
В | Али по претпоставци је угао ГАД 


једнак углу ВА4. И на тај начин 
је угао ВА4 једнак углу АГЕ. Даље, пошто су праве ДА, 
ЕГ паралелне, а права ВАБ трансверзала, спољашњи угао 
ВА4А једнак је унутрашњем углу АЕГ. А доказано је да је 
угао АГЕ једнак углу ВАЛ. Па према томе је и угао АГЕ 
једнак углу АЕГ; а тада је и страна АБ једнака страни АГ. 
И пошто је у троуглу ВГЕ паралелно једној од страна ЕГ 
повучена права А4, постоји пропорција: ВљЉА се односи према 


АГ као ВА према АЕ, али је АЕ једнако АГ, па према томе 


„је ВА према АГ као ВА према АГ. 


Нека је сад ВА према АГ као ВА према АГ и нека 
је повучена права А4. Тврдим, да права А4 полови угао ВАГ. 


Заиста, на основу исте конструкције, пошто је ВА према 


АЈ као ВА према АГ, а ВА према АГ као што ВА према АЕ, 
а на основу тога што је у троуглу ВГЕ повучена права А4 
паралелно БГ и према томе је ВА према АГ као ВА према 
АЕ, закључујемо да је АГ једнако ДЕ, те је и угао АЕГ једнак 
углу АГЕ. Али угао АЕГ је једнак спољашњем углу ВА4, а 
угао АГЕ једнак је унакрсном углу ГАД, те је према томе угао 
ВАД једнак углу ГАД; значи да права АД полови угао ВАГ. 

На овај начин, ако располовимо угао троугла и права 
што полови угао пресече и основицу, онда су отсечци осно- 
вице у истој размери као и две остале троуглове стране. 
И ако су отсечци основице у истој размери као и две остале 
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троуглове стране, онда права повучена из темена ка деоној 
тачки полови угао троугла. А то је требало доказати. 


4. 


Код троуглова са једнаким угловима су стране које 
образују једнаке углове пропорционалне, и одговарају једна 
другој оне стране што леже наспрам једнаких углова. 

Нека су троугли АВГ и АГЕ са 
једнаким „угловима, угао АВГ једнак 
углу АГЕ, угао ВАГ углу ГАБ и угао 
АГВ углу ГЕД: Тврдим, да су код 
троуглова АВГ и АГЕ стране које обра- 
зују једнаке углове пропорционалне и Ба 
да једна друго одговарају баш оне Ра 
стране што леже наспрам Бо В 
углова. 

Ставимо ВГ на исту праву са ГЕ. Пошто је збир углова 
АВГ и АГВ мањи од два права, угла, а угао АГВ једнак 
углу ДЕГ, биће и збир углова АВГ и ДЕГ мањи од два права 
угла; па се тада ВА и Ед, продужене, сусрећу. Нека оне 
буду продужене и нека се сусрећу у 2. 

И пошто је угао АГЕ једнак углу АЕГ, В2, и ГА су пара- 
лелне. Даље, пошто је угао: АГВ једнак углу ДЕГ, паралелне. су" 
и АГ и ТЕ. Према томе је 2АГ4 паралелограм. Због тога је | 
ТА једнако АГ, а АГ једнако 24. И пошто 'је. АГ права 
повучена у троуглу 2ВЕ наралено страни 2, односиће се 
ВА према А2 као ВГ према ГЕ, а како је А7. једнако ГА, 
то је ВА према ГА као ВГ према ГЕ и, после промене реда, 
АВ према ВГ као АГ. према ГЕ. Даље, пошто су праве 
ГА и В2 паралелне, односиће се ВГ' према ГЕ као 24 према 
ДЕ, али 24 је једнако АГ, те је ВГ према ГЕ као АГ према 
ДЕ и, после промене реда, ВГ према ГА као ГЕ према ЕД. Према 
томе је доказано да је АВ према ВГ као ДГ према ГЕ, и да је 
ВГ према ГА као ГЕ према Ед, па према размери једнако 
удаљених ВА је према АГ као ГА. према АБ. 

"На овај начин, код троуглова са једнаким угловима су 
„стране које: образују једнаке углове. пропорционалне, и одго- 
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варају једна другој оне стране што леже наспрам једнаких 
углова. А то је требало доказвати.!! 
5. 
Ако два троугла имају пропорционалне стране, они имају 
и једнаке углове и једнаки углови леже наспрам одговарајућих 
страна. 
4 Нека два троугла АВГ и 


| ДЕ7, имају пропорционалне стра- 
/ | не, да је АВ према ВГ као ДЕ 


7 _ према 62, и ВГ према ГА као Е2. 


Е према 24 и усто је ВА према АГ 

као ЕД према 47. Тврдим, да тро- 

Ј угао АВГ има углове једнаке угло- 

В Н вима троугла ДЕ7 и да троугли 

имају једнаке оне углове који се налазе наспрам одгова- 

рајућих страна, угао АВГ углу ДЕ7, угао ВГА углу Е74 и 
угао ВАГ углу Е42. 

Заиста, конструишимо на правој 27 у њеним тачкама 

Б и 2, угао ХЕН једнак углу ; АВГ и угао ЕН једнак углу АГВ; 

тада је и преостали угао код Н једнак преосталом углу код А. 

Према томе троугли ЕН2 и АВГ имају једнаке углове. 

Значи да су стране које образују једнаке углове троуглова 

АВГ и ЕН2 пропорционалне и одговарају једне другој баш 

-оне стране које леже наспрам једнаких углова. На тај начин 

је АВ према ВГ као НЕ према Е7. Али по претпоставци, АВ 


је према ВГ као АЕ према Е7, па на основу тога је ДЕ према 


Е7 као НЕ према Е7. Значи свака од дужи ДЕ и НЕ јеу 
истој размери према 2, те је према томе ДЕ једнако НЕ, 
_Из истих разлога је и 42. једнако Н7. На тај начин пошто 
је ДЕ једнако ЕН, а Е2 је заједничко биће две дужи ДЕ и 
27 једнаке двема дужима НЕ, Е7. А основица 42. једнака 
је основици 2. Те закључујемо да је угао лЕ2. једнак углу 
НЕ2, троугао 467, једнак троуглу НЕ2, паи остали углови 


једнаки су осталим угловима, баш они што леже наспрам 
једнаких страна. На овај начин је угао 47 једнак углу 145 


и угао 242. углу ЕН2. А пошто је угао 264 једнак углу НЕ2, 
а угао НЕ једнак углу АВГ, биће и угао" АВГ- једнак углу 
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АЕ2. Из истих разлога је и угао АГВ једнак углу ДЕ7, и 
угао код А једнак углу код А. Дакле, троугли АВГ и ДЕ7, 
имају једнаке углове. 

· На овај начин, око два троугла имају пропорционалне 
стране, они имају и једнаке углове и једнаки углови леже 
наспрам одговарајућих страна. А то је требало доказати,1= 


~ 


36. 


Ако два троугла имају по један угао једнак и стране 
које образују једнаке углове пропорционалне, троугли 
имају једнаке углове и једнаки су баш они углови који 
леже наспрам одговарајућих страна. 

Нека два троугла АВГ и д 
АЕ7, имају по један угао једнак, 4 
угао ВАГ једнак углу БА2 и 
стране које образују тај угао 
пропорционалне, дакле ВА се | 
односи према АГ као ЕД према Е 2 
47. Тврдим да троугли АВГ 
и дЕ7, имају једнаке углове и 
· угад АВГ једнак је углу ДЕ2, па и угао АГВ углу А2Е. 


Заиста, конструџшимо на правој А2 у њеним тачкама 
4 и 2, угао. 248, једнак сваком од углова ВАГ и Б42 и 
угао А2Н. једнак. углу АГВ. Тада је и | прерсхали угао код В 
једнак преосталом углу код Н. 

На овај начин трдугли АВГ и.4Н2 имају једнаке. 
"углове. Због тога је ВА према АГ као НА према. 47. А по 
препоставци је ВА. према _АГ као ЕД према 42... Те. према, 
томе је ЕД према А2. као НА према 47. На тај начин је Б4, 
једнако АН, а 47 је заједничко. Две дужи БА и. 42 су 
једнаке, двема дужима 'Наи. 42. И угао Б42. је једнак углу, 
НА2. Према томе је и основица 62. једнака основици 42, 
и троугао. 462. је једнак троуглу. НАД, и остали углови јРД-. 
наки су: осталим, угловима, што леже наспрам једнаких страна. 
Према томе је угао. 47, једнак углу 47 и угао. АН7, углу ДЕ2, 
: Али угао. 428. зе. једнак углу АГВ; и према томе је угао АГВ, 
једнак углу. АЕ. А во претпоставци је угао ВАГ једнак углу. 


во – р 
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Е42; па према томе је и преостали угао код В једнак прео- 
сталом углу код Е. И тако троугли АВГ_ и ДЕ7 имају 
једнаке углове. 

На овај начин, ако два троугла имају по један угао 
једнак и стране које образују једнаке углове пропорционалне, 
троугли имају једнаке углове и једнаки су баш они углови 
који леже наспрам одговарајућих страна. А то је требало 
доказати.!3 

| 7. | 

Ако два троугла имају по један угао једнак и стране 
које образују друге углове пропорционалне, а сваки од прео- 
сталих углова је или мањи или не мањи од правог, троугли 

. имају једнаке углове и то баш 

А – оне углове, чији су краци про- 

порционални, у 
Е Нека два троугла АВГ_ и 
АЕ2 имају по један угао једнак, 
В Н 2 _ угао ВАГ-једнак углу Е42, и стра- 
не које образују друге углове 
т АВГ_и дЕ2 пропорционалне, АВ 
је према ВГ као ДЕ према 227, 
а од осталих углова при Г и2 нека, прво, сваки буде мањи 
од правог. Тврдим, да троугли АВГ и 427, имају једнаке 
углове, наиме угао АВГ једнак је углу 462. и преостали 
угао код Г једнак је преосталом углу код 2. 

Заиста, ако углови АВГ и 462 нису једнаки, један је · 
од њих већи. Нека буде већи угао АВГ, па конструишимо 
на правој АВ и то код њене тачке 5 уга0 ВН једнак 

углу 427. 
' Пошто је угао. код А једнак углу код 4, а и углови 
АВН и ДЕ2% су једнаки, и преостали угао АНВ једнак је 
преосталом углу ДЛЕ.. Према томе троугли АВН и 462, 
имају једнаке углове. На тај начин АВ је према ВА каошто 
АЕ. према Е7. А. по претпоставци ДЕ је према: Е2. као АВ 
према ВГ. Према томе је АВ у истој размери према свакој 
од страна ВГ и ВН, што значи да је ВГ. једнако ВН. Па и · 
угао код Г једнак је углу ВНГ. Али, по претпоставци је, угао 
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код Г мањи од. правог, те значи и. угао ВНГ је мањи од 
правог, па према томе је суседни му. угао. АНВ „већи од правог. 
А доказано је да је он једнак углу код 2, те је према :томе 
и угао 2 већи од правог. А по претпоставци је он мањи. од 
правог, што је апсурдно. Према томе угао АВГ није неједнак 
углу 427. Значи, он је једнак. Угао код А је такође једнак 
углу код 4, па према томе и преостали угао код Г једнак 
је углу код 2. На овај начин троугли АВГ и 422 имају 
једнаке углове. 

Претпоставимо даље да ниједан од углова кодгГ и 2 
није мањи од правог. Тврдим поново, да и тада троугли 
АВГ и ДЕ2 имају једнаке углове. 

Заиста, помоћу исте кон- 
" струкције и на сличан начин се 
доказује да је ВГ једнако ВН. На 
тај начим је угао код Г. једнак 
углу ВНГ. Угао код Г није мањи 
од правог; па према томе није 
мањи од правог ни угао ВНГ. На 
тај начин троугао ВНГ има два 
угла који нису мањи од правог, 
а то је немогуће. Значи угао ВНГ 
није неједнак углу ДЕ2, он је једнак. А угао код А је једнак 
углу код А. Па према томе је и преостали угао код Г једнак 
углу код 2, те тако троугли АВГ и ДЕ2. "вођу једнаке 
углове. 

На овај начин, ако два троугла имају по један угао 
једнак и стране које образују друге углове пропорционалне, 
а сваки од преосталих углова је или мањи или не мањи од 
правог, троугли имају једнаке углове и-то баш оне углове 
чији су краци пропорционални. А то је требало доказати.“ 


8. 


Ако је. у правоуглом троуглу из правог угла повучена 
нормала. на основицу, троугли уз нормалу. слични су целом 
троуглу и међу собом. . . 

Заиста, пошто су углови, „ВАР. и АДВ једнаки, јер је 
"сваки прав, а:утлови' АВГ. и.АВА · код В заједнички за оба 
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троугла, и преостали угао АГВ једнак је преосталом углу ВА4. 
Због тога се ВГ, наспрам правог угла троугла АВГ, односи 
према ВА, што лежи наспрам правог угла троугла АВА, као 
АВ, наспрам угла код Г троугла АВГ, према ВА, што лежи 
наспрам једнаког угла ВАД троугла АВА, а и као што је АГ 
према А4, што лежи наспрам угла 

, А код В, који је заједнички ва оба 

троугла. Према томе троугли АВГ 
и АВА имају једнаке углове и стране 
које образују једнаке углове про- 


4 порционалне, А то вначи до је тро-. 


угао АВГ сличан троуглу АВА. Исто 
тако се доказује да ја троугао АДГ сличан троуглу АВГ. 
Према томе је сваки од троуглова АВА и АГ сличан целом 
троуглу АВГ. 

А тврдим још и да су троугли АВА и АА4Г слични 
и међу собом. 

Заиста, пошто је прав угао ВДА једнак правом углу 
ААГ, а доказано је да је угао ВАД4 једнак углу код Г, према 
томе и преостали угао код В је једнак углу ДАГ, троугли 
АВА, и ААГ имају једнаке углове. Због тога се страна ВА 
троугла АВА, наспрам угла ВАД, односи према страни ДА 
троугла АГ, наспрам угла код Г, који је једнак углу ВА4, 
као иста страна АЛ троугла АВА, наспрам угла код В, 
према АГ, наспрам угла ДАГ троугла. ААГ, једнаког углу код 
В, и још као ВА према АГ наспрам правих углова. Тако је 
троугао АВА сличан троуглу ААГ. | 

На овај начин, ако је у правоуглом троуглу из правог 
_ угла повучена нормала на основицу, троугли уз нормалу 
слични су целом троуглу и међу собом. [А то је требало 
доказати. ]- 


Последица 


Из овог је јасно, да ако је-у правоуглом троуглу из 
правог угла повучена нормала на основицу, онда је повучена 
(нормала) средња пропорционала отсечака основице. А то је 
требало доказати. [Сем тога је страна, што лежи уз један отсе- 


чак основице, средња пропорционала основице и тог отсечка. ] 


9. 

Од дате дужи отсећи тражени део. 

Нека је дата дуж АВ. Треба од АВ отсећи тражени део. 

Нека се тражи трећи део. 

Повуцимо кроз тачку А праву 

АГ под произвољним углом пре- 

ма АВ, узмимо на АГ произ- 

вољнву тачку А, конструишимо 4 
АЕ и ЕГ једнаке АД, спојимо 

В са Г и кроз Д повуцимо пра- А 

ву 47 паралелну са ВГ. 

Пошто је сад у троуглу АВГ повучена права 24 пара- 
лелно једној од његових страна ВГ, постоји пропорција: ГА 
према ДА, као 2. према 2. Али ГА је двоструко ДА, па-је 
и В2 двоструко 24, а ВА је троструко А2. 

На овај начин је од дате дужи АВ отсечен трећи део 
А7. А то је требало извести. 
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10. 


Дату неподељену дуж поделити слично датој подељеној 
дужи. о | | 
Нека је АВ дата неподељена дуж, а дуж АГ подељена 
тачкама Д и Е; поставимо их тако да образују произвољан 
угао и спојимо Г са В, па кроз тачке 
А и ЕБ повуцимо Д7 и ЕН пара- 
лелно ВГ, а кроз А праву ДОК 
паралелно АВ. 

Како је свака од слика 28 и 
ВВ паралелограм, па је ДО једна- 
ко 2Н и ОК једнако НВ. А пошто 
је у троуглу АКГ права ВЕ повуче- 
на паралелно страни КГ, биће ГЕ 
према ЕД као КО према 84. Али 
је КО једнако ВН, а ОД једнако Н27. Према томе се ГЕ 
односи према ЕД као ВН према-Н2. Даље, пошто је у тро- 
углу АНЕ права 24 повучена параледно страни НЕ, то је 
Ед према ДА као Н2 према 24. А доказано је да је ГЕ 
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према Ед као ВН према Н7. Према томе је ГЕ према Е4 

као ВН према Н2, те њ БА према. ДА, као Н2 према 74. 
На овај начин, дата неподељена дуж АВ је подељена 

слично датој подељеној дужи. А то: је требало извести. 


ЈЕ 
За две дате дужи наћи трећу пропорционалу. 
Нека ВГ и АГ буду две дате дужи; конструишимо од 
њих произвољан угао. Треба 
Е наћи за ВА и АГ трећу про- 
порционалу. Продужимо их 
ка тачкама Д и Е и констру- 
ишимо ВА једнако АГ, па 
спојимо тачке В и Ги кроз 
А повуцимо праву ДЕ пара- 
лелно ВГ. 

Пошто је сад у троуг- 
лу АДЕ права ВГ повучена 
паралелно једној од страна 
ДЕ, постоји пропорција: АВ према ВА као АГ према ГЕ. А 
ВА је једнако АГ. Па је према томе АВ према АГ као АГ 
према ГЕ. 

На овај начин је за две дате дужи АВ и АГ одређена 
трећа пропорционала ГЕ. А то је требало извести.:• 


12. 

За три дате дужи наћи четврту пропорционалу. 

Нека су дате три дужи А, В, Г. Треба за А, В, Г наћи 
четврту пропорцио- Е/ 
налу. 

Конструишимо 
две праве, ДЕ и 42, 
тако да образују про- 
извољан угао Е47. | 
Одмеримо АН једна- - 
ко А, НЕ једнако В А, пи 6 7 
и још дд једнако Г. · 
Спојимо Н са 98 и кроз Е повуцимо Е2 паралелно НО. 


« 
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Пошто је сад у троуглу  ЛЕ7, права НО повучена „пара- 
лелно Е7., односиће се АН према НЕ као дд према 82. Али 
је АН једнако А, НЕ једнако Ви ДАО једнако Г, те је А 
према В као Г према 07. мин и ле 

На. овај начин је за три дужи А, В,Г конструисана 
четврта пропорционала 02. А то је требало извести. 


18. 


За две дате дужи наћи средњу пропорционалу. 

Нека су дате две дужи АВ и 'ВГ. а за АВи ВГ наћи 
средњу пропорционалу. 

Поставимо их (узастопце) на правој, 


нацртајмо над АГ полукруг А4Г, повуци- А 
мо кроз тачку В праву ВА управно на 
АГ и спојимо Д са А и саг.. 
Пошто је угао ААГ полукругу, ; 
што је у у укругу А т-3анЕ « 


он је прав. А Како-је у правоуглом тро- 
углу АГ из правог угла повучена нор- 
мала АВ на основици, АВ је средња пропорционала између 
отсечака основице АВ и ВГ. 


На овај начин је за две дате праве АВ и ВГ констру- 
исана средња пропорционала АВ. А то је требало извести. 


14. 


" Код једнаких паралелограма са једнаким угловима стране 
које образују једнаке углове су обрнуто пропорционалне; а. 
и паралелограми са једнаким угловима и обрнуто пропорцио- 
налним странама које образују једнаке углове једнаки су. 

Нека су АВ и ВГ једнаки паралелограми са једнаким 
угловима код В; конструишимо на истој правој АВ и ВЕ, па 
ће и 28, ВН бити на истој правој. Тврдим да су код пара- _ 
лелограма АВ и ВГ стране које образују једнаке углове 
обрнуто пропорционалне, наиме да се АВ односи према ВЕ 
као НВ према 87. 

Заиста допунимо слику паралелограмом 2Е. Пошто је сад 
паралелограм АВ једнак паралелограму ВГ, а ХЕ је неки други 
(паралелограм), односиће се АВ према ХЕ као ВГ према ХЕ. _ 
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Али је АВ према 2Е као АВ према ВЕ, а ВГ према 72Е као НВ 
према 82. Према томе је и АВ према ВЕ као НВ према 8В2.. На 
тај начин стране паралелограма АВ и ВГ које образују једнаке 
углове су обрнуто пропорционалне. 
Нека је сад 4АВ према 
Е Г ВЕ као НВ према 87. Твр- 
дим да је паралелограм.. АВ 
једнак паралелограму ВГ. 


7 В Н Е . 
и „Заиста, пошто се АВ 
| / односи према ВЕ као НВ 
— према 82, а АВ је према ВЕ 


као паралелограм АВ према 

паралелограму 2Е, и НВ је 
према В2 као паралелограм ВГ према паралелограму 7ХЕ, 
па је стога и АВ према 22 као ВГ према 22. Одавде следује 
да је паралелограм АВ једнак паралелограму ВГ. 

На овај начин, код једнаких паралелограма са једнаким 
угловима стране које образују једнаке углове су обрнуто 
пропорционалне; а и паралелограми са једнаким угловима и 
обрнуто пропорционалним странама које образују једнаке 
углове једнаки су. А то је требало доказати. _ 


55. 


Код једнаких троуглова са по једним једнаким углом 
стране које образују једнаке углове су обрнуто пропорцио- 
налне; и троугли са по једним једнаким углом са обрнуто 
пропорционалним странама које образују те углове једнаки су. 

Нека су АВГ, АДЕ два тро- 
угла са једнаким. угловима ВАГ 8 
и ДАЕ. Тврдим да су стране које 
образују једнаке углове троугло- 
ва АВГ и АДЕ обрнуто пропор- 
ционалне, тј. ГА се односи према 
А4 као ВА према АВ. 

Заиста, конструишимо . на 
истој правој ГА и АД, тада ће и права БА бити на истој 
правој са АВ; и спојимо В.са 4. 
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Пошто је сада троугао АВГ једнак троуглу АДЕ, а ВА4 _ 
неки други (троугао), онда се троугао ГАВ односи према 
троуглу ВАД као троугао БАД према троуглу ВА4. Али је 
ГАВ према ВАД као ГА према А4, и ЕАД према ВА4 као БА 
према АВ. Према томе је и ГА према АД као БА према АВ. 
На тај начин стране троуглова АВГ и АДЕ које образују 
једнаке углове обрнуто су пропорционалне. __ 

Нека сад стране троуглова АВГ и АДЕ буду обрнуто 
пропорционалне, тј. нека се ГА односи према АД као БА 
према АВ. Тврдим да је троугао АВГ једнак троуглу АДЕ. 

Заиста, спојимо поново В са 4, па како се ГА односи 
према АД као БА према АВ, а ГА је према А4 као што тро- 
угао АВГ према троуглу ВАЛ, то је троугао АВГ према 
троуглу ВАЛ као троугао БАД према троуглу ВА. Према _ 
томе је сваки од АВГ и БАД према истом ВАА4 у истој размери, 
што значи да је троугао АВГ једнак троуглу БА4. 

На овај начин;. код једнаких троуглова са по. једним 
једнаким углом стране које образују једнаке углове су обр- 
нуто пропорционалне; и троугли са по једним једнаким. 
углом са обрнуто пропорционалним странама које обравују 
те углове једнаки су. А то је требало доказати." 


16. 


Ако су четири дужи пропорционалне, правоугаоник обу- 
хваћен крајњим (дужима) једнак је правоугаонику обухваћеном · 
средњима (дужима); и ако је правоугаоник, обухваћен крајњим, 
једнак правоугаонику обухваћеном средњим, те четири дужи 
су пропорционалне. 

· Нека су четири дужи 
АВ, ГА, Е, 27 пропорцио- | 
налне, односиће се АВ према Г] 
ГА као Е према 2. Тврдим, 
да је правоуганоик обухва- Е —_—_—__ 
ћен дужима АВ и 2. једнак | 
правоугаонику обухваћеном дужима Гад и Е. 

Заиста, повуцимо кров тачке А и Г праве АН и га 
управно на праве АВ и ГА и. одмеримо АН једнако 2, го 
једнако Е и допунимо паралелограме ВН и д8. 


24 


Како је АВ према ГА као Е према 2, а Е је једнако 


г6 и 7. једнако АН, то је и АВ- према РА као ГО према АН.: 
Према томе су код паралелограма ВН и 20 стране које. 


образују једнаке углове обрнуто. пропорционалне. Али пара- 


лелограми са једнаким угловима, чије су стране које образују | 


једнаке углове обрнуто пропорционалне, једнаки су. Према 
томе паралелограм ВН једнак је паралелограму 46. Али је 
ВН правоугаоник обухваћен дужима АВ и 2, јер је АН једнако 
7, а АД је правоугаоник обухваћен дужима ГА и Е, јер је 


га једнако Е. Према томе је правоугаоник са АВ и 2. једнак 


правоугаонику са Га и Е. 

Нека је сад правоугаоник са АВ и 2 једнак правоугао- 
нику са ГА и Е. Тврдим да су ове четири дужи пропорцио- 
налне, то јест АВ према ГА као Е према 2. 

Заиста, на основу исте конструкције, пошто је (право- 
угаоник) са АВ и 2. једнак (правоугаонику) са ГА иВа 
(правоугаоник) са АВ и 2, је ВН, јер је АН једнако 2, и 
(правоугаоник) са ГА и Е је 48, јер је ГО једнако Е, то је 
(правоугаоник) ВН једнак (правоугаонику) Д6;- а имају и јед- 
наке углове. А код једнаких паралелограма са једнаким угло- 
вима су стране које образују једнаке углове обрнуто про- 
порционалне. Према томе је АВ према ГА као ГО према АН; 
али је ГО једнако Е и АН једнако 7, што значи да је АВ 
према ГА као Е према 7. Е 

На овај начин, ако су четири дужи пропорционалне, 
правоугаоник обухваћен крајњим (дужима) једнак је право- 
угаонику обухваћеном средњим (дужима); и ако је правоу- 
гаоник, обухваћен крајњим, једнак правоугаонику Уа Бен 
средњим, те четири дужи су пропорционалне. А тд је тре- 
бало доказати.!8 

1 . 

Ако су пропорционалне три дужи, правоугаоник обух- 
ваћен крајњим једнак је квадрату над средњом дужи; и ако 
је правоугаоник обухваћен крајњим једнак квадрату над 
средњом дужи, три дужи су пропорционалне. 

Нека су три дужи А, В, Г пропорционалне, дакле се 
А односи према В као В према Г. Тврдим да је правоугаоник 
обухваћен са А и Г једнак квадрату над В. 
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Одмеримо А једнако В. 

Пошто је А према В као В према Г, а В. је једнако Д, 
то је и А према В као Д пре- 
ма Г. Али ако су четири дужи А –—————— ГДЕ аеице: 
пропорционалне, биће правоу- 8 ————= 4 ———— 
гаоник обухваћен крајњима јед- 
нак правоугаонику са средњима. Па је према. томе право- 
угаоник са АиГ једнак правоугаонику са В и 4. Али право- 
угаоник са В и 4 је квадрат над В, јер је В једнако 4. На 
тај начин је правоугаоник са А и Г једнак квадрату над В. 

__ Нека је сад правоугаоник са А и Г једнак квадрату 
над В. Тврдим да се А. односи према В као В према Г. 

Заиста, на основу исте конструкције, пошто је право- 
угаоник са А иГ једнак квадрату над В, а квадрат над.В 
је једнак правоугаонику са В и 4, јер је В једнако 4, биће 
правоугаоник са А и Г једнак правоугаонику са В и ДА. Али 
ако је правоугаоник обухваћен крајњим једнак правоугао- 
нику обухваћеном средњим, четири дужи су пропорционалне. 
Према томе је А према В као ДА према Г; како је В једнако 
4, то је А према В као В према Г. 

На овај начин, ако су пропорционалне три дужи, право- 
угаоник обухваћен крајњим јелнак је квадрату над средњом 
дужи; и ако је правоугаоник обухваћен крајњим једнак квад- 
рату над средњом дужи, три дужи су пропорционалне. А 
то је требало доказати:". | 


18. 


На датој дужи нацртати праволиниску слику сличну 
датој праволиниској слици и у сличном положају. 

Нека је дата дуж АВ, а дата праволиниска слика ГЕ. 

Треба на дужи АВ нацртати право- 

о линиску слику сличну праволиниској 
слици ГЕ и у сличном положају. 

Спојимо А са 7. и конструи- 

в шимо на дужи АВ, и тб код њених 

тачака А и В угао НАВ једнак углу 

Г и угао АВН једнак углу ГАЛ; онда је | и преостали угао 

АНВ једнак углу Г24. Према томе троугли 274 и НАВ 


26 


имају једнаке углове. Значи да је 24 према НВ као 27 према 
НА и ГА према АВ. Конструишимо затим на дужи ВН, и то 
код њених тачака Ви Н угао ВНО једнак углу ДАТЕ и угао 
Нвоа, једнак углу 2ДЕ; тада је преостали угао код О једнак 
преосталом углу код Е. Према томе троугли 246 и НОВ 
имају једнаке углове. Значи да је 24 према НВ као 22 према 
на и ЕД према ОВ. А доказано је да је 24 према НВ као 
7Г према НА и ГА према АВ, и да је 27 према АН као ГА 
према АВ и 22 према НО и још Е4 према ОВ. А како је 
· угао ГЛА једнак углу АНВ и угао 426 углу ВНа, то је и 
цео угао ГЛЕ једнак целом углу код АН. Из истих разлога 
је и угао ГАЕ једнак углу АВО. Па и угао код Г једнак 
је углу код А, а такође и угао код Е углу код О. Према 
томе слике Ад и ГЕ имају једнаке углове; оне имају и стране 
које образују једнаке углове пропорционалне. Значи право- 
линиска слика Ад је слична праволиниској слици ГЕ. 

На овај начин је датој дужи АВ конструисана право- 
линиска слика Ад слична датој праволиниској слици ГЕ и 
у сличном положају. А то је требало извести.=! 


19. 


Слични троугли су један према другом у двапут ви- 
шој размери одговарајућих страна. 
- Нека су АВГ и АЕ7. слични 

А троугли са једнаким угловима 
код В и Е, и нека се АВ. стоји 
према ВГ као ДЕ према 22. при 


"чему ВГ одговара Е2. Тврдим, · 
" ЈА да је троугао АВГ према троуглу 


467. у двапут вишој размери ВГ 

према Е7. 
со 5752 ј Заиста, узмимо за ВГ и Е2 
"трећу пропорционалу ВН, тако 
да је ВГ према 27. као 227, према ВН. И спојимо Н сааА. 
Сад; како је АВ према ВГ као ДЕ према Е7, то се, 
после пермутовања, АВ односи према ДЕ као ВГ према 27. 
Али ВГ је према Б7. као 22 према ВН; те је према томе АВ 
према ДЕ као 22, према ВН. Значи у троуглима АВН и 422 
стране које образују једнаке углове су обрнуто пропорцио- 


21 


налне. Али троугли који имају по један угао једнак и чије 
су стране које образују једнаке углове обрнуто пропорцио- 
налне, једнаки су један другом. Према томе је троугао АВН 
једнак троуглу АЕ2. И пошто се ВГ односи према Е2. као 
Е7. према ВН, то, ако су три дужи пропорционалне, размера 
прве према трећој је двапут виша од размере прве према 
другој, па према томе је и размера ВГ према ВН једнака 
двапут вишој размери од размере ГВ према Е7. А пошто је 
ГВ према ВН као троугао АВГ према троуглу АВН, то је 
размера троугла АВГ према троуглу АВН једнака двапут 
вишој размери од размере ВГ према Е2. Али је троугао АВН 
једнак троуглу ДЕ2. Те тако је троугао АВГ према 4627, у 
двапут вишој размери ВГ према Е2. 

На овај начин, слични троугли су за према другом 
у двапут вишој размери одговарајућих страна. А то је тре- 
бало доказати. 


Последица. 


Одавде је јасно, да ако су три дужи пропорционалне, 
онда је прва према трећој као и слика над првом према 
сличној и у сличном положају слици над другом. [Пошто 
је доказано да је ГВ према ВН као троугао АВГ према АВН, 
тј. АЕ2). А то је требало доказати. 


20. 

Слични многоугли се могу раставити на сличне, троугле 

у истом броју и у истим односима према Нер етавеНИМ. 
· (целим многоуглима), и мно- 


~ 


А 
гоугао је према многоуглу ~ 
у двапут вишој равмери од- Рај ЈЕ 
говарајућих страна. ве--м  #| 2 


Нека су АВГАДЕ и ИД | ава 
2НОКА слични многоугли и ја а нео 
нека страна АВ одговара 4 И чу 
страни 28. Тврдим да се - у 
многоугли АВГДЕ и 2НОКЛА: 
могу раставити · на сличне троугле у истом броју и у 


истим односима према нерастављеним, и многоугао АВГДЕ 


Г 4 0 К 
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је према многоуглу ДХНОКА у о вишој размери од раз- 
мере АВ. према 2Н. 

Повуцимо ВЕ, ЕГ НА, ла. 

Пошто је многоугао АВГДАЕ сличан многоуглу тНОКА, 
угао ВАЕ је једнак углу НДЛ и ВА се према: АЕ односи 
као На према 24. Пошто сад два троугла АВЕ и 2НА 
имају по један угао једнак и стране које образују једнаке 
углове су пропорционалне, то троугли АВЕ и.2НЛ имају 
једнаке углове, па према томе су слични; и тада је угао 
АВЕ једнак углу 2НА. Али је једнак и цео угао АВГ целом 
углу ДНО због сличности многоуглова, те је и преостали 
угао ЕВГ једнак углу ДНО. А пошто се, због сличности тро- 
углова АВЕ и 2НА, ЕВ односи према ВА као АН према Н2, а 
због сличности многоуглова АВ је према ВГ као 2. према Н6, 
то, као једнако удаљени, ЕВ-је према ВГ као АН према НО 
и стране које образују једнаке углове ЕВГ и АН8 су про- 
порционалне. Према томе троугли ЕВГ и АНО имају једнаке 
углове, што значи да је троугао ЕВГ сличан троуглу 216. 
Из истих разлога је троугао ЕГА сличан. троуглу лек. На 
овај начин су многоугли АВГАЕ и 2Н6]0КА растављени на 
сличне троугле и то у истом броју. 

Тврдим да су они у истим односима према нераставље- 
ним (целим многоуглима), тј, да су троугли пропорционални, 
и да су АВЕ, ЕВГ, ЕГА претходни, а 24, 18, А6К наредни 
и да је многоугао АВГАЕ према многоуглу 2Н6КА у двапут 
вишој размери одговарајуће стране према ФдРОВАРАУНО 
страни, тј. страна АВ према 7Н. 

Заиста, повуцимо АГ и 2.8. Пошто су многоугли слични, 
угао АВГ је једнак углу 286 и АВ је према ВГ као 2Н 
према НО, то троугли АВГ и 20 имају једнаке углове; на 
тај начин је угао ВАГ једнак углу Н2д, а и угао ВГА једнак 
углу НО2. И пошто је угао НАМ једнак углу Н2Х, а и угао 
АВМ једнак углу 24, то је и преостали угао АМВ једнак 
преосталом углу 2ХН. Према томе троугли АВМ и 2НХ 
имају једнаке углове. На сличан начин се доказује да и 
троугли ВМГ и НХО имају једнаке углове. Према томе се 
АВ односи према МВ као 2Х према МН и ВМ према МГ као 
НХ према ХВ и према једнакоудаљености.АМ према МГ као 
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2Х према ХВ. Али АМ се односи према МГ као троугао 
АВМ према троуглу МВГ и троугао АМЕ према троуглу ЕМГ, 
пошто се они односе каа.основице: Међутим један од прет- 
ходних се односи према једном од наредних као и сви 
претходни, према свима наредним, према томе, троугао АМВ 
се односи према ВМГ као АВЕ према ГВЕ: Али је АМВ 
према ВМГ као АМ према МГ, те је према томе АМ према 
МГ као троугао АВЕ према троуглу ЕВГ. Из истих разлога 
је 2Х према ХО као троугао 2Н4 према троуглу НА. А 
пошто је АМ према МГ као 2Х према ХО то је и троугао 
АВЕ према троуглу ВЕГ као троугао 24 према троуглу 
Нлб, а после пермутовања, трругао АВЕ је према троуглу 
72Н4 као троугао ВЕГ према троуглу НАб. На сличан начин 
се доказује, ако повучемо ВА и НК, да се троугао ВЕГ 
односи према троуглу АНв као троугао ЕГА према троуглу 
_ АОК. И пошто:је троугао АВЕ према троуглу 24л као троу- 
гао ЕВГ према ЛН6, и ЕГА према ЛОК, а један од претход- 
них је према једном од наредних као сви претходни према 
свима наредним, то се троугао АВЕ односи према троуглу 
7НА као многоугао АВГАЕ према многоуглу 2Н6]6КА. Али 
троугао АВЕ се односи према троуглу 2НЛ у размери два- 
пут вишој од размере стране АВ према одговарајућој страни 
2., јер су слични троугли у двапут вишој размери одго- 
варајућих страна. Према томе су и многоугли АВГЛЕ и 2Н0КА. 
у двапут вишој размери стране АВ према ОдРОваРАЛУРОЈ 

страни 21. У 
' На овај начин, слични многоугли се могу раставити на 
сличне троуглове у истом, броју и у истим односима према 
нерастављеним (целим многоуглима), и многоугао је према 
многоуглу у цвапут вишој размери одговарајућих страна. 
[А то је требало доказатиј.:3 


| Последица 
На исти начин се може показати да су и слични четво- 
роугли у размери двапут вишој од размере одговарајућих 
страна. А то је доказано и за троугле. Према. томе су 
уопште сличне праволиниске слике-у размери двапут вишој 
„од размере одговарајућих страна. А:то је требало доказати. 
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| Последица 


Ако за АВ и 2 узмемо трећу пропорционалу =, онда 
је размера ВА према 2 двапут виша од размере АВ према 
2Н. А и многоугао према многоуглу или четвороугао према 
четвороуглу су у размери двапут вишој од размере одгова- 
рајућих страна, тј. размере АВ према 2. А ово је било 
доказано и за троуглове. Према томе је јасно, да, уопште, 
ако су три величине пропорционалне, онда је прва према 
трећој као слична и у сличном односу слика конструисана 


над првом према одговарајућој слици над другом.) 


721. 


Праволиниске слике сличне истој слици сличне су и 


међу собом. - 


Нека је свака од праволиниских слика А и В слична · 


слици Г. Тврдим да је А слична В. 

Заиста, пошто је А слична 
Г, она има једнаке углове са Г 
и пропорционалне стране које 
образују једнаке углове. Даље, 
пошто је и В слична Г, имаи 
она једнаке углове са Г и пропор- 
ционалне стране које образују 
једнаке углове. Према „томе је 
свака од А и В има једнаке угло- 


ве са Г и пропорционалне стране _ 


које образују једнаке углове [значи и А и В имају једнаке 
углове и пропорционалне. стране које образују једнаке углове). 
Према томе је А слична В. А то је требало доказати. 


22. 


Ако су четири дужи пропорционалне, онда су и на 
њима конструисане сличне и у сличном положају праволини- 
ске слике пропорционале; и ако су на њима конструисане 
сличне и у сличном положају праволиниске слике пропор- 
ционалне, пропорционалне су и дужи. 
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Нека су АВ, ГА, Е7, НО четири пропорционалне дужи, 
тако да је АВ према ГА као Е2. према Не, и нека су над 
АВ и ГА нацртане сличне и у сличном положају праволиниске 
слике КАВ и АГА, а над Е2 и НО сличне и у сличном поло- 
жају праволиниске слике М2 и ха. Тврдим да се КАВ односи 
према АГА као М2. према ХО. 


Заиста, узмимо ва ВА и ГА 


трећу пропорционалу 2, а за Ед 

и НО трећу пропорционалу О. 4 

Пошто је АВ према ГА као Е2. 5 2 
А 


према На, а ГА према = као НО 


према О, онда је по једнакоудаље- М | 
ности АВ према 2 као Б2 према :: 
О. Међутим АВ се односи према Е 


2 као КАВ према АГА, и Е2 према 


О као М2. према Хад, те је и КАВ 25 5 
према АГА као М2. према ХО. ои ЈЕ 
Сад нека је КАВ према АГА 977 Масу 


као М7. према МО. Тврдим, да је 

АВ према ГА као Е2 према НО. | 

Заиста, нека не буде тако, да се АВ односи према ГА као 
Е2 према На, већ нека се АВ односи према ГА као Е2, 
према ПР; коструишимо над ПР праволиниску слику 2Р 
сличну и у сличном положају свакој од М2, Хо. 


Пошто се сад АВ односи према ГА као Е2,.према ПР 
и над АВ и ГА су конструисане сличне и у сличном поло- 
жају слике КАВ и АГА, а над Е2. и ПР сличне и у сличном 
положају слике М2 и ХР, то је КАВ према АГД као М2 према 
ХР. А претпоставља се да се КАВ односи према АГД као 
М27, према ХО. Те је према томе М2 према ХР као М2, према 
хе. Дакле је М2 у истој размери према и НО и 2Р, те је 
ХО једнако БР, а и слична је и у сличном положају. Па према 
томе је Нд једнако ПР. И пошто се АВ односи према ГА 
као Е2. према ПР, а ПР је једнако НО, то је АВ према ГА 
као Е2, према Нд. 


На овај начин, ако су четири. дужи пропорционалне, 
онда су и на њима конструисане сличне и у сличном поло- 
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жају праволиниске слике пропорционалне; и ако су на њима 
конструисане сличне и у сличном положају праволиниске 
. слике пропорционалне, 'онда су пропорционалне и дужи. А 
„то је тробало доказати.“ 


[Лема] 


[Ако су праволиниске слике једнаке и сличне, онда су 
и њихове стране једне другим једнаке. То докажимо овако. 

Нека су праволиниске слике ХВ и УР једнаке и сличне 
и нека је ОН према НХ као РП према ПХ. Тврдим да је РП 
једнако ВН. 

Нека стране нису је онда је. једна од. њих већа. 
Нека буде РП већа од ОН. Пошто се РП односи према П> 
као ОН према НХ и, после пермутовања, РП је према ОН 
као ПЕХ према НХ, а ПР је веће од ОН, биће веће'и П2Е од 
НХ. Према томе је и слика Р> већа од 0д%, али је и једнака, 
а то је немогуће. Значи ПР није неједнако Н6, па је према 
томе једнако. А то је требало доказати. ] 


23. 
Паралелограми са: једнаким угловима су један према 
другом у размери сложеној од размера страна. 


Нека су АГ и |УЛЕ 


А 4 9 чији су углови ВГА-и 
ја | ЕГН једнаки, паралелогра- 

| Н ми са једнаким угловима. 

Г 


Тврдим да су паралелогра- 


2 ми АГ и Г2 у размери 'сло- 
женој од размера страна. 

Заиста, поставимо 

Е 5 их тако да ВГ буде про- 
ара. | дужење ГН; тада ће и 


ГА бити на продужењу 
| ГЕ. И допунимо слику 
У трвевавсаичкасвант паралелограмом АН; узми- 
мо неку дуж К и начини- 

мо да се ВГ односи“ према ГН као К према А и 'АГ према 
ГЕ као А према М. ! 5 
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На тај начин ће размере К према А и Л према М бити 
нсте са размерама страна: ВГ према ГН и АГ према ГЕ. Али 
размера К према М је сложена из равмера К према Лил 
према М. На тај начин је размера К према М сложена од 
размера страна. Пошто је ВГ према ГН као паралелограм 
АГ према Гд, а ВГ је према ГН као К према Л, те према 
томе је К према Л као паралелограм АГ према ГО. Даље, 
пошто је АГ према ГЕ као паралелограм ГВ према Г2, а АГ 
према ГЕ као А према М, те се, према томе, ЛА односи према 
М као паралелограм ГО према паралелограму Г2. Пошто је 
сад доказано да је К према 4 као паралелограм АГ према 
паралелограму ГО, и Л према М као паралелограм ГВ према 
паралелограму Г2., онда је по једнакоудаљености К према М 
као АГ према паралелограму Г2. Али размера К према М је 
сложена од размера страна. Према томе је и размера АГ 
према ГА сложена од размера страна. 

На овај начин, паралелограми "са, једнаким угловима су 
један према другом у размери сложеној од размера страна. 
„А то је требало долазати.7 · 


24. 


· У сваком паралелограму су паралелограми конструисани 


на дијагонали слични и целом (паралелограму) и међу собом. 
Нека је АВГА паралелограм и АГ његова. дијагонала, 
ЕН и ОК паралелограми на АГ. 
Тврдим да је сваки од паралело-  А_Е. В 
грама ЕН и ОК сличан целом пара-- 
" лелограму АВГА и да су они Слични Н; 2] 
међу собом. | 
| Заиста, пошто је троугао АВГ 
пресечен правом 22 паралелно стра- 
ни ВГ, то се ВЕ односи према БА 4 ко Љ 
као Г2. према 2А. Даље, пошто је | 5" 5 
троугао АГА пресечен правом 78 паралелно страни ТА, то | 
је Г2. према 7А као АН према НА. А доказано је да је уз 
према ЈА као ВЕ према ЕА. Према томе је и ВЕ према БА 
као АН према НА. И зато је, после састављања, ВА према 
АЕ као ДА према АН, а после пермутовања ВА је према АД 
д, 


3 
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као ВА према АН. Дакле код паралелограма АВГА и ЕН 
стране које образују заједнички угао ВАД пропорционалне су. 
А како су НХ и АГ паралелне, угао АДН једнак је углу АГА; 
а угао ДАГ је заједнички код троугла ААГ и АНГ, према 
томе троусли АДГ и АН2, имају једнаке углове. Из истих 
разлога и троуглови АГВ и АЕ имају једнаке углове; па 
тако и цео паралелограм АВГДА и паралелограм ЕН имају 
једнаке углове. Зато је АД према ДГ као АН према Н2, и 
АГ према ГА као Н2. према 2, и АГ према ГВ као А2, према 


ТЕ, и Г В према ВА као 26 према ЕА. А како је доказано | 


да је АГ према ГА као Н2, према 2, и АГ према ГВ као А2. 
према 2, онда је, према једнакоудаљености, ДР према ГВ 
као Н2, према 2. Према томе су стране које образују јед- 
наке углове код паралелограма АВГДА и ЕН пропорционалне, 
па су на тај начин паралелограми АВГА и ЕН слични. Из 
истих разлога је паралелограм АВГА сличан паралелограму 


КО; значи сваки од паралелограма ЕН и ОК је сличан пара- | 


лелограму АВГд. А слике сличне једној истој праволиниској 
слици сличне су и међу собом. Те према томе је и. парале- 
лограм ЕН сличан паралелограму ОК. 

На овај начин, у сваком паралелограму су паралелограми 
конструисани на дијагонали слични и целом (паралелограму) 
и „међу собом. А то је требало доказати. 


25. | у 
Конструисати праволиниску слику која је слична датој 


праволиниској слици И једнака другој датој праволиниској 


слици. 


Нека је АВГ дата праволиниска слика, којој тражена, 


слика треба да буде слична, а А слика, којој тражена слика 
треба да буде једнака. Треба конструисати слику сличну 
слици АВГ а једнаку слици 4. 

Доцртајмо над ВГ паралелограм Е ВЕ једнак троуглу АВГ, 
а над ГЕ па залелограм, ГМ једнак А. са углом ТВ, једнаким. 
углу ГВА: Тада је ВГ на дужи Г2, и АБ на дужи ЕМ. И, 
нека 48] буде, средња пропорционала. за ВГ и Г2, па, над не 
конструишимо троугао КНО сличан иу сличном положају 
са, троуглом АВГ. · 
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Пошто се ВГ односи према Нв као НА према Г2, а 
ако су три дужи пропорционалне, онда је прва према трећој 
кво и слика конструисана над првом према сличној и у слич- 
ном положају слици конструисаној над другом, значи ВГ је 
према Г2, као троугао АВГ према троуглу КНО. Али ВГ се 
односи према Г2. као и паралелограми ВЕ према паралелограму 
27. Значи троугао АВГ је према троуглу КНО као паралелограм 
ВЕ према паралелограму Е2.. Или, после пермутовања, троугао 


А “2 7) 
„АИНУ а | 
В = 7 
) | 
РА Е 
К 1. 79 


но 9 

АВГ је према паралелограму ВЕ као троугао КНО према 
паралелограму Е2.. Како је троугао АВГ једнак паралелограму 
ВБ, то је траугао КНО једнак паралелограму 22: Али пара- 
телограм Е2 је једнак. (слици) А, па је и троугао КНО једнак 
слици А, а при томе је троугао КНЕ и сличан троуглу АВГ 

На овај начин је конструисана слика КНО слична датој 
" праволиниској слици АВГ и једнака датој слици А. А то је. 
требало доказати.7 


| 26. · 
Ако од паралелограма отсечемо раралелограм сличан 
„и у сличном положају са целим кеји са овим има и зајединч- 
ки угао, тај паралелограм је на истој дијагонали са целим. 
Нека је од паралелограма АВГА отсечен паралелограм 
АЛ сличан АВГА и у сличном положају, а који има са њим 
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заједнички угао ЛАВ. Тврдим да је АВГА на истој дијагонали 
као и А7. 
Заиста, нека то није тако, па ако “је могуће, нека буде 
АВГ дијагонала; па продужимо Н7, до 8 и повуцимо кроз 0 
· праву ОК паралелну свакој од 
правих А4 и ВГ. 

Пошто су сад АВГДди КН на 
истој дијагонали, то се ДА од- 
носи према АВ као НА према АК; 
а због сличности АВГА и ЕН 
дуж ДА је према АВ такође као 
и НА према АЕ. Дакле НА је 
према АК као НА према АЕ. Дуж 
НА је према томе у истој размери према свакој од АКи 
АЕ. Значи АЕ је једнако АК, мања већој, а то је немогуће. 
Дакле 'АВГА и А2, не могу не бити на истој дијагонали. Па 
према томе је паралелограм АВГДА на истој дијагонали са 
паралелограмом А7. 

. На овај начин, ако од паралелограма отсечемо пара- 
лелограм сличан и у сличном положају са целим који са 
овим има и заједнички угао, тај паралелограм је на истој 
дијагонали са целим. А то је требало доказати. 


27. 


Од свих паралелограма тако конструисаних на датој 
дужи да им недостају паралелограми слични-и у сличном, 
положају ·-са паралелограмом — ЗА 
конструисаном на другој поло- 
вини дужи онај је највећи који. 
је конструисан на првој по- 
ловини дужи и сличан пара- 
лелограму који му недостаје.73. 

_- Нека је АВ дуж и нека 
је она располовљена тачком Г и; . 
нека. је на дужи АВ констру- ИН А НИНА ЛИ 
исан: паралелограм А4, чији је допунски паралелограм-АВ кон- 
струисан на половини-АВ, тј. на ГВ. Тврдим да је од свих на 
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АВ тако конструисаних паралелограма да им недостају пара- 
лелограми слични и у сличном положају са паралелограмом 
4В највећи паралелограм А4. Конструишимо на дужи АВ 
паралелограм А27, тако, да је паралелограм 78 сличаниу 
сличном положају са паралелограмом АВ. Тврдим да је ћара- 
лелограм АД већи од паралелограма А7. 

Заиста, пошто је паралелограм АВ сличан паралело- 
граму 28, они су на истој дијагонали. Повуцимо њихову 
дијагоналу АВ и допунимо слику. 

Пошто је сад Г2 једнако 2Е, а 28 је заједничко, то 
је цео паралелограм ГО једнак целом паралелограму КЕ. 
Али. је ГО једнак ГН, јер је АГ једнако ГВ. Према томе је 
"НГ једнак ЕК. Додајмо заједнички (паралелограм) Г7. Тада 
је паралелограм А једнак гномону ДМХ. Па према томе је 
паралелограм АВ, а то ће рећи и паралелрграм АД, већи од 
паралелограма А7. - 

На овај начин, од свих паралелограма тако констру- 
исаних на датој дужи да им недостају паралелограми слични 
и у сличном положају са паралелограмом конструисаном на 
другој половини дужи онај је највећи који,је конструисан 
на првој половини дужи и сличан паралелограму који му 
недостаје. А то је требало доказаги.29 


28. 


На датој дужи конструисати такав паралелограм, једнак 
датој праволиниској слици, да паралелограм који му недо- 
стаје буде сличан датом паралелограму; при томе је неоп- 
ходно да дата праволиниска слика (којој треба конструисати 
_ једнаки паралелограм) не, буде већа од паралелограма кон- 
струисаног на половини и сличног паралелограму који му 
недостаје [од,паралелограма на половини а да слични му 
недостаје). | 

Нека је АВ дата дуж, а праволиниска слика Г, којој 
једнаки паралелограм треба конструисати на АВ, није већа 
од паралелограма конструисаног на половини АВ и сличног 
паралелограму који му недостаје и који је сличан паралело- 
граму - А. Треба на датој дужи АВ конструисати паралелограм 
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једнак праволиниској слици Г а да паралелограм који му 
недостаје буде сличан датом паралелограму. А. 


к М 


Располовимо АВ тачком Е и над ЕВ нацртајмо слику 


ЕВАН сличну и у сличном положају са А; и као допуну 
конструишимо паралелограм АН. 

Ако је сад АН једнако Г, тражено би било изведено, 
јер је на датој дужи АВ конструисани паралелограм АН 
једнак датој праволиниској слици Г, а паралелдграм, који 
му недостаје, је сличан паралелограму А. | 

Ако то није случај онда нека ОЕ буде веће од Г' А како 
је ОБ једнако НВ, биће и НВ од Г. Тада конструишемо 
слику КАММ сличну и у сличном положају са /Л, која је 
једнака. сувишку НВ над Г. Какоје Д слично НВ, то је и 
КМ слично НВ. Нека сад КЛ одговара НЕ, а АМ дужи 
Н7. Пошто је НВ једнако збиру Ги КМ, то је НВ веће 
од КМ. Тада је и НЕ веће од КА, а Н7 од ДАМ. Констру- 
ишемо НЕ једнако КЛ и НО једнако АМ и допунимо пара- 
лелограм 2НОП; према томе је НП слично и једнако КМ 


(а КМ је слично „НВ),. Значи НП је слично НВ. Према томе 


су НП и НВ нца истој дијагонали. Нека је та Загон НаВ, 
па допунимо слику, Е 

Пошто је сад ВН једнако збиру Гои КМ, а НП је 
једнако КМ, то. је преостали гномон ГХФ једнак остатку Г. 
И пошто је ОР једнако =>, то је, ако: додамо заједничко П8, 
целокупно ОВ једнако целом 28: Али је =В једнако ТЕ, 
јер је страна АЕ једнака страни ЕВ, па према томе је-и ТЕ 
једнако ОВ. Додајмо 27“, тада је и цело. Т> једнако" целом 
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гномону ФХГХ. Међутим је доказано да је гномон ФХТ једнак 
Г, па је према томе и Т> једнако Г. 

На овај начин, на датој дужи АВ је конструисан, и то јед- 
нак датој правдлиниској слици Г, паралелограм 2Т а при томе 
паралелограм ПВ, који му недостаје, сличан је датом паралелд- 
граму 4 [пошто је ПВ слично НП]. А то је требало извести: 


29, 


На датој дужи конструисати паралелограм са сувишком 
сличним датом паралелограму, а једнак датој праволиниској 
слици. 

Нека је АВ дата дуж, а праволиниска слика, којој јед- 
наки паралелограм треба конструисати на АВ, нека буде Г. 
Треба на датој дужи АВ конструисати паралелограм једнак 
праволиниској слици Г са сувишком сличним датом пара- 
лелограму ·А. 


Располовимо АВ тачком Е и' над ЕВ нацртајмо пара- 
лелограм 87, сличан и у сличном положају са А, и констру- 
ишимо паралелограм на, сличан и у СЛИЧНОМ положају са А, 
једнак збиру В2 и Г, и то да одговарају: ко „дужи ФА и 
КН дужи 7Е. Пошто је НО веће од 28, и Ка је веће од 
24, а КН од ХЕ. Продужимо 7 и 2 тако да буде 2ЛМ 
једнако КО, а ХЕМ једнако КН, и допунимо паралелограм 
МА; тада је МХ једнако и слично НО. Али је НО сличан 
ЕЛ, те је и МХ сличан Ел, а при томе су Вл и ММ на истој 
дијагонали. Повуцимо њихову дијагоналу 22 и допунимо слику. 
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Пошто је НО једнако збиру ЕЛ и Г, а НО једнако ММ, 
и МХ је једнако збиру Ел и Г. Одузмимо заједничко БА. 
Тада је преостади гномон УХФ једнак Г. И пошто је АБ 
једнако ЕВ, једнако је и АМ паралелограму МВ, тј. ЛО. До- 
дајмо заједничко Б2. Тада је цело Аг једнако целом гномону. 
Али гномон ФХ'У једнак је Г, те према томе је и А2 једнако Г. 

На овај начин је на датој дужи АВ конструисан пара- 
лелограм АЗ, једнак датој праволиниској слици Г, са су- 
вишком паралелограмом ПО сличним паралелограму 4, јер 
је БА слично ОП. А то је требало извести. 


30. 


Дату ограничену праву (дуж) поделити у крајњој и 
средњој размери. 

Нека је АВ дата дуж. Треба дуж АВ поделити у крајњој 
и средњој размери. 

_ Конструишимо над АВ. квадрат ВГ и на АГ констру- 
ишимо паралелограм ГА једнак ВГ са сувишком А4 слич- 

ним ВГ. 

Г 2 6 ВГ је квадрат, према томе је и Ад 
квадрат. А пошто је ВГ једнако ГА, то 
је, после одузимања заједничког | ГЕ, и 
остатак 17 једнак остатку АА. А они 
су и са једнаким угловима. Према томе 
су стране у 2 и АЛ код једнаких углова 
обрнуто пропорционалне. Дакле 7Е се 
односи према ЕЛ као АЕ према ЕВ. Али 
ТЕ је једнако АВ, а ЕД једнако АЕ, 
те је према томе ВА према АЕ као АБ 
према ЕВ. АВ је веће од АЕ, па је и АБ веће од ЕВ. 

На овај начин је дуж АВ подељена у крајњој и средњој 
размери тачком Е и већи део је АЕ. А то је требало извести.“ 


31. 


Код правоуглих троуглова слика конструисана на страни 
наспрам правог угла једнака је збиру сличних и слично кон- 
струисаних слика над странама које образују прав угао. 
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" Нека је АВГ правоугли троугао са правим углом ВАГ. 


Тврдим да је слика конструисана над ВГ једнака збиру 
сличних и слично конструисаних слика над ВА и над АГ. 


Повуцимо нормалу АА4. 


Пошто је сад у правоуглом ја 78 
троуглу АВГ из правог угла код А ка ки 
повучена на основицу ВГ нормала а 1 ок 
АД, троугли АВА и АА4Г уз нор-  / # | | Е 7 

5 % у / 
малу су слични целом троуглу АВГ ве ~ 


| 
Пена 
а и међу собом. И пошто је АВГ | 8 
сличан АВА, то се ГВ односи према | 

ВА као АВ према ВА. Пошто су | 
сад три дужи пропорционалне, онда је прва према трећој 
као слика над првом према сличној и у сличном положају 
слици над другом. На тај начин се ГВ односи према ВА 
као слика над ГВ према сличној и у сличном положају слици 
над ВА. Из истих равлога и РГ је према ГА као слика 
над ВГ према слици над ГА. Према томе је и ВГ према збиру 
ВА и АГ као слика над ВГ према збиру сличних и у слич- 
ном положају слика над ВА и „АГ. Али је ВГ из ВА и АГ. 
Према томе је слика над ВГ једнака збиру сличних и у слич- 
ном положају конструисаних слика над ВА и над АГ. 

На овај начин је код правоуглих троуглова слика кон- 
струисана на страни наспрам правог угла једнака збиру | 
сличних и слично конструисаних слика над странама које 
образују прав угао. А то је требало доказати."! 


32. 


Ако саставимо темена двају троуглова код којих су 
две стране једног пропорционалне двема странама другог 
и при томе те стране на одговарајући начин паралелне, онда 
су остале стране троуглова на истој правој. | 

Нека су АВГ и аГЕ два троугла код којих су две стране 
ВА, АГ једног пропорционалне двема странама АГ, ДЕ другог, 
наиме АВ се односи према АГ као АГ према ДЕ и страна АВ 
је паралелна АГ, а АГ страни ДЕ. Тврдим да су ВГ и ГЕ на 
истој правој. 
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Заиста, пошто је права АВ паралелна правој АГ, а права 
АГђе њихова трансверзала, то су углови ВАГ и АГА једнаки 
као наизменични. Из истих разлога је угао ГДЕ једнак углу 
АГА. Према томе је угао ВАГ једнак углу ГДЕ. Пошто два 

троугла АВГ и АГЕ имају угао кодА 
4 једнак углу код А, а стране које образују 
_ те углове су пропорционалне, тј. ВА се 


А односи према АГ ако ГА према ДЕ, то 
/ . троугли АВГ и АГЕ имају једнаке одго- 
варајуће углове. Према томе је угао АВГ 
в Г Ц једнак углу ДАГЕ. А доказано је да је 


угао АГА једнак углу ВАГ. Према томе 
е цео угао АГЕ једнак збиру углова АВГ и ВАГ. Додајемо 
заједнички угао АГВ, тада је збир углова АГЕ и АГВ једнак 
збиру углова ВАГ, АГВ, ГВА. Али је збир ВАГ, АВГ, АГВ 
једнак двоструком правом углу, па је према томе и збир 
АГЕ, АГВ једнак двоструком правом углу. На правој АГ код 
исте тачке Г две праве ВГ и ГЕ, које нису са исте стране, 
чине два суседна угла АГЕ и АГВ чији је збир два права 
угла, па услед тога су две праве ВГ и ГЕ на истој правој. 
На овај начин, ако саставима темена двају троуглова 
код којих су две стране једног пропорционалне двема стра- 
нама другог и при томе те стране на одговарајући начин 
паралелне, онда су остале стране троуглова на истој правој. 
А то је требало доказати." 


38. 


Код једнаких кругова углови се налазе у размери вахва- 
ћених лукова било у 
случају централних 
било у случају пери- 
фериских углова. 

·" Нека су АВГ и 
„ДЕ: једнаки круго- | 
вии углови ВНГ и ХК 
ЕО27 централни 3а. 
центре Ни ад, а уг- 
лови ВАГ и Е42. перифериски. Тврдим да се лук ВГ односи 
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према луку Е2. као угао ВНГ према углу Е07, и угао ВАГ 
према углу ЕД2. 

Заиста, надовежимо на лук ВГ колико хоћемо том 
луку једнаких лукова ГК, КЛ, а на лук Е2. исти број овом 
луку једнаких лукова 2М, МУ, и повуцимо НК, НА, ОМ, вд. 

Пошто су сад луци ВГ, ГК, КА међу собом једнаки, 
једнаки су међу собом и углови ВНГ, ГНК, КНА. Према 
томе колики је лук ВА мултиплум лука ВГ, толики је и угао 
ВНА, мултиплум угла ВНГ. Из истих разлога, колики је 
лук МЕ мултиплум лука 22, толики је и угао ХВЕ мултиплум 
угла ЕВЕ. Значи, ако је лук ВА једнак луку ЕМ, једнак је 
и угао ВНА углу ЕВН, ако је лук Вл већи од лука ЕХ, 
онда је већи и угао ВНА од угла ЕбХ, а ако је мањи, онда 
мањи. Од четири дате величине, два лука ВГ и Б2 и два 
угла ВНГ и 207, узети су подједнаки мултиплуми лука ВГ 
и угла ВНГ, лук Вл и угао ВНА, а од лука Б2 и од угла 
Ед2 лук БХ и угао век. И доказано је да, ако је лук ВА 
већи од лука ЕМ, онда је угао ВНА већи од угла ЕОК, ако 
је једнак онда једнак, а ако је мањи, мањи. Према томе се 
лук ВГ односи према луку 22 као угао ВНГ према углу 202. 
Али угао ВНГ је према углу Е872 као угао ВАГ према Е47, јер 
је сваки двапут већи од другог. Према томе, лук ВГ се односи 
према луку Б2 као угао ВНГ према углу Е202 и угао ВАГ 
према углу 242. 

На овај начин, код једнаких кругова углови се налазе | 
у размери захваћених лукова било у случају централних 
било у случају перифериских углова. А то је требало дока- 
зати.• 


КОМЕНТАР 


' Грчке речи „хата |фџау“ ове дефиниције преводимо са 
„појединачно“ подразумевајући да сваком поједином углу 
прве слике одговара једнаки угао друге слике. Овај Еукли- 
дов додатак искључује могућност тумачења дефиниције да 
су сви углови прве слике, једнаки међусобно, једнаки угло- 
вима друге слике. 

· 2 У вези са првом дефиницијом имамо две примедбе. 
1. У дефиницији није истакнуто да ред којим следују стране 
односно углови једне слике треба да буде исти као и код 
друге слике, другим речима, да елементи слика треба да 


буду распоређени на исти начин. Ако тај услов није задо- 
вбљен, слике могу и са појединачно једнаким угловима и 

пропорционалним крацима тих углова ипак да не буду сличне 
(сл. 1). 2. Друга примедба се односи на навођење два услова, 
"0 једнакости углова и пропорционалности кракова у дефини- 
цији. Ћа два услова обично се оба сматрају као неопходна 
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иу том облику се дефиниција појављује у свима уџбеницима 
геометрије без примедбе. Међутим може се дефиниција 
сличности праволиниских слика формулисати помоћу само 
једног од тих углова - или једнакошћу углова или пропор- 
ционалношћу линиских елемената, само треба сваки од, тих 
услова допунити додатком: свих углова односно свих. пра- 
праволиниских елемената. Тако, квадрат и правоугаоник 
| | „различитих _ димензија 


| 5 | (сл. 2) нису сличне сли- 
| 4 .· ке, јер незадовољанају 


| || услов једнакости. свих 


- и. углова, односно пор- 

Сл. 2 5“ порционалоости свих 

- праволиниских _ елеме- 

ната. Заиста, ако повучемо. одговарајуће дијагонале тих слика, 


сви углови тих слика, убрајајући ту и углове између страна. 
и дијагонала. неће бити једнаки, Међутим, рецимо, ва два 


правоугаоника, чији су сви.углови између одговарајућих пра- 


волиниских елемената једнаки, можемо тврдити да су Слични. · 


Исто тако, можемо тврдити да је услов само пропорционал- 
ности али свих праволиниских елемената довољан за слич- 
ност одговарајућих слика. Јасно је да Буклидова редакција 


дефиниције остаје на снази ако се мисли само на углове и“ 


стране полигона. 

"УУ Неђегрову издању ова : дефиниција стоји у загради 
а има и таквих Буклидових издања у којима је ова дефи- 
ниција изостављена. Понеки коментатори сматрају да.ова 


дефиниција не припада. Еуклиду-и то из два разлога: 1. она . 


је ивложена толико нејасно, таквим стилом да ни мало не 
одговара Еуклидову духу ивлагања и 2. у својим расуђи- 
вањима ни на једном месту Еуклид не користи ову дефи- 
ницију. Да би ова дефиниција добила нешто јаснији смисао, 
понеки коментатори предлажу овако допуњену редакцију те 
дефиниције: Две слике су реципрочне, ако код сваке од.тих 
двеју слика постоји размера , претходног (елемента) према 
наредном, као и наредног према претходном. Другим речима, 
ако са прве "слике узмемо два елемента а и ђ, којима на 
другој слици одговарају о а' и. 6', онда ва реципрочне 
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слике важи пропорција; а:ђ = а':ђ'. Такво тумачење ове де- 
финиције од стране неких коментатора ипак остаје пробле- 
матично, јер не следује непосредно из текста дефиниције. 
Из наведених разлога изостављање ове дефиниције заиста 
не умањује ни систематичност а ни потпуност неопходних 
појмова у Еуклидову излагању. 

г Таква подела дужи зове се такође непрекидна подела 
или златан пресек. 

Како смо већ наводили, код Еуклида се не употребљује 
реч, која би одговарала појму дужи као ограниченој правој; 
код њега се употребљује реч „г9Јета“,; права. Кад је потребно 
нагласити да је права „ограничена“, Еуклид употребљује 
израз, у «дуета пелераарсућ. У нашем преводу за што јасније 
формулисање, нарочито у овој књизи, често употребљујемо 
реч „дуж" и то тамо, где излагање може да буде тачније, 
краће и јасније. . 

5 Код Еуклида појам висине није ограничен обликом 
оних линија које спајају врх са основицом — то могу да 
буду не само дужи (троугао), већ и изломљене линије (поли- 
гони) односно криве линије (сл. 3). Ако слика има више 


ЛА 


Сал. 


тачака на истом највећем отстојању од основице, нормала 
из сваке од тих тачака је висина слике према датој осно- 
вици (сл. 4). | | | | 

г У Небегр ову издању је оваде финиција стављена у 
заграду. Т. [. Неафћ ову дефиницију наводи само у при- 
медбама. Равлови су, ва то ови; 1. Дефиниција нема јасног 


2 


о0 


одређеног смисла; њен стил не одговара. Еуклидову стилу; 


2. По. садржају свом дефиниција је погрешно ставфена. у: 
МЕ књигу. (Она се односи не теорију размере. и: пропорције: и 


према томе, треба, да. се налази у М књизи. 3 Еуклид. уогните 
не сматра размеру, рецимо, двеју. дужина као величину; 
односно број и никад не врши операције. са размерама: као: 
са бројевима. Према томе готово. ва: сигурнашћу. може се 
тврдити да је ова дефиниција додатак нознијег времена. 
Савременим математичким језиком ову: дефиницију мо- 
жемо овако протумачити. Из две. размере 4, :, и ко: " са- 
ставља се трећа. а:ђ са Тр оу : = 


а > б. 5, ђ ја" 79 


· Мало заобилазним путем ову дефиницију можемо изве– 


стину Еуклидову смислу, не уводећи операције са' размерама - 


као са бројевима. Нека су дате две размере: а;: 12 и.а, ::,- 
Саставимо помоћу њих две помоћне пропорције '“ 
а,:б, = аг бр, 
а,:ћ = р:6, 


где је р по, жељи изабрана дужина. Тврдимо, према дефи– | 


ницији, да је; размера а:р састав- 
љена од размере а,:б, и а,::5,. Лако 
је проверити, елиминишући дужину 
р да је при томе задовољена једна- 
чина (“). На слици (ел. 5) је нане- 
дена. одговарајућа канструкција 32; 
одређивање дужина а и ф, ако су 
дате дужине а), 6,, 47, 5. На:слици су:: 
ОА, =аа, ОВ, =, А; =а;, ОВ, =ђ,. 


о А; В! Р ОА=а,0ОВ=ђ РА|А,Ву, РВ|А;В,. 
| т. Од интереса је грчки ивраз: 
ба, 5 „бкб «5 аде фуоф“, који се-буквеално 


преводи „под истом висином“. РЕКЕ „Ото“: неби. у себи“ 
просторни елемент. 

5 Доказ ове теореме је леласичан: пример примене чувене. 
Еуклидове дефиниције проперционалности · величина. (дефи-. 


О 


Џ 
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ниција 5,У књиге). На супрот савременим доказима у доказу се 
не помиња случај несамерљвих величина. Методичка нализаа 
ваљаности Еуклидова доказа према другим доказима претстав- 
ља и данас још дитање о коме расправљају методичари. 
• Еуклид се зауставља само на случају унутрашње подела 
страна троугла, а изоставља случај кад права паралелна страни 
троугла сече друге стране на продужењима. При томе је фор- 
мулисао своју поделу појмом „ФубХоуоу“ — пропорционално. 
19 Еуклид се зауставља само на симетрали унутрашњег 
угла троугла без обзира на то што је још Аристотелу 
(384—322 пре наше ере) била позната особина и симетрале 
спољашњег угла. Особине симетрала, унутрашњег и спољаш- 
њег угла, стоје у вези са такозваним Аполонијевим кругом 
као геометриским местом тачака чија су растојања од две 
сталне тачке у датом сталном односу. Крајеви пречника тог 
круга деле дуж што спаја две сталне тачке хармониски. Ако 
су А и В крајеви те дужи, а Р (унутрашња) и 0 (спољашња) 
тачке поделе, онда за хармониску поделу. имамо 
АР:РВ=А0:ВО, 
одакле можемо извести вредност такозване хармониске сре- 


дине: 
АЕ 
РО 2 1А0 ВО 

= Ова теорема одговара тзв. првом случају сличности 
троуглова. Еуклид поставља као услов једнакост свих одго- 
варајућих углова троуглова; међутим то није потребно — 
— довољно је навести једнакост само двају углова, јер 
су тада и трећи углови једнаки. 

2 Како у доказу ове теореме, тако и у доказима других 
теорема ове књиге Еуклид се користи особином размера : 
једнако удаљених. Напоменимо да о размерама једнако уда- 
љених .било је речи у претходној, петој књизи и то у 17. дефи- 
ницији и у 22. теореми. Кад се позивамо на ову теорему кратко 
наводимо „једнакоудаљеност“. 

Као тзв. други случај сличности троуглова Буклид 
ставља случај са условом пропорцисналности одговарајућих 
страна. У савременом систему Елементарне геометрије теореме 
о сличности троуглова се доказују много једноставније. 


4% 


13 Теорема наводи случај сличности троуглова, кад су 
две стране једног пропорционалне "хомологним · странама 
другог, а овима захваћени углови једнаки. Еуклидов доказ 
и ове тебреме компликованији је од савременог доказа. 

14 У' овој Теореми је формулисан четврти и последњи 
случај сличности троуглова. Интересантно је да се: истакне 


да су код Еуклида, у првој књизи (Е 8,24, 26), наведена _ 
само три случаја подударности троуглова, а недостаје овај, | 


четврти став: Два су троугла. "подударна, ако имају по две 
стране једнаке и ако су углови наспрам · једне од њих једнаки, 
а наспрам друге оба или оштра, или тупа-или права. 

5 Доказ ове теореме, по мишљењу коментатора, раз- 
вучен је непотребно од стране арапских. преписивача. Заиста, 
довољно је утврдити једнакост одговарајућих углова, јер, 
на основу става 4. ове књиге, следује сличност троуглова. 

:6 у Неђегрову издању слике на стр. 109 нису. добро 
распоређене: три дужи са ознакама А, В,Г треба да стоје 
уз доњу слику на тој истој страни. 

“ У Неђегр ову издању слика ове теореме очигледно 
не одговара садржају теореме. Троугао АВГ треба да има 
исту површину са троуглом АДЕ. 

њу овој теореми доказује се геометриски, позната 
особина пропорције, која се аналитички формулише овако: 
ако је Ка 5 · 

а, : бр =а4: 4, 
онда је 
8, 6,=0, 63; 


и обрнуто, из последње особине четири, величине следује 
наведена пропорција. Ова Еуклидова теорема и њен, доказ 
показују и овде да: Еуклид није користио ни најпростије 
аритметичке особине пропорције. | 

19 Ова Буклидова теорема служи као пример строгости 
излагања, кога се придржавала његова ткола. . Претходна 
теорема доказана за четири произвољне пропорционалне 
дужи. Еуклиду није била. довољна за случај кад су две од 
тих дужи једнаке. . | 
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20 Како већина коментатора тумачи, смисао речи „у 
сличном положају“ је да у задатку треба да буде наведена 
она страна дате праволиниске слике која треба да одговара 
датој дужи. | 

2: Теорема је доказана само за случај кад је дата 
праволиниска слика подељена само на два троугла. Еуклид 
не ставља никакве примедбе за случајеве кад се слика дели 
на више троуглова; конструкције и у тим случајевима не 
задају тешкоће. | 

22 Кратко ову теорему можемо овако алгебарски до- 
казати. - 

Уведимо ознаке: 


АВ =а, ВГ =ђ, ДЕ =а,, Ед –б,, ВН =е. 
Површ. АВГ= 0, Површ. АЕ2=а, Површ. АВН=0'. 


И можемо писати: 


а:а,=6:6,, 
_ б:б,=61:С, 
а:а,=6,:с 
4'=, 
0:0'=6:с 
а 
О:га=б:с=ђ:-р ==:5 


28 (Ова теорема се већ и у неким старим рукописима 
доказује једноставније, разлагањем слике на троуглове дија- 
гоналама из истог темена. У овом облику она је ушла ну 
школску литературу. 

за Наведимо доказ и ове теореме, рецимо, њеног првог 
дела, у алгебарском облику. 

Уведимо ознаке: 


АВ=а,, ГЛ=а,, Ег=а,, Нд =а,, 
АКВ=0,, АГА=0,, Површ. М2=0,, Површ. Мд=0,. 
Дато је: а,:0, = а;:4,. | 


0,:0,=а2:а%, 0,:0,—4а2:а% (из сличности). 
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Докавати:: 
0,:6,=0,::0.. 
Уведимо с, и с,: | 
а,:а, = а,:С, = К 
аа:а, = 84:С, = К 
па примећујемо даје тада 


«4 


јер је 
а, = Ка,, с,=а,к“' и а=Ка,, Сс,= а, #“', 
Према томе 'имамо 
0,:0, =а%: а2=а28: а, с, =а, :с, =; 
0,:0,=а%: а%=2%: а, с,=8,: С,= К, 
и на тај начин 
4:0,=0;:0,. 
» Сложена размера од две размере ајја, и 6,75, је размера - 
аб 
а, ф а, 
#6 Докажимо и ову теорему. 
Ставимо + 
а, =ВГ, ГН=а,, Гд=ђ,, ГЕ=ђ, ; 
Површ. АГ=0,, Површ. Г2—0,, Површ. гд =0. 
Уведимо дужине К, 1, М према условима | 
а,:а,=К: |, бу:бу= [:М. | 
Тада је | 


С друге стране имамо | 
др: д-а :а,=К: Г, 
0:0,=-: ћ, = 1: М. 


59 


Одакле је 
4 _9% 
| К 1 М 
и за једнакоудаљене имамо 
9, % 
К М 
што значи 


0,:4,- К:М=а,ћ,:8,,. | 

47 Како наводи Плутарх решење овог задатка било 
је познато још Питагори. Еуклидово решење заснива се 
углавном на решењима ових претходних задатака: а) 44, 1 
књиге: На датој дужи конструнсати у датом праволиниском 
углу паралелограм једнак датом троуглу, ђ) 45, ! књиге: У 
датом праволиниском углу конструисати паралелограм једнак 
датој праволиниској слици. Сем тога су искоришћене кон- 
струкције 13. и 18. ове књиге. 

25 У овој и у неколико наредних теорема ове књиге 
реч је о конструкцији паралелограма у веви са датом дужи, 
рецимо, АВ. Могу се разликовати три случаја: 1. Основом 
паралелограма може бити цела дуж АВ. 2. Основом пара- 
лелограма може бити дуж АС < АВ, један део дужи АВ. 
Тада се паралелограм на преосталом делу дужи, на СВ, код 
Еуклида вове #Аетоу, ШТО значи „мањак“, може се превести 
и са „допуна“. То је оно што недостаје . паралелограму на 
АС до паралелограма на целој дужи АВ. 3. Основом пара- 
лелограма дуж АП > АВ, тј дуж АВ са додатком ВР. 
Паралелограм ма ВР је код Еуклида блефа лом што значи 
„сувишак“. 

Опширније, у другом облику, ову теорему можемо фор- 
мулисати: 

Од свих паралелограма конструисаних на једном делу 
одређене дужи тако да њихови допуне (парадедограми кон- 
струисани на преосталом делу те дужи) буду паралелограми 
слични и у сличном положају са паралелограмом констру- 
исаном на другој половини дате дужи, онај је паралелограм 
нејвећи који је конструнсан на: првој половини дате дужи ин 
сличан својој допуни. 


У вези са наведеним у овој примедби приметимо да 
израз „конструисати, рецимо, паралелограм на датој дужи“, 
који употребљујемо ради краткоће, не значи код Еуклида 
да дата дуж служи обавезно целом страном паралелограма; 
страна паралелограма може бити једнака и већа и мања од дате 
дужи; важно је да дуж и страна припадају истој правој и 
и имају један заједнички крај. 

2 У своме издању Еуклидових елемената |. [.. Неегр 
штампа и други део доказа ове теореме, посматрајући наиме 
А "случај. кад је први део АД дужи АВ, 
5 на коме је конструисан паралелограм 

2 
поен мањи од половине АГ (сл. 6). Доказ 
ом је сличан доказу првог случаја. Ова 
Боре ум" Еуклидова теорема, сматрана као 
| ја | решење задатка на тах. – пип., била 


~ 
1 


| ЊЕ. . ба. с | је предмет анализе многих комента- 


ЧИНА. ~ 
А А ЕР В инфинитезималног рачуна. 
80 Овај задатак је у вези са. 
Сл. 5 геометриским решавањем квадратне 


једначине 
| х"+ах – а» =0. 
Заиста, из те једначине следује пропорција 
а:х=Х:(а–х). 


За решавање тог задатка обично 
се сад употребљује ова конструкција. 
На крају у В дужи АВ=-а констру- 
ише се тангентни круг пречника а и по- 
вуче секанта АО кроз центар О (сл. 7). 
Спољашњи део АС=х –АС' те, секан- 
_ те је тражени већи део дужи АВ поде- 
љене у крајњој и средњој размери. У 
конотрукона 5 се ПроРерана једначином 


а“ =х (а + х), 


која изражава познату особину тангентне (а и и отсечака 
секанте. У 


тора, нарочито у време проналаска · 
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51 Познато је да ова теорема вреди не само у случају 
праволиниских сличних слика већ и у случају сличних кри- 
волиниских слика. Са том теоремом је у вези и уопштена 
Питагорина теорема: 0,+%=0,;, где су 0,, (ф, 0; повр- 
шине сличних слика конструисаних над катетама (а, #ф) и над 
хипотенузом (с). Ова теорема доводи и до чувене Хипокра- 
тове теореме о једнакости збира површина месечастих ру- 
бова ограничених полукруговима над хипотенузом и над 
катетама и површине правоуглог троугла. Ова теорема, 
која је показала могућност једнакости површине омеђене 
кривом линијом и површине праволиниске слике имала је 
огроман значај у историји математике; она је служила као 
потстрек за покушаје да се нађу такве коначно-одређене 
праволиниске слике, чија је површина једнака површини 
круга (квадратура круга). 

з2 Формулисању ове теореме чињена је од стране ко- 
ментатора (према Т. |. Неату код 
Стаутв'а, Кагдпега и Тодћитег'а) за- 
мерка да је недовољно. Заиста, недо- 
вољно је навести, без обзира на про- 
порционалност, да су стране АВ, АГ 
паралелне странама А/, ДЕ. Ако је 
страна АЕ паралелна страни А/, но 
супротно усмерена, као што показује 
слика, која одговара слици текста, 
стране ВГ и ГЕ' (сл. 8) неће бити на 
истој правој. 


53], 5. НебБегг у Аррепфх'у даје допуну ове теореме 
наводећи да су луци пропорционални одговарајућим кружним 
исечцима кругова. Ова допуна, према Неегр'ову мишљењу, 
припада Теону из Александрије (око 350 г. пре н.е.). У 
Аррепа!х у је наведен и текст доказа овог додатка. 
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САДРЖАЈ СЕДМЕ КЊИГЕ 


Текст ос 30303: 


ПРЕДГОВОР 


Седма књига Еуклидових елемената је прва књига 
Буклидове теорије бројева, којој су посвећене УЛ—Х књиге 
Елемената. У седмој књизи су дати основни појмови који 
се односе на састав бројева и на њихову дељивост. Садр- 
жај књиге је релативно једноставан, али је форма у којој 
се тај садржај износи за савременог читаоца необична, често 
је сувише развучена и, могло би се рећи, далеко заостаје 
за формом у којој су геометриске истине биле у претход- 
ним књигама изложене. Да би излагање било савременом 
читаоцу што приступачније при преводу смо себи допуштали 
више отступања од буквалног текста, али смо притом ипак 
тежили да садржај остане неизмењен. 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Мишковић 
и Т. П. Анђелић, на чему им овде изјављујем захвалност. 


А. Б. 


ТЕКСТ 


Дефиниције! 


1. Јединица је оно помоћу чега се сваки предмет 
који постоји назива један (једно).2 

2. Број је множина састављена од јединица,“ 

3. Један број чини део другог броја, мањи од већег, 
ако мери већи.“ 

4. А делове ако не мери. 

5. Већи број је мултиплум од мањег, ако се мери 
мањим.“ 

6. Паран је онај број који је дељив на два јед- 
нака дела.' 

7. Непаран је онај број који није дељив на два 
једнака дела или који се разликује за јединицу од парног, 

8. Парно-паран број је онај који се мери парним 
бројем паран број пута. 

9. Непарно-паран број је онај који се мери парним 
бројем непаран број пута." 

[10. Парно-непаран број је онај који се мери непар- 
ним бројем паран број пута. ]!: 

П. Непарно-непаран број је онај који се мери 
непарним бројем непаран број пута.!> | 

12. Прост број је онај који се мери само јединицом.:: 

13, Међусобно прости бројеви су они који имају 
као заједничку меру само јединицу.“ 

14. Сложен број је онај који се мери неким бројем. :5 

15. Међусобно сложени бројеви су они који се 
мере неким бројем као заједничком мером.“ 

16. Каже се да се један број множи другим бројем кад 
се први број узима као сабирак онолико пута колико је 
јединица у другом броју; и тада се добива неки број.:" 
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17. Ако се као резултат множења два броја добије неки 
број, овај се зове површински, а два броја, који су 
множени, зову се њихове стране. 

18. Ако се као резултат множења три броја добије 
неки број, овај се зове запремински, а три броја, који 
су множени, зову се његове ивице. 

19. Квадратни број је исти број пута узет исти број 
или површински број једнаких страна. 

20. Кубни број пак је исти број пута узет исти број 
и још узет исто толико пута или запремински број једна- 
ких ивица.:8 | 

21. Бројеви су пропорционални ако је први број 
истоструки мултиплум, или исти део, или исти делови од 
другог, као што је трећи од четвртог.:" 

22. Слични површински или запремински бројеви су 
они чије су стране односно ивице пропорционалне.29 

23. Савршен (перфектан) је онај број који је једнак 
збиру свих свошх делова (који га мере).7 


1 


Ако су дата два неједнака броја па при узастопном 
одузимању мањег од већег остатак не бива мера претходног, 
А који смо одузимали, док тај остатак не 
т9 постане једнак јединици, та су два броја 
међусобно прости. 
|| 


при узастопном одузимању мањег од 


постане једнак јединици. Тврдим да су 
бројеви АВ и ГА међусобно прости, тј. 
заједничка мера бројева АВ и Г4 је само 
јединица. 

Заиста, ако АВ и ГА не би били 
међусобно прости, онда би њихова 
заједничка мера била неки број. Нека их, дакле, мери са 
број и нека то буде Е. Нека АГ при мерењу ВА буде“! 


Е 
| += 


Г 
Н . | : 
који: смо одузимали, док тај остатак не 
| 
В А 


Нека за два дата броја АВи ГА 


већег остатак не бива мера претходног, | 


л 


и од АВ остави још 2А, мањи број од АГ; 2А при мерењу 
АГ остави НГ, мањи број од 2, а НГ при мерењу 72. остави 
број ВА који је једнак јединици. | | 

Како сад број Е мери број ГА, а 82 је једнак броју ГА, 
то ће Е мерити и 82; али Е мери и цео број АВ, што значи 
да ће Е мерити и остатак А2. Међутим, А2, мери ДН, значи 
Е мери и ДН. Али Б мери и цео број АГ, значи он ће мерити 
и остатак ГН. Даље, ГН мери 2,0, те према томе Е мери 
и 2.8. Али Е мери и цео број 74, те тако Е мери и остатак, 
јединицу. То би значило да постоји број који мери јединицу, 
а то је немогуће. Према томе не постоји никакав број који 
би мерио бројеве АВ и ГА. Бројеви АВ и ГА су на тај начин 
међусобно прости. А то је требало доказати.“ 


2. 


За два броја који нису међусобно прости наћи њихову 
највећу заједничку меру. 

Нека су дата два броја, који нису. међусобно прости, 
АВ и ГА. Треба наћи за бројеве АВ и ГА највећу зајед- 
ничку меру. | 

Ако ГА мери АВ, а ГА мери и сам себе, биће ГА зајед- 
ничка мера ГА и АВ. И јасно је да је А 
она и највећа, јер никакав број већи од 
ГДА не мери ГА. 

Ако пак ГА не мери АВ онда ћеза к 
бројеве АВ и ГА при узастопном оду- 7, 
зимању мањег од већег остати неки број, 
који мери и њему претходни број. Једи- 
ница не може бити тај остатак јер би 
тада бројеви АВ и ГД били међусобно | | 

Н 


- 


, 


~ 


прости, а то се не претпоставља. Значи 

остаће неки број који мери и њему р А 
претходни број. .Нека ГА после одме- 

равања ВЕ остави БА, мањи од АГ; БА после одмера- 
вања 47. остави 27 мањи од БА; а Га нека мери АЕ. 
Како сад Г2 мери АЕ, а АЕ мери А2, то Г2. мери и 47, а 
"мери и самог себе, те према томе Г2. мери и цео број ГА. 
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Како ГА мери ВЕ, то Г2. мери и ВЕ, али Г2 мери и ЕА, 
значи Г2 мери и цео број ВА. Али Г2 мери ГА. Значи да 
је Г2 заједничка мера оба броја АВ и ГА. Тврдим још да 
је она и највећа. Заиста, ако Г2 није највећа заједничка мера 
бројева АВ и ГА, онда ће бројеве АВ и ГД мерити неки број 
већи од Г2. Нека их, дакле, мери такав неки број и нека то 


буде Н. Како тада Н мери ГА, а ГД мери ВЕ, то ће Н' 


мерити и ВЕ. Али тај број мери и цео број ВА, те према 
томе он мери и остатак АЕ. Али АЕ мери 47, те на тај 
начин Н мери и 42, али Н мери и цео број ДГ, значи он 
мери и остатак Г2, тј. већи број мери мањи, а то је немо- 
гуће. Према томе за два броја АВ и ГА не постоји број већи 
од Г2 који би их мерио. На тај начин је Г2. највећа зајед- 
ничка мера бројева АВ и ГА, а то је требало доказати.“ 


Последица 


Одавде је јасно да ако број мери два броја, он мери 
и њихову заједничку највећу меру. А то је требало доказати. 


3. 


За три дата броја који нису међусобно прости наћи 
њихову највећу заједничку меру. 

Нека су дата три броја А, В,Г који нису међусобно 
прости. Треба за А, В, Г, наћи највећу заједничку меру. _ 

Узмимо највећу заједничку меру Д за два броја Аи В. 

та мера или је мера и броја Г или није. Нека прво она буде 

мера. Али она је мера и бројева А 

и В. На тај начин она мери А, В, 

Г, те је дД заједничка мера за А, ВВ, 

А Г. Тврдим да је она и највећа. Заи- 

В ста, ако Д није највећа заједничка 

| Т | | 7 мера за А, В, Г, онда бројеве А, В, 

4 


Г мери број већи од 4. Нека постоји 


такав број и нека то буде Е. Како 
Е мери А, В, Г, мериће и А и В. Дакле мериће и њихову нај- 
већу заједничку меру. Али највећа заједничка мера А и В је 4. 
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Према томе Е мери 4, већи број — мањи, а то је немогуће 
Према томе не постоји број већи од А који би мерио бројеве 
А, В, Г. На тај начин је Д највећа заједничка мера бројева 
А, В, Г. 

' Нека сад А не мери Г. Прво тврдим да бројевиГид 
неће бити међусобно прости, мери их неки број. Број који 
мери бројеве А, В, Г мери и бројеве А, В и њихову највећу 
заједничку меру А. Али он мери и број Г. Према томе за 
бројеве 4, Г постоји број који их мери, бројеви Д и Г нису 
према томе међусобно прости. Узмимо њихову највећу зајед- 
ничку меру Е. Пошто Е мери 4Д, а ДА мери А и В, то Е мери 
А и В. Али Б мери и Г. На овај начин Е мери А, В, Г, те 
је Е заједничка мера за А, В, Г. Тврдим да је она и највећа. 
Заиста, ако Б није највећа заједничка мера А, В, Г, онда ће бро- 
јеве А, В, Г мерити неки број већи од Е. Нека такав број 
постоји и нека то буде 2. Како 2. мери А, В, Г, он мери и 
А, В. А како је највећа заједничка мера А и В број А, онда 
2. мери и 4. Али 2, мери и број Г, према томе 27. мери Ди Г, 
и највећу заједничку меру бројева 4иГ.4А како је Е нај- 
већа заједничка мера бројева 4, Г, то 2, мери Е, већи мери 
мањи, а то је немогуће. Према томе не постоји за бројеве 
А, В, Г број већи од Е који мери те бројеве. На овај начин 
Е је највећа заједничка мера заА, В,Г. А то је требало 
докавати.> 


4. 


Сваки број је или део или делови од сваког другог 
броја, мањи од већег. 

Нека су А и ВГ два броја и ВГ је мањи. 
Тврдим да је ВГ или део или делови броја А. 5 

З>" та, бројеви А и ВГ или су међу- 


собно прости или нису. Нека су, прво, бро- А Е 

јеви А и ВГ међусобно прости. Тада при 

подели ВГ на његове јединице, свака од 7, 
единица ВГ је део броја А, а ВГ је делови а 
броја А. Т 


Нека сад бројеви А и ВР нису међусобно прости. Тада 
је ВГ или мера за А или није. Ако је ВГ мера за А, онда 
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је ВГ део од А. Ако није, узмимо највећу заједничку меру 4 
бројева А и ВГ и поделимо ВГ на ВЕ, Е7, 27 који су једнаки 
А. Међутим, како Д мери А, биће Д део од А. Али сваки 
од бројева ВЕ, Е2, 7Г једнак је Д, те је према томе сваки 
од ВЕ, Е2, 77 део од А. Према томе је број ВГ једнак дело- 
вима од А. | 

На овај начин, сваки број је или део или делови од 
сваког другог броја, мањи од већег.2> 


5. 


Ако један број чини део другог броја и неки други 
број чини исти део неког другог броја, онда и збир првих 
бројева чини исти део збира других бројева, као поједини 
број појединог. 

Нека је број А део броја ВГ, и неки други број 4 исти 
део, као и А од ВГ, неког другог броја 27. Тврдим да је 


“УВ збир А и А исти део од збира ВГ и Е2 
Е Кона од ВГ. 
Н Заиста, пошто колики део А буде био 


А] М 6 од ВГ, толики ће део и Д бити од Е7, то 
| ће ВГ садржати исто толико пута А, колико 

Г 2 пута Е7 садржати Д. Поделимо сад ВГ на 
делове ВН, НВ једнаке А, а Е7. на Ед, 67. једнаке А. Тада 
је делова ВН, НГ исто толико, колико је делова Е8, 607. 
И како је ВН једнако А, а Ед једнако 4, биће и збир ВН 
и Е8 једнак збиру А и А. Из истих равлога је и збир НГи 
02. једнак збиру А и 4. Према томе колико је у ВГ бројева 
једнаких А, толико је у збиру бројева ВГ и Е2 збирова 
бројева А и 4. Према томе колики је ВГ мултиплум оОдаАА, 
исто толики мултиплум је збир ВГ и Е2 од збира АиаА. 
На овај начин, колики је део А од ВГ, исто толики ће део бити 
збир А и А од збира ВГ и Е27. А то је требало доказати,2 


6. 


Ако један број чини делове другог броја и неки други 
број чини исте делове неког другог броја, онда и збир врвих 
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бројева чини исте делове збира других бројева, као поједини 
број од појединог. 

Нека број АВ чини делове броја Г и са друге стране, 
АЕ чини исте делове броја 2. као и АВ од Г. Тврдим да и 
збир АВ и ДЕ чини исте делове од збира Г и2. каоин 
АВ од Г. | 

Заиста, пошто колике делове АВ чини од Г, толике ће 
делове чинити и ДЕ делова од 2, а то значи да је у АВ исто 
толико делова од Г, колико ДЕ делова од 2. Поделимо АВ на 
АН и НВ, делове одГ,а ДЕ на дб и вЕ 
делове од 2; тада ће бити толико делова 
АН, НВ колико делова 48, вЕ. И пошто А 
колики АН буде био део од Г, толики 


ће и 408 бити од 2, то ће колики АН Н Г ЈА 7 
буде био део од Г, толики део и вбир (о) 
АН и 46 бити од збира Г и2. Из истих В Е 


разлога, колики је део НВ од Г, толики 

је део и збир НВ и бЕ од збира Г и 7. Према томе колики 
су делови АВ од Г исто толики су делови збир АВ и ДЕ 
од збира Г и 2. А то је требало доказати" 


ТЕ 
Ако је један број исти део другог броја какав јеи 
умањилац првог броја део умањиоца другог броја, онда, је 
и:остатак првог броја исти део остатка другог броја. 
Нека је број АВ исти део броја ГА какав је и умањи- 
лац АЕ део умањиоца Г2.. Тврдим, да је и остатак ЕВ исти 
део остатка 24 какав је и цео број АВ целог броја ГА. 
Заиста, нека је ЕВ исти део од ГН какав је и АЕ део 
од Г2, бићеи АР- исти део од Г2. какав и АВ од Н2. Али 
се претпоставља да је АВ оно- 
А Е В 
расе ет не 6) лики део од ГА колики је АЕ 
део од Г2. Значи да је АВ 
= Т “ | Онолики део од Н2, колики је 
· исти тај број део од ГА. Према 
томе је број Н2. једнак броју ГА. Одузмимо заједнички број 
г2; тада је остатак НГ једнак остатку 24. А како је АЕ 
исти део од Г2, као и ЕВ од НГ, а НГ је једнак 24, биће 
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АЕ онолики део од Г2, колики је ЕВ део од 2,4. Али колики АЕ 
буде био део од Г2, толики ће и АВ бити део од ГА. На 
овај начин је остатак ЕВ онолики део од остатка 27,4, 
колики је цео број АВ део целог броја ГА. А то је требало 
доказати,28 

8. 


Ако један број чини исте делове другог броја као што 
умањилац првог броја чини делове умањиоца другог броја, 
онда и остатак првог броја чини исте релове остатка дру- 
гог броја. 

Нека број АВ чини исте делове броја ГА као што ума- 
њилац АЕ чини делове умањиоца Г2. Тврдим да и остатак 
ЕВ чини исте делове остатка 24 
као и цео број АВ целог броја ГА. Г 2, 4 

Заиста, узмимо Н6 једнакоав. Н МК мо 
Тада колике делове Нд чини од ~ ++ 
ГА, толике делове и АБВ чини од Г7. Е В 
Поделимо Н6 према деловима ГА на 
делове НК и Кд, а АЕ на делове АЛ и ЛЕ према деловима Г277). 
Тада је број поделака НК, Кд једнак броју поделака АЛ, ЛЕ. 
И пошто колики НК буде био део од ГА, толики ће и АЛ 
бити део од Г5; а како је ГА веће од Г2, биће и НК веће 
од АЛ. Конструишимо НМ једнако АЛ. Онда, колики НК 
буде био део од ГА, толики ћеи НМ бити део од Г2. Према 
томе остатак МК ће бити онолики део од остатка 74 


колики је цео број НК део целог броја ГА. А, опет, колики _ 


Ке буде био део од ГА, толики ће и ЕЛ бити део од Г2; 
а како је ГА веће од Г2, биће 0К веће од ЕЛ. Конструи- 
шимо КМ једнако БА. Онда колики Кб буде био део од 
ГА, толики ће и КМ бити део од Г27. Према томе ће и оста- 
так'Мд бити онолики део од остатка 24, колики је цео 
број Кв део целог броја ГА. А доказали смо да је и остатак 
МК онолики део од остатка 24, колики је цео број НК део 
целог броја ГА. Те према томе је и збир МК и Мд онолики 
део од 47. колики је цео број ВН део целог броја ГА. Но 
збир МК и Мд једнак је ЕВ, а ВН је једнако ВА. На овај 


1) На слици недостаје тачка А између А и Е. 
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начин, остатак ЕВ чини исте делове од остатка 24, као и 
цео број АВ од целог броја ГА. А то је требало доказати.28 


9. 


Ако је један број део другог броја, а трећи број исти 
део четвртог броја, онда је и, после пермутације, први број 
исти део или исти делови трећег броја као и други број 
четвртог. 

Нека је број А онолики део броја ВГ, колики је део 
број А неког броја Е7. Тврдим да је, после пермутације, А 
онолики део или делови броја 4, колики је део или делови 
број ВГ броја 7. 

Заиста, како је А онолики део ВГ колики је Д део 22, 
то ће и број Е2 садржати онолико бројева једнаких А 
колико број ВГ садржи бројева једнаких Е 
А. Поделимо ВГ на делове ВН и НГ једнаке 
А, а Е2 на делове Ед, 62 једнаке 4. На В 
тај начин је број поделака ВН, НГ једнак | 
броју поделака Ед, 67. 

И, ако су бројеви ВН, НГ међусобно Б 8 А 
једнаки, биће и бројеви Еб и 62. међусобно 
једнаки, а и број поделака ВН, НГ једнак Г 2 
броју поделака Ед, 62, те тако колики део или колике делове 
буде ВН сачињавао од Еб, исто толики део или делове ће 
сачињавати и НГ од 62. Према томе, колики део или колике 
делове буде ВН сачињавао од Ед, исто толики део или 
толике делове ће сачињавати и збир ВГ од збира Е2. Но ВН 
је једнако А, а Ед једнако ДА. Те тако, колики део или колике 
делове буде А сачињавао од 4, исто толики део или делове 
сачињаваће и ВГ од Е2. А то је требало доказати.“ 


10. 


Ако један број чини делове другог броја, а трећи број 
чини исте делове четвртог броја, онда ће после пермута- 
ције, делови или део првог од трећег броја бити једнаки 
деловима или делу другог од четвртог броја. 

2 
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Нека број АВ чини делове броја Г, а други неки број 
АЕ исте делове неког броја 2. Тврдим да ће, после перму- 
тације, АВ сачињавати од ДЕ исте делове 
| или исти део, као што ће Г сачињавати делове 
А или део од 7. 

7, Заиста, колико делова АВ чини од Г, 
Г]јо толико делова чини и ДЕ од 2, а то значи 
| | колико делова од Г садржи АВ, толико делова 
Тр 3“ Е1 од 2 садржи ДЕ. Поделимо АВ на делове 
АН, НВ једнаке деловима броја Г, а ДЕ на 
делове 46, ВЕ једнаке деловима броја 2. Број поделака 
АН, НВ биће једнак броју поделака 46, бЕ. И пошто колики 
део АН чини од Г, исто толики део 26 чини од 2, то ће, 
после пермутације, и Г чинити онолџики део или делове од 
2. колики део или делове буде чинио НВ од вЕ. Према томе, 
(колики део или делове АН чини од 46, толики део или 
делове чинии НВ од веЕ. Значи, колики део или делове АН 
чини од 468, толики део или делове чини АВ од ДЕ; но доказано 
је да колики део или делове ЗН чини од 49, толики део 
или делове Г чини од 2. иј колико делова или део АВ чини 
од АЕ, толико делова или део чини и Г од 2. А то је тре- 

бало доказати.“ 


1, 


Ако је цео број према другом целом броју као ума- 
њилац првог броја према умањиоцу другог броја, онда је и 
остатак првог броја према остатку другог као А | 
цео број према целом броју. 

Нека је цео број АВ према целом броју ГА, Е 
као умањилац АБВ према умањиоцу Г2. Тврдим, да 7, 
је и остатак ЕВ према остатку 24 као цело АВ 
према целом ГА. 

Пошто је АВ према ГА као АЕ према Г2, то 
ће АВ од ГА чинити исти део или делове као и 
АБ од Г2. А онда и остатак ЕВ чини исти део или исте 
делове од остатка 24 као и АВ од ГА. На овај начин се 
ЕВ односи према 24, као АВ према ГА. А то је требало 
доказати... 


В -А 
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12. 


Ако имамо произвољан број пропорционалних бројева, 
који се сви односе као један претходни према једном наред- 
ном, биће у истој размери и збир свих 
претходних према збиру свих наредних. 

Нека је неколико бројева А,В,Г,4 
пропорционално, тј. таквих да је А према А 
В, као Г према А. Тврдим да ће А према Г 
В бити као и збир А иГ према збиру Виа. 4 В 

Заиста, пошто је А према В каог 
према А, биће А од В исти део или исти 
делови као што је и Г од А. И збир ода и Г је исти део 
или исти делови од збира В и 4 као што је и А од вВ. На 
овај начин се А односи према В као и збира игГ према 
збиру В и А. А то је требало доказати. =. 


13. 


Ако су четири броја пропорционални, они ће бити про- 
порционални и пермутовани. 

Нека су четири броја А, В,Г, А пропор- 

ционални, дакле А је према В, као Г према А. 

Тврдим да су они пропорционални и перму- 

д _ товани, тј. А је према Г, као В. према А. 

В Заиста, пошто је А према В као Г према 

ГР | А, биће А од В исти део или исти делови 

као што јеи Г од А. Али, после пермута- 

ције, А је од Г исти део или исти делови 

као и В од А. Стога је А према Г као В према Д. А то је 

требало доказати." 


14. 


Ако се бројеви, узети по пар, од једне произвољне 
множине бројева и од друге исто толике множине бројева, 
налазе у истој размери, биће и подједнако удаљени бројеви 
у истој размери. 

2» 
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Нека се бројеви, узети по пар, од једне произвољне 
множине бројева А, В, Г и од друге исто толике множине 
бројева 4, Е, 2 на- 


А А лазе у истој сра- 
_—___–__ о змери, тј. А према В, 
Е као А према Е и В 

арка. ране таошњ. према Г као Е према 


7. Тврдим да суи 
подједнако удаљени бројеви у истом односу, тј. А према Г, 
као 4 према 2. 

Заиста, пошто је А према В као Д према Е, биће, после 
пермутације, А према Д као В према Е. Даље, пошто је В 
према Г као Е према 2. И В је према Е као А према 4, те се 
стога А односи према ДА као Г према 7. На овај начин, 
после пермутације, А је према Г као Д према 2. А то је 
требало доказати,3 


15. 


Ако јединица мери други неки број, а трећи број мери 
исти број пута четврти број, онда, после пермутације, једи- 
ница мери исти број пута трећи број као што други број 
мери четврти број. 

Нека јединица А мери број ВГ и то исти број пута као 
што други број А мери број Е7. Тврдим да и, после перму- 
тације, А мери исти број пута број А као што број ЕГ 
мери Е7. | 

Заиста, пошто јединица А мери број ВГ исти број пут 
као и 4 број 22, то ће Е2. садржати онолико пута броја 
колико је у ВГ јединица. Поделимо ВГ на једнаке јединице 
ВН, Н8, 0/Г, а 22. на делове ЕК, 

КА, А7. једнаке броју А. Тада А ВВ н бг 

је број поделака ВН, Не, ег + ! 

једнак броју поделака ЕК, КА, 4 САНЕ НИ АК 
А7. И пошто су јединице ВН, 

Н6, 0Г једнаке међусобом, а и бројеви ЕК, КА, 27 су јед- 
наки међусобом, и множина јединица ВН, 6, 6Г је истог 
броја као и множина ЕК, КА, 42, то се јединица ВН односи 
према броју ЕК, као што се јединица Н0 односи према 
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броју КА и јединица ОГ према броју 12. Али један од прет- 
ходних се односи према једном од наредних, као што се 
збир свих претходних односа према збиру свих наредних. 
Према томе јединица ВН се тако односи према броју ЕК 
као ВГ према Е27. Али јединица ВН је једнака јединици А, 
а број ЕК једнак броју 4. Према томе јединица А се односи 
према броју ДА као број ВГ према броју Е7. На овај начин 
јединица А мери број А исти број пута као што број ВГ 
мери Е7. А то је требало доказати.“ 


16. 


Ако се два броја множе један другим, биће тако доби- 
јени бројеви једнаки један другом. 

Нека су А и В два броја и нека А множећи В произ- 
води Г, а В множећи А производи А. Тврдим да јеГ 
једнако А. 

Заиста, ако А множећи В производи Г, онда В мери 
Г и то онолико пута колико је јединица у самом А. А једи- 
ница Е мери број А и то онолико две 
пута колико је јединица у самом А. 
Исто онолико пута колико се Е садржи 
у А толико се пута В садржиу Г. 
После пермутације, јединица Е мери ан састава. 
број В исто онолико пута колико до И|Ии–||И_ 
пута А мери Г. И даље, пошто В 
множећи А производи 4, онда А мери . 
А и то онолико пута колико је јединица у самом В. Исто 
онолико пута колико се Е садржи у В толико пута се А 
садржи у 4. Јединица Е онолико пута мери број В колико 
пута број А мери Г. Према томе А мери исти број пута и 
Г и А. На овај начин је Г једнако 4. А то је требало 
доказати. 


Во 


Е 


17, 


Ако један број множећи два броја производи два броја, 
онда се добијена два броја налазе у истој размери као и 
бројеви који се множе. 
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Нека број А множи два броја В и Г и производи бро- 
јеве Д и Е. Тврдим да је В према Г као 4 према Е. 

Заиста, пошто А множећи В производи А, онда В 
мери и А и то онолико пута колико је јединица у А. Исто 
тако и јединица 2 мери број 
А и то онолико пута колико 


ТА 


ПИ ШИ НЕ је јединица у самом А. Према 
( 3 3 томе јединица 2. мери исти број 
1 Е | пута број А колико и В мери 
| А. Значи јединица 2. се односи 
— 2 


према броју А као В према А. 
Из истих разлога јединица 2. се односи према броју А као 
Г према Е, што значи да се В односи према А као Г према 
Е. После пермутације, В ће се односити према Г као 4 
према Е. А то је требало доказати. 


18. 


Ако два броја множећи један број производе два броја, 
онда добијени бројеви стоје у истој размери као и бро- 
јеви множиоци. А 

Нека два броја А и В множе Г (И 
број Г и нека се добију бројеви а саитаски је 5: 

А и Е. Тврдим да се А односи ,__________-|А 
према В као 4 према Е. 

Заиста, пошто А множећи 
Г производи 4, то и Г множећи А производи А. Из истог 
разлога број Г множећи В производи Е. Према томе број Г 
множећи два броја, А и В, производи два броја ди Е. 
А тада се А односи према В као д4 према Е. А то је тре- 
бало доказати.38 


расну ваља па 


19. 


Ако су четири броја пропорционална, онда је број-про- 
извод првог и четвртог броја једнак броју-производу другог 
и трећег броја. И ако је производ првог и четвртог броја 
једнак броју-производу другог и трећег броја, та четири 
броја су пропорционална. 
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Нека су дата четири пропорционална броја А, В,Г,4, 
тако да се А односи према В као Г као д и нека је Е 
производ множења А са А, 2. произ- МА 
вод множења Г са В. Тврдим да је | 
Е једнако 2. 

Заиста, нека А множећи Г про- Т 
изводи Н. Пошто, према томе, А мно- В 
жећи Г производи Н, а множећи А Е| 7. 
производи Е, онда исти бројаА мно- А 
жећи два броја Г и А производи два Н 
броја Н и Е. Због тога се Г односи 
према А, као Н према Е. Али Г се 
односи према Д као А према В. И на 
тај начин А се односи према В као 
Н према Е. Даље, пошто А множећи 
Г производи Н, а В множећи Г про- 
изводи 2, то два броја А и В мно- 
жећи Г производе бројеве Н и 2. 

Стога се А односи према В као нН 

према 2. Али А се односи према В као Н према Е. И на 
тај начин се Н односи према Е као Н према 2. Те тако и 
Н према сваком од бројева Еи 2 стоји у истој размери, 
значи да је Е једнако 2. 

Нека је сад Е једнако 2. Тврдим да се А односи према 
В као Г према 4. 

Заиста на основу истих расуђивања, пошто је Е јед- 
нако 2, Н ће се односити према Е, као Н према 2. Али Н 
стоји према Е, као Г према 4, и Н стоји према 2, као А 
према В. И на тај начин А се односи према В као Г према 
А. А то је требало доказати.“ 


20. 


Најмањи међу бројевима који су у истој размери мере | 
остале исти број пута и то већи мери веће и мањи — мање. 
Нека су ГА и Е2 најмањи бројеви од бројевал и, 
који стоје у истој равмери. Тврдим да број ГА мери број А, 
а број Е7. број В исти број пута. 


Број ГА не чини делове броја А. Но, ако је то могуће, 
узмимо да чини. Тада и 27, чини исте делове од В каоимн 
ГА од А. Према томе колико је у ГА делова од А, исто 
толико ће бити иу 22 делова В. Поделимо ГА 
на делове ГН и НА једнаке деловима А и 227 на 
делове Ед и ]02 једнаке деловима В. Тада је број 
поделака ГН, НА једнак броју поделака Ед, 67. 
И пошто су делови ГН и НА међусобно једнаки 
бројеви, а Ед и 67 исто тако међусобно једнаки 
бројеви, и број поделака ГН, НА једнак је броју 
поделака Е68, 02, биће ГН према Е8 као НА према — 
027. А како је један од претходних према једном 
од наредних као збир свих претходних према збиру 
свих наредних, то је ГН према Ед као ГА према 
27. На овај начин ГН и Ед се налазе у истој 
размери као и ГА и Б2 и први су мањи од дру- 
у гих. А то је немогуће, јер се претпоставља да су 

ГА и Е27 најмањи од свих бројева који се налазе 
0 у истој размери са њима. Према томе број ГА не 
чини делове броја А. Тај број је део. И Е2. је 
А исти део од В као што је ГА део од А. На овај 


начин број ГА мери број А исто онолико пута, 
колико и број 22, мери број В. А то је требало доказати.“ 


21. 


Међусобно прости бројеви су најмањи од , 
оних који су са њима у истој размери. | 

Нека су Аи В међусобно прости бројеви. |В 
Тврдим да су они и најмањи од оних који су са | 
њима у истој размери. | | | 

Ако није тако, онда постоје бројеви мањи 
од А и В који су са А и В у истој размери. Нека | 
то буду бројеви Г и4. Пошто тада најмањи бро- -: | 
јеви мере исти број пута бројеве који су са њима 
у истој размери, и то већи број мери већи и мањи 
број — мањи, претходни мери претходни и наредни г |: 
— наредни, значи да Г мери исти број пута А као 
што 4 мери В. А Г мери А онолико пута колико 


Е 
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је јединица у Е. Па према томе и Д мери В онолико пута 
колико је јединица у Е. И како Г мери А према броју једи- 
ница у Е, то и Е мери А према броју јединица у Г. Из истих 
равлога и Е мери В према броју јединица у А. Према 
томе Б мери бројеве А и В који су међусобно прости, а то 
је немогуће. Дакле, не постоје бројеви мањи од А и В који 
су у истој размери са њима. На овај начин бројеви А и В 
су најмањи од оних који су у истој размери са њима. А то 
је требало доказати.“: 


22. 


Бројеви, који су најмањи међу онима који су у истој 
размери са њима, узајамно су прости. 

Нека су А и В најмањи бројеви међу онима који су у 
истој размери са њима. Тврдим да су бројеви А и В међу 
собом прости.. 

Ако они нису узајамно прости, онда их мери исти број. 
Нека та мера постоји и нека то будеГг. И 
колико пута број Г мери број А, нека 
толико јединица буде у 4. И колико пута 
број Г мери број В, нека толико буде 
јединица у Е. 

Пошто Г мери А према броју јединица 
у 4, то Г помножено са Д даје А. Из истих ] 
разлога Г помножено са Е даје В. Према томе, АВГАЕ 
број Г множећи два броја, А и Е, даје бро- 
јеве А и В. Одавде следује да се А односи према Е као А 
према В. Према томе у којој размери буде било А према В 
у истој тој размери ће бити и бројлд према Е, који су 
мањи од А ивВ, а то је немогуће. Не постоји према томе 
никакав број који мери А и В. На овај начин су бројеви А 
и В међу собом прости. А то је требало доказати.“2 


23. 


Ако су два броја узајамно прости, онда је број који 
Мери један од њих са другим узајамно прост. 
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Нека су два броја Аи-В узајамно прости, а бројгГ 
мери број А. Тврдим да су бројевиГи В 
узајамно прости. 


Ако бројеви Ги В нису узајамно про- 
сти, онда постоји број који мери ГивВ. Нека, 
постоји таква мера и нека то буде броја. 
Пошто 4 мери Г, а Г мери А, онда број А 
мери и А. Али број Д мери и В. Према томе 
број 4 мери бројеве А и В који су узајамно 
прости, а то је немогуће. Не лпостоји, према 

А В ГР А томе, број који мери бројеве Ги вВ. На овај 
начин су бројеви Г, В узајамно прости. А то је требало 
доказати.““ 


24. 


Ако су два броја прости у односу на неки број, онда 
је и њихов производ прост у односу на тај број. 

Нека су два броја А и В прости у односу на неки 
број Г и нека је Д производ бројева А и В. Тврдим да су 
бројеви Г и 4 узајамно прости. 

Заиста ако бројеви Г и А нису узајамно прости, онда 
постоји број који мери бројеве Г и А. Нека постоји мера 
и нека је то број Е. Како су бројеви Г, А 
узајамно прости, а број Г мери броје, то су | 
бројеви А и Е узајамно прости. И колико 
пута број Е мери број А, нека је толико В 
јединица у 2. Значи 7. мери Д према броју А 
јединица у Еи Е множећи 2, производи А. Г 
Али и А множећи В производи 4. И према [7 А 
томе је производ од Е и2 једнак производу 
од А и В. Али, ако је производ крајњих једнак производу 
средњих, онда су та четири броја пропорционална. Према 
томе се Е односи према А као В према 7. Али прости бро- 
јеви А и Е, прости и најмањи, а најмањи од бројева који 
су у истој размери са њима мере све бројеве који су у 
истој размери са њима исти број пута и то већи мери већи 
и мањи — мањи, тј. претходни мери претходни и наредни — 
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наредни. Према томе Е мери В. А мери Е и Г. Према томе 
Е мери бројеве В и Г који су узајамно прости, а то је немо- 
гуће. Не постоји, према томе, број који мери бројеве Г и а. 
На овај начин су бројеви Г и 4 узајамно прости. А то је 
требало доказати,“ 


25. 


Ако су два броја узајамно проста, онда је производ 
једног самим собом узајамно прост са другим бројем. 

Нека су А и В два узајамно проста броја и нека број 
А, множећи сам себе, даје производ Г. Тврдим 
да су В и Г узајамно прости. А] 

Узмимо број ДА једнак броју А. Пошто су 
А и В узајамно прости, а А је једнако А, биће 
д и В узајамно прости. Дакле сваки од бројева а| В | 
А и А је прост према В. Значи, да је и произ- т 
вод од ДиА прост према В. Али производ 
од Аил је број Г. На овај начин, и бројеви Ги В су 
узајамно прости. А то је требало доказати, 


4 


20, 

Ако су два броја прости у односу на два друга броја, 
оба према сваком од ових, онда су и њихови производи 
узајамно прости. 

Ако су бројеви А и В у односу на два броја Ги А, 
оба према сваком, прости, и нека А множећи В производи 
Аре прва Вит Е, а Г множећи А прои- 
зводи 2. Тврдим да су 
Е и 2. узајамно прости. 
| Заиста, пошто је 


Ка рвања сваки од бројева А и 


В—— А— = 


_ В прост према Г, биће и производ одаА и В прост према Г. 
А како је производ ода и В број Е, биће и Е иг узајамно 
прости. Из истих разлога су узајамно прости и Е и А. 
Према томе је сваки од Г и А прост према Е. То значи и 
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производ од Ги 4 је прост према Е. Али производ одгГ 
и 4 је 2. На овај начин су Е и 2, узајамно прости. А то 
је требало доказати.', 


. 27. 


Ако су два броја узајамно прости и сваки помножи 
сам себе, онда су и њихови производи узајамно прости; и 
ако се првобитни бројеви помноже добијеним производима, 
онда су и нови производи узајамно прости [а то исто се 
добија и даљеј. 


Нека су А и В два узајамно проста броја, и нека број 
А помножен сам собом производи Г, а помножен бројем Г 
~ - _ производи број А, па број В помножен сам 
|; | собом производи Е, а помножен бројем Е 
производи 2. Тврдим да су бројеви Г,Еи 
Е | А, 2. узајамно прости. 

а % Заиста, пошто су Аи В узајамно про- 
јв Г сти, а број помножен сам собом производи 
Г, онда су и Г, В узајамно прости. Пошто 
су сад Г, В узајамно прости, а В помножен 
сам собом производи Е, онда су и Г, Е уза- 
јамно прости. Даље, пошто су Аи В уза- 
јамно прости, а број В помножен сам собом даје Е, онда 
су и бројеви А, 2 узајамно прости. Пошто су сад два броја 
А и Г оба узајамно проста према сваком од бројева В, Е, 
биће и [производ одаА и Г узајамно прост са производом 
од Ви Е. А како је производ од А и Г броја, а производ 
од Ви Е је број 2. онда су бројеви А и 2. увајамно прости 

А то је требало доказати.“ 


28. 


Ако су два броја узајамно проста, онда је и њихов 
збир узајамно прост према сваком од њих; и ако су збир 
и један од бројева узајамно прости, онда су и првобитни 
бројеви узајамно прости. 


29 


Нека су АВ и ВГ два узајамно проста броја. Тврдим 
да је и збир АГ узајамно прост према сваком од бројева 
АВ и ВГ. 

Заиста, ако бројеви ГА и АВ нису узајамно прости, 
онда постоји број који мери бројеве ГА и АВ. Нека та мера 
постоји и нека то буде број А. Пошто 
сад број д мери бројеве ГА и АВ, = 

А В г 
онда он мери и остатак ВГ. Али он 
мери и ВА. Према томе број Д мери —_ А 
бројеве АВ и ВГ који су узајамно 
прости, а то је немогуће. Према томе не постоји број који 
мери бројеве ГА и АВ. Дакле бројеви ГА и АВ су узајамно 
прости. Из истих разлога и бројеви АГ и ГВ су узајамно 
прости. На овај начин број ГА је узајамно прост према сва- 
ком од бројева АВ и ВГ. | 

Даље, нека су бројеви ГА и АВ узајампо прости. Твр- 
дим да су узајамно прости и бројеви АВ и ВГ. | 

Заиста, ако бројеви АВ и ВГ нису узајамно прости, 
онда постоји број који мери бројеве АВ и ВГ. Нека мера 
постоји и нека то буде број 4. Пошто сад број А мери 
сваки од бројева АВ и ВГ, онда он мери и цело, број ГА. 
А мери он и АВ. Број Д мери према томе бројеве ГА и АВ, 
који су узајамно прости, а то је немогуће. Према томе не 
постоји број који мери бројеве АВ и ВГ. На овај начин су 
бројеви АВ, ВГ узајамно прости. А то је требало доказати.“ 


29, 


Сваки прост број и сваки други број, који тај прост 
· број не мери, узајамно су прости. 
фра ти а тв НА Нека је А прост број и нека 
он не мери број В. Тврдим да су 
————_Д—_В бројеви Ви А узајамно прости. 
Заиста, ако бројеви В ил 
искака У нису узајамно прости, онда их 
мери исти број. Нека их мери број Г. Пошто Г мери број В, 
а А не мери В, Г неће бити исто са А. Пошто Г мери ВиА, 
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мериће број Г и број А, који је узајамно прост са њим и 
није тај исти број. А то је немогуће. Према томе не постоји 
број који мери бројеве Ви А. Бројеви А и В су узајамно 
прости. А то је требало доказати," 


30. 


Ако два броја после множења дају производ који се 
мери неким простим бројем, онда се тим простим бројем 
мери и један од првобитних бројева. 

Нека два броја А и В после множења дају број Г 
и нека се тај број мери бројем 4. Тврдим да број А мери 
један од бројева А, В. 

Заиста, нека он не мери А, а 4 је прост број. Тада су 
бројеви А и Д узајамно прости. И онолико пута колико 4 
мери Г, нека толико јединица буде у Е. А —— 

Пошто сад 4 мери Г онолико пута колико 

је јединица у Б, то 4 помножено саЕ В 

даје Г. Али и А помножено са В даје Г. Г ————–=–РК 
Према томе је производ ода и Е једнак пе 
производу од А и В. То значи, 4 се 

односи према А као В према Е. Алид Е“- 

и А су прости, прости и најмањи, а најмањи мери исти број 
пута бројеве који су у истој размери са њима, и то већи 
број већи и мањи — мањи, тј. претходни — претходни, а 
наредни — наредни. Према томе ДА мери В. На сличан начин 
се доказује да ако он мери В, онда ће мерити А. На овај 
начин, Д мери један од бројева. А то је требало доказати.“ 


31. 


Сваки сложени број се мери неким простим бројем. 

Нека је А сложен број. Тврдим да се он мери неким 
простим бројем. 

Заиста, ако је А сложен број њега мери неки број. 
Нека постоји мера и нека-то буде број В. Ако је В прост 
број, биће тиме оно што се тражи испуњено. Ако је он 
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сложен, њега мери неки број. Нека постоји мера и нека то 
буде број Г. Пошто тада Г мери В, а В мери А, онда Г 
мери и број А. И ако је Г прост број, онда 
је тиме оно што се тражи испуњено. А ако 
је он сложен број, њега мери неки број. "== В 
После примене овог поступка остаће неки „_„г 
прост број који ће мерити број А. Јер, ако 
не остаје такав број, онда ће број А бити мерен бескрајним 
низом бројева, од којих је сваки мањи од другог, а то је 
немогуће ва бројеве. Према томе наћи ће се неки прост 
број, који ће мерити претходни број а тиме мерити и број А. 
На овај начин, сваки сложен број се мери неким про- 
стим бројем. А то је требало доказати. 


А 


» 


32. 


Сваки је број или прост или се мери неким простим 
бројем. 
Нека је А неки број. Тврдим да је А или прост 
број или се мери неким простим бројем. 

А Ако је А прост број, онда је тиме оно што се 
тражи испуњено. Ако је он сложен, онда га мери 
неки прост број. 

На овај наиин, сваки број је или прост или се. 
мери неким простим бројем. А то је требало доказати. 


38. 


За дату произвољну множину бројева наћи најмање 
бројеве који су у истим размерама као и дати. 

Нека су А, В,Г дати бројеви у произвољном броју. 
Наћи најмање бројеве који су у истим размерама са датим 
бројевима А, В, Г. 

Заиста, бројеви А, В,Г су или узајамно прости или 
нису. Ако су бројеви А, В, Г узајамно прости, они. су нај- 
мањи од оних који стоје у истим размерама са њима. 

Ако нису, онда узмимо највећу заједничку меру Д бро- 
јева А, В, Г. И нека се колико пута 4 мери А, В, Г, исто 
толико јединица налазе у Е, 2, Н. Тада сваки одеЕ, 2, Н 


мери сваки од А, В,Г према броју јединица у 4. Према 

томе Е, 2, Н мере исти број пута бројеве А, В, Г. Бројеви 

Е, 2, Н су у истим размерама са броје- 

| | вима А, В, Г. Тврдим да су они и нај 

а мањи. Заиста, ако Е, 2, Н нису најмањи од 

А бројева који су са А, В,Г у истим 

т н – размерама, онда постоје бројеви који су 

| | са А, В, Г у истим размерама, а који су 
[ 
М 


мањи од Е, 2, Н. Нека су то бројеви 
8, К, А. Тада 6 мери број А исти број 
пута као што и сваки од К, Л мери 
бројеве В, Г. Некау М буде онолико 
јединица колико се пута ]6 садржи У А. 
| | Тада и сваки од бројева К, А мери бро- 
О јеве В, Г према броју јединицау М. И 

К пошто 6 мери А према броју јединица у 
М, то и М мери А према броју јединица 
у 6. Из истих разлога М мери сваки од бројева В, Г према 
броју јединица у сваком од бројева К, А. Према томе М 
мери бројеве А, В, Г. И пошто 0] мери А према броју 
јединица у М, то ]6 помножено са М производи А. Из 
истих разлога Е помножено са Д производи А. А тада је 
производ Е, А једнак производу 6, М, те је, према томе, Е 
према 6 као М према 4. Међутим број Е је већи од броја 
0, што значи да је и М већи број од 4 и мерија, В, Г. 
А то је немогуће, пошто је ДА највећа заједничка мера 
бројева А, В, Г. Према томе не постоје бројеви који су 
у истој размери са бројевима А, В, Г, и који су мањи 


А. 


од бројева Е, 2, Н. На овај начин бројеви Е, 2, Н су . 


најмањи од бројева који у истој размери са бројевима 
А, В, Г. А то је требало доказати. 


34. 


За два дата броја наћи најмањи број који они мере. 

Нека су дата два броја А, В. Треба наћи најмањи број 
који они мере. | 

Заиста, два броја А и В или су узајамно прости или 
нису. Нека, прво, они буду узајамно прости и нека А мно- 
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жећи В производи Г. Тадаи В множећи А производи Г. 
Значи А и В мере број Г. Тврдим да је Г и најмањи број 
који они мере. Ако није, тада А и В мере неки број који 
те мањи од Г. Нека они мере број 4. И колико пута А мери 
4, толико нека буде јединица у Е, а колико пута В мери 4д, 
толико нека буде јединица у 2. 
Према томе А помножено са Е 
производи 4, а В помножено са 2  Г|___________| 
производи А. Значи да је производ 
од А и Е једнак производу од В 
и 2. А то вначи да А стоји према —Е 7 

В као што 2, стоји према Е. Међу- 

Тим А и В су прости, прости и најмањи, али најмањи мере 
бројеве који су са њима у истој размери исти број пута, 
већи мери већи и мањи — мањи. Према томе В мери Е као 
што наредни мери наредни. И пошто А после множења В 
и Е производи Г и 4, биће В према Е као Г према 4. И 
В мери Е. Па према томе Г мери Д, већи број мери мањи, а 
то је немогуће. Према томе не постоји број мањи од Г, који 
мере бројеви А и В. На овај начин број Г је најмањи који 
се мери бројевима А и В. ; 

Нека сад бројеви А и В нису узајамно прости и нека 
су 2. и Б најмањи бројеви који су у истој размери са бро- 
јевима А и В. Тада је производ А и Б једнак производу 

А В В и 7. И нека А помножено са Е 
пне ен производи Г. Али тада и В помножено 
> —— ЕРЕ са 2. производи Г. Према томе А и В 

мере Г. Тврдим да је број Г најмањи 

аза срезааодке број који они мере. Ако није, онда А 
4 и В мере неки број који је мањи од 
Г. Нека они мере број 4. И, колико 
пута А мери 4, нека онолико буде 
јединица у Н, а колико пута В мери Д нека буде јединица 
у 6. Значи А помножено са Н производи 4, а и В помножено 
са 6 производи 4. Према томе је производ одА ин једнак 
производу од Вид. Значи А се односи према В као 0д 
према Н. Али А се односи према В као 2 према Е, паи 2 
према Е као 6 према Н. И 2 и Е су најмањи, а најмањи 

3 


А Ве = 


А 


—н"н -=е. 
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мере исти број пута бројеве који су са њима у истој размери, 
већи мери већи и мањи — мањи. Према томе Е меринН. И 
пошто А множећи Е и Н производи Ги 4, биће Е према 
Н као Г према 4. Али Е мери Н, па према томе и Г мери 4, 
већи број мери мањи, а то је немогуће. Дакле Аи В не мере 
„број који је мањи од Г. На овај начин Г је најмањи број 
који мере бројеви А и В. А то је требало доказати.“ 


35. 


Ако два броја мере неки број, онда и најмањи број 
који они мере мери тај број. 

Нека два броја А и В мере неки ГА, а мере и најмањи 
Е. Тврдим да и Е мери број ГА. 

Заиста, ако Е не мери ГА, онда нека Е, после одмера- 
вања 42, даје остатак Г2 
мањи од Е. Пошто садаА 
По Д и В мере Е, а Е мери 47, 
а 2 ЈЕ тоиАивВ мере Д7, а мере 

и цео број ГА, према томе 
они мере и остатак Г2, мањи од Е. А то је немогуће. Значи 
Б не може не мерити ГА. Значи, мери. А то је требало 
доказати.5“ 


Ан В ——— 


36. 


За три дата броја наћи најмањи број који они мере. 

Нека су дата три броја А, В, Г. Треба наћи најмањи 
број који они мере. 

Узмимо најмањи број А који мере два броја А ив. 
Број Г или мери број А или не мери. , ГА 
Нека, прво, мери. Али и бројеви А и 
В мере број А; према томе бројеви 
А, В, Г мере број А. Тврдим да је он ———= гГ 
и најмањи број који они мере. Ако 
није, онда А, В, Г мере неки број мањи 
од А. Нека мере број Е. Пошто бро- [|| Е 
јеви А, В, Г мере број Е, онда А и В мере број Е. Па тада 
и најмањи број који се мери бројевима Амин В је број 4. 
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Према томе број А мери број Е, већи мери мањи. А то је 
немогуће. Дакле не мере бројеви А, В, Г неки број ко 
мањи од 4. На овај начин, Д је најмањи број који мере 
бројеви А, В, Г. | 

Нека сад број Г не мери број 4. Узмимо тада најмањи 
број Е који се мери бројевима Г и 4. Пошто бројеви А и 
В мере 4, а А мери Е, то бројеви Аи В мере и број Е. 
А мери га (број Е) и број Г, те бро- 
јеви А, В, Г мере број Е. Тврдим 
. да је он најмањи број који они мере. _ 8 =—————= 
Ако није, онда бројеви А, В,Г мере г,______. 
неки број који је мањи од Е. Нека 
мере број 2. Пошто бројеви А, В, 4 === 


А –—— 


Г мере број 2, то и бројеви.А, В ва иоља аса 
мере број 7. Тада и најмањи број мн 7 


који се мери бројевима АивВ је 

број А. Значи Д мери 27, а и Г мери 2. Дакле Д и Г мере 
број 2. А и најмањи број који се мери бројевима д и Г мери 
број 2. Али најмањи број који се мери бројевима Г ил је 
број Е. Према томе Е мери 2, већи број мери мањи, а то је 
немогуће. Не постоји, према томе, број који се мери броје- 
вима А, В, Г и који је мањи од Е. На овај начин број Е је нај- 
мањи који се мери бројевима А, В, Г. А то је требало доказати,55 


37. 


Ако је неки број мерен другим бројем, онда мерени број 
има део истог навива као и број који мери. 

Нека број А буде мерен бројем В. Тврдим да број А 
има део истог назива као и број В. фластера ер 

Заиста, нека у броју Г буде оно- А 
лико јединица колико пута В мерил. "“ -В 
Пошто В мери А према броју јединица , Г 
у Г, онда и јединица Д мери број Г према 
броју јединица у њему, према томе једи- 
ница Д мери број Г исто онолико пута колико број В мери А, 
А после пермутације јединица А исто толико пута мери број 
В колико број Г мери А. И колики је део јединица од 
броја В, исто толики је део Г од А. А како је јединица А 
део броја В истог назива са самим бројем, биће и број В 


4 
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део броја А истог назива са бројем В. На овај начин, број А 
има део истог назива као и број В. А то је требало доказати,5 


38. 


Ако неки број има ма какав део, онда је а број мерен 
бројем истог назива са тим делом. 

Нека број А има неки део В и нека број Г има исти 
назив као и део В. Тврдим да број 
Г мери број А. 

Заиста, ако је В део броја А __-——-В 
истог назива са бројем Г, а јединица 
А је део броја Г истог назива са њим, 
онда колики је део јединица 4 броја БА 
Г, толики је део и В од А.' Према 
томе 4 мери Г исти број пута колико и В мери А. А, после 
пермутације, јединица Д мери број В исти број пута колико и Г 


А 


и Г 


мери А. На овај начин Г мери број А. А то је требало доказати.5' 


89. 


Наћи најмањи број који има дате делове. 

Нека су А, В, Г дати делови. Треба наћи најмањи 
број који има делове А, В, Г. 

Нека су А, Е, 2 бројеви истог назива са деловима А, В, 
Г; узмимо најмањи број Н који је мерен бројевима 4, Е, 2. 

На овај начин број Н има делове истог назива са А, 


А В Г Е, 2. Али су А, Е, 2. делови истих 
Бо назива са А, В, Г. Значи број Н 
А Е има делове А, В, Г. Тврдим да је 
тај број и најмањи. Ако није, онда 

· = 2 постоји број мањи од Н који има 


Бо _ делове А, В, Г. Нека је то број 


О 6. Пошто 6] има делове А, В, Г, 

онда је број 0 мерен бројевима 
истог назива са А, В, Г. А бројеви истог назива са дело- 
вима А, В, Г суд, Е, 7. Дакле број 6 је мерен бројевима 
4, Е, 2. и при томе је мањи од Н. А то је немогуће. На 
овај начин не постоји број мањи од Н који би имао делове 


А, В, Г. А то је требало доказати. 


КОМЕНТАР 


Пре но што пређемо на коментаре појединих дефини- 
ција и ставова навешћемо неколико општих примедаба о 
овој, седмој књизи, која се по свом садржају разликује од 
претходних геометриских књига Еуклидових елемената. 

Седма књига је посвећена елементима такозване тео- 
риске аритметике, која се у некој мери супротставља практичној 
аритметици, у ужем смислу рачуници, било елементарној, 
школској, било вишој, која се понекад зове и логистика. По 
суштини, у теориску аритметику спада и теорија бројева, 
али у току времена је теорија бројева заузела доминантни 
самосталан положај. Теориској аритметици у ужем смислу 
је остало проучавање основних појмова везаних за бројеве 
и операције са њима. | 

У својим геометриским књигама Еуклид не решава ни- 
један практични задатак; код њега чак ниједна дужина, по- 
вршина или запремина нису наведене у оним конкретним 
мерама које су у Његово време биле усвојене у Египту или 
у Грчкој. Отсуство те конкретизације доказује Еуклидову 
тежњу ка апстрактизацији. 


Сличну тежњу ка апстрактизацији показао је Еуклид и 
у својој аритметици: ниједан број код њега није у вези 
ни са новцем, ни са мерама тежине, ни другим величинама 
мереним бројем. Али га та тежња ипак није довела до пот- 
пуно апстрактног, нашег кардиналног броја. Сваки број је 
код. њега везан било за одређену величину, у главном за 
дужину, било за „број пута“, и то исто тако у конкретној 
форми кад тај број одговара оном броју који показује ко- 
лико се пута јединица, као дужина, садржи у другој дужини. 

Ако применимо савремену терминологију, можемо казати 
да је Еуклид „геометривовао“ своју аритметику насупрот 
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савремености која „аритметизује“ геометрију (Р. НИбеп), 
јер је савремена аритметика конструисана са највећом ло- 
гичком доследношћу. 

Проучавање броја као основног елемента нашег сазнања 
служило је, а служи и данас, као важан предмет за читав 
низ научних дисциплина: за историју културе, за теорију 
сазнања, за логику, за математику са њеном филозофијом и за 
филозофију уопште. У свакој од тих дисциплина основним 
појмом броја бавили су се врло високи умови и покушавали 
да унесу у ту основну област људског знања што више 
светлости. Са математичког гледишта је од великог интереса 
еволуција појма броја од конкретних бројева прве петице 
са најпростијим именовањем — прста, дрвета, коња итд. до 
савременог броја, који прелази у најопштији објект теорије 
скупова и губи у апстракцији не само конкретну своју било 
коју природу, већ се све више и више ослобађа и од оних 
закона којима се покоравају наши природни кардинални бро- 


јеви. У тој историји Еуклидови бројеви заузимају потпуно 


одређено место: они су већ изгубили своју наивно кон- 
кретну форму — прста, коња итд. али су задржали кон- 


кретне претставе у вези са њима и то у геометриском облику. · 


Еуклидова геометризација аритметике имала је и своју добру 
страну: она потпуно искључује ону мистику бројева која је 
била везана са Питагорином школом и чији је мрачни траг 
допро и наших времена (број 13, број 7 и др.). 


Коментарисање седме књиге задаје специјалне тешкоће; 
уколико се геометрија и може још предавати „по Еуклиду“, 
аритметику не само што не можете „по Еуклиду“ предавати, 
већ ни саму транскрипцију Еуклидових ставова у савременој 
форми не можемо извршити, ако се придржавамо садржаја 
математичких речи који оне имају данас. Сваки Еуклидов 
став из ове књиге може се врло једноставно доказати по- 
моћу савремене алгебре, али навођење само таквог доказа, 
који за понеке ставове дајем у коментару, не би дао ни 
приближну претставу о току Еуклидова расуђивања. За про- 
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учавање ових расуђивања ипак треба имати стрпљења и 
читати сам Еуклидов текст. 

Тешка форма излагања Еуклидове аритметике и велико 
отступање тог излагања од савременог имали су за после- 
дицу да је Еуклидова аритметика сачувала још само исто- 
риски значај и ни у ком случају не може служити савре- 
меном читаоцу као прва књига аритметике. 


1: О дефиницијама ове књиге може се поновити готово 
све оно што је било речено о основним дефиницијама прве 
геометриске књиге. И овде треба подвући нелогичност де- 
финиција основних појмова једне дисциплине која треба да 
има дедуктивну конструкцију. Дефиниције основних појмова 
могу се сматрати само као тумачења тих појмова помоћу 
других уобичајених речи, које исто тако остају без дефини- 
ција. Таква тумачења не могу имати научне вредности у 
савременом разумевању дедуктивног система излагања истина 
било које области. Ипак и овде треба истаћи да навођење 
дефиниција и основних појмова не смањује логичку вред- 
ност осталих Еуклидових излагања, било геометрије било 
аритметике. 

2 Прва дефиниција прве књиге тумачила је појам „тачке“ 
(стрефу) помоћу другог појма, који исто тако још није био 
дефинисан, помоћу „део“ (рерос) односно „мера“. Али су у 
тој дефиницији биле ипак искоришћене не само две разли- 
чите речи, већ и два појма различитог садржаја повезана 
помоћу негације. Према томе ту дефиницију можемо сма- 
трати као неко садржајно објашњење једног појма помоћу 
другог. 

Прва дефиниција ове седме књиге нема ту особину. 
Грчки она гласи: „Моудс бопу, холу Ежабтоу тТфу бутију 27 
ХЕеувтад“ и, према томе, у грчком оригиналу се упоређују 
две етимолошки заиста различите речи рорас и #у, ма да су 
оне готово исте, што се нарочито види у преводима. Тако 
у латинском преводу (Небегр) дефиниција гласи: 

Иппаз ез! еа, зесипдит аиџат ипадиаеаце гез ила попипашг. 

У италијанском (8. Кеш — Е. Еппаџе5) : 
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Џана в сто рег сш огт ч'проја соза е дена ило. 

У енглеском (Неаћ): 

Ап или 15 (ћае Бу угше о мћсћ еасћ ог (ће пр 
'ћаг ех:51 15 саПеад оле. 

У руском (Мордухан Болтовскои): 

Единица естђ (то), через что каждое из сушествукоцих 
считаетсл единим. 

Француске и немачке преводе седме књиге нисам имао 
при руци. 

Наведени преводи показују сву не само логичку већ 
чак и етимолошку таутологију ове Еуклидове дефиниције. 

5 У вези са првом и другом дефиницијом треба и ово 
још да наведемо. На питање: „Да ли је код Еуклида једи- 
ница број или није 2“ Већина коментатора одговара: „Није“. 
Разлог је то што буквално тумачење појма састављене 
множине (19 воужејеусу потдос) искључује јединку. Морду- 
хан-Болтовскои наводи: „Можно сказатђ, что тољко сред- 
ние века дали единице право гражданства. Орезм (Огезтиз5) 
определенно говорит, что единица — исШинно число (курзив 
М. Б.)“. Код Еуклида нема директног одговора на постав- 
љено питање, али се може наћи индиректан, и то потпуно 
убедљив доказ, да је Еуклид и јединицу сматрао за број. 
Тај доказ пружа став 15. ове књиге који гласи: „'Еду џоусо 
фрљЉибу тма ретрђ, (бажо 6: Етерос фФраџс ФАХоу пуф Фрићибу 
џетрђ жал суаљАиб бас 7 џоудб тбу троу фФрићрфу ретрђове жол 
6 бефтврос тбу тетортеу,/ чији је превод дат на страни 20. 
Подробније протумачен можемо тај превод у овом облику 
изложити : 

Ако јединица (као први број) мери неки други број, 
а трећи број мери исти број пута четврти број, онда, после 
пермутације, јединица мери исти број пута трећи број као 
што други број мери четврти број. 

И у тексту доказа налазимо четири броја 


А (ђ) — ВГ (П) 
Џ у , 
А (!) — В2, (У) 


при чему је са А означена јединица. Како, према тексту, 
имамо свега четири броја, а међу њима и јединицу А, то је 
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и јединица број. Ово је свакако несумњив доказ да је 
Еуклид и јединицу сматрао за број. Према томе можемо 
закључити да су Еуклидови бројеви — природни бројеви 
укључно са јединицом. Но Еуклидов број још није елемент 
низа узастопних бројева. Слично томе као што су Еуклидови 
геометриски облици дискретни облици, без узастопности и 
променљивости, тако су и његови бројеви дискретни бро- 
јеви. Према О. З!ојту и А. Дтетег'у тек је код Нејтћо2'а 
и Кгопескега, а нарочито код Педекћпфа, јасно формулисана 
важна особина бројева да су и природни бројеви елементи 
узастопног низа. Ни нула ни разломци, као бројеви, код 
Еуклида се не појављују. Разломци, као елемент теориске 
аритметике, појављују се тек код Диофанта (у другој поло- 
вини ЈУ века после н. е.). Али то се односи на теорију 
разломака; у пракси, нарочито у трговини, разломци су били 
у употреби од врло давнашњих времена, и то, прво, са 
јединичним бројиоцем. 

а У овој дефиницији реч „уерос“ преводимо, као и 
остали преводиоци, са „део“. Али и на овом месту можемо 
ту реч превести и са „мера“. Према терминологији аритме- 
тике ту реч требало би превести са:делилац. Овој дефини- 
цији одговара наредни аритметички образац 


а =пб, 


где су а, 6, п цели бројеви. Број % је део броја а; тај број 
мери п - пута број а. Број а је дељив бројем р. 

5 У овој дефиницији која гласи: „Мерт 65, бтау ру хало- 
џетруђ“ реч „Мерт“, преведену као „делови“, треба разумети 
као договорно усвојен назив за број који не дели дати 
број. Поједини преводиоци тај карактер ове речи означавају 
на тај начин што у преводу стављају ту реч између знака 
навода. Унутрашњи смисао тог термина код Еуклида није 
објашњен, а можда је и свесно избегнут с циљем да тео- 
риска расуђивања буду изражена само помоћу целих бро- 
јева. Пошто је Еуклид знао за дељење и дужи и броја на 
једнаке делове, шта више знао да се и прост број може 
поделити на онолико делова колико је јединица у њему, 
то је могуће помоћу тих делова изразити сваки други број. 
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У том смислу је Еуклид крстио број који није део другог 
броја. Образац који одговара овој дефиницији изгледа овако 


г-о(2) 

п 

где су наведени бројеви цели бројеви. Број т показује број 
делова, а број 6 је „делови“. 

8 Ова дефиниција је јасна и одговара обрасцу: а ="т6, 
где су а, 6, т цели бројеви. 

7 Ову дефиницију можемо изразити: а=26. 

8 Ова дефиниција садржи две мисли: 1. а==22, 
2. а=26+1. 

% Образац за парно-паран број можемо изразити: 
а ="т. 26, где је л паран број, рецимо, п = 2. 

[0 За т== 2с имамо непарно-паран број. Тако, на при- 
мер, 14 је непарно-паран број јер је 14=7.2. 

и Ову дефиницију Небегр задржава, али ставља у 
заграде. Два броја: непарно-паран и парно-непаран могу се 
по садржају разликовати само кад на различити начин изра- 
жавају резултат мерења. Даћемо за ово пример: кад се нека 
дужина мери 3 пута мотком дужине од 4 метра имамо 
12 = 3.4 непарно-паран број, а кад се иста дужина мери 
4 пута мотком дужине 3 метра имамо парно-непаран број. 
Јасно је да се та разлика изражава поступком, а не 
резултатом. Е 

!: Образац за непарно непаран број: а=(26 +1)х (22 +1). 
Пример: 15=8.. 

13 Поводом простих бројева можемо приметити да је 
као скоро савременик Еуклидов (чије тачне године живота 
нису познате) живео у Александрији чувени грчки научник, 
енциклопедиста Ератостен (275—195 до н. е.), библиотекар 
Александриске библиотеке. Он је написао више рукописа, 
бавио се удвостручењем куба и предложио једноставан 
поступак за издвајање простих бројева из низа природних 


бројева. Тај поступак се обавља помоћу познате Ератосте- ' 


нове решетке. 
ја Пример: 16 и 185. 
18 Примери; 21=7%Х3, 24—12х2—6х 4=3Х8. 
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16 Пример: 21 и 15, јер је 21=7 х Зи 15=5% 3. 

м Код Еуклида у производу а х б два множиоца играју 
различите улоге: први број показује шта са узима, а други 
колико пута се узима. Ова дефиниција множења јасно пока- 
вује да Еуклидови бројеви још носе на себи жиг конкретног 
смисла тих бројева. 

18 Дефиниције 17—20 јасно одају геометриски карактер 
Еуклидовог излагања аритметике. Шта више, Еуклид мисли 
о бројевима као о геометриским облицима. У савременој 
аритметици наведени бројеви се изражавају обрасцима : повр- 
шински – т=ађ, запремински — п=абс, квадратни — р = а2, 
кубни — д=а%. 

19 Дефиниција пропорционалности бројева, у сваком 
случају по форми, разликује се од чувене 5 дефиниције у 
петој књизи пропорционалности величина. Дефиниција за бро- 
јеве је краћа, једноставнија и јаснија од дефиниције за геометри- 
ске величине. Њихов садржај је исти. Оне се разликују само по 
оним поступцима које треба применити за доказивање про- 
порционалности. Такозвана пета дефиниција тачније и одре- 
ђеније приказује методу доказивања и стварно је послужила 
Еуклиду за доказ читавог низа теорема о пропорционално- 
сти величина. з 

Аналитички се за пропорционалност четири броја, 
а,:а,=ау: а, поставља један од ових услова: 


|. а,=та,, а; =т8,, 


4 а, 
П. а,=— ау=—, • 
1 п , БЈ п , 


а а 
|. а,=т |-= аз="т| -- 
1 п , 8 п , 


20 Садржај дефиниције сличних површинских и запре- 
минских бројева аналитички се овако изражава. Два повр- 
шинска броја Р,=а,б, и Р,=а,б, су слична, означимо 10, 
рецимо, са Р,~ Р;, ако је а,:а,=6ђ,:б,. Исто тако за два 
слична запреминска броја У,=а,б,с, и У,=а,ђ,с,, дакле за 
У, ~ У,. имамо услове: а,:6,:с,=а,:0: С. 

21 Као пример савршеног (перфектног) броја може по- 
служити, рецимо, број 28, за које имамо 28—14+7+4+2+ 
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+ 1=28. Сваки број л према збиру 5 својих делилаца, без 
самог тог броја, припада једној од ових категорија: 
а. п==5. Перфектан. Пример: л=28, 2=–14+71+4 +2 +1=28 =. 
б. п< 5. Дефектан или субперфектан. Пример: л=12, г=6+ 
+4+3+2+1=16 > пп. 
с. п:> 5. Суперперфектан. Пример: пл=8, 5=4+2+1=7 Сп. 
Присуство појма савршеног броја у Еуклидовим дефи- 
ницијама показује да и без обзира што је систем Еуклидове 
теориске аритметике био на сасвим другим начелима констру- 
исан, ипак ни Еуклид није могао избећи утицаја Питагорине 
школе, у којој су више биле култивисане теориско-бројне, 
музичке и мистичке комбинације са бројевима, него логичка 
структура читавог система науке о бројевима. 


#2 (Ова прва теорема уводи читаоца у чувени Еуклидов 
алгоритам узастопног дељења или, како се види из Букли- 
довог текста, узастопног мерења. 

Прву теорему можемо аналитички овако формулисати. 
Ако два броја а иђ (а:>б) при узастопном дељењу дају 

(1) а=тб+г, г<сђ 
(2) б=тг-т, Г<Г 
(3) р=птиг+1, 


где сва слова означавају целе бројеве, што у даљем тексту 
нећемо више наводити, онда су а и 6 међусобно или уза- 
јамно прости бројеви. 


Еуклидов доказ је индиректан (гедисНо ада абзигдит). 
Претпоставимо да, обратно, бројеви а и 5 имају заједничку 
меру, број е, који је, према томе, већи од јединице (е > 1). 
И ставимо: 


а=лје, б==ле 
онда из (1) закључујемо да је и 
г=љ5е. . 
Затим једначина (2) доводи до резултата да је и 


Г = ле, 


47 


и најзад једначина (3) захтева да буде и 
ј=ље, 


што је, према условима е:>1 и л;— цео број, немогуће, те 
према томе а иб не могу имати заједничку меру; они су 
узајамно прости бројеви. 

25 (ова теорема садржи поступак и даје доказ Еукли- 
дова алгоритма за одређивање највећег заједничког чиниоца 
(скраћено : н. 3. 4.) два броја. 

Ако су дата два броја а иб (а:>б) и 

1. а=тђ, онда је 6 највећа заједничка мера: она је, 
прво, мера и, друго, и највећа пошто нема броја већег од » 
који би мерио сам тај број. 

А ако је 

2. а==тб, онда при узастопном мерењу имамо према 
Еуклиду 

а=тђ+гт, г<ђ 
бђ=птгље, е<т 
г=те. 


Даље се доказује да је е не само заједничка мера, већ 

и највећа заједничка мера. Доказ је, као и у претходној те- 

ореми, индиректан. Ако постоји заједничка мера Н већа оде, 

тј. Н:>е, онда се долази до закључка да Н мери е, а то 
је немогуће. 

Еуклидов алгоритам се овако примењује на два броја, 

рецимо, 54 и 38: | 

1 2 2 1 2 
54 | 38 | 16 6 4 2 


Последњи остатак 2 је највећи заједнички чинилац. 

24 Наћи за три броја а, 2, с највећу заједничку меру 
(односно н. 8. 4.). 

Задатак се решава на основу претходног задатка. Наиме, 
одређује се н. 3. Ч. е; два броја а и 6. Ако је е, мера и броја 
с, задатак је решен. Ако е, не мери број с, у теореми се 
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прво доказује да е, ис нису узајамно прости бројеви, ако 
нису узајамно прости бројеви а, р, с. После тога се одре- 
Ђује највећа заједничка мера е, за бројеве е, и с и показује 
да је та мера мера и за бројеве а, 6, с, а затим се, инди- 
ректним начином, показује да је е, и највећа заједничка мера 
датих бројева а, 2, с. 

5 Нека су а иб два броја а:>ђ. Треба доказати да 
могу бити само два случаја: 


(1) а="те6, (6 је део броја а) 


а 
(2) (7), (6 чини делове броја а) 


|. Ако су бројеви а и Ф узајамно прости тада треба у 
(2) ставити п=а, где је п број јединица у аи К=>, где је 
К број јединица у 2. 

|. Ако бројеви а и 6 нису узајамно прости, тада могу 
бити само два случаја; 

«) б је мера од а и тада вреди једначина (1). 

8) највећа заједничка мера а и је број е, тј. а=те, 
те, при чему је т, > т,. 

Из ових једначина следује да је 


а 
ут (2) 


| а 
при чему је а/т, део броја а, а т, (ај чини делове броја а. 


28 (Ова теорема аналитички се изражава врло једно- 
ставно, 
Из два једнакости: а="тб иа,="тб, следује једнакост 
а+а,= т(56+56)). 
7 (Ова теорема је аналогна претходној, али је термин 
„део“ замењен са „делови“. 
Из две једнакости 


нај ем 
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следује једнакост 


28 И у овој теореми имамо закључак: из две једнако- 
сти а=тб и а,=тб, следује једнакост а–а,="т(6—6)). 
29 За ову теорему имамо: из две једнакости 


нсе(еј њем 


п п ) 
следује једнакост 
а — 
Кет –) 
п 

30 При доказу појединих теорема Еуклид разликује два 
односа између два цела броја; наиме број а, је или део 
броја а, што се изражава једнакошћу а,="та,, где је т 

цео број, или тај број чини „делове“ броја а, кад је 


[у 
а, = т| —-- |, 
Џ: 
где је пл или број јединица у а;, ако су бројеви а, и а, уза- 
јамно прести, или број који показује колико се пута н. 3. ч. 
бројева а, и а, садржи у а,. Тиме, са савременог гледишта, 
Еуклид избегава увођење разломака као броја. Међутим 
увођење разломака спаја оба ова случаја и знатно упрош- 
ћава постављање односа између бројева. Тако се у доказу 
ове девете теореме можемо послужити разломцима и скра- 
тити доказ. 

Нека је дато: 

а„=та, а,=та;; 

треба доказати да је 

| ау=па; а,=пП4,. 

Увек можемо ставити 

аз=а 1, 
где је л или цео број или разломак („делови“). Тада ив 
а, = 8; ИЗВОДИМО 
| а,= та = т(па,)=п (та,)=п 4, 

а тиме је теорема доказана. 
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8 Ова теорема је понављање претходне теореме са том 
само разликом што је „део“ замењен са „делови“. Јасно је 
да се и саме теореме и њихови докази сливају уједно после 
увођења разломака. 

32 Аналитички садржај теореме гласи: из 

а,:а,==а8: 8, 
следује 
(а, – а): (а, ~ аа) = 81: 4;. 


Садржај ове теореме се поклапа са садржајем теореме 
19. пете књиге, која се односила на дужи. Таквих теорема 
има више, али су докази различити. Дубока разлика доказа 
је у томе што се они оснивају на различитим дефиницијама 
пропорционалности. Докази за Еуклидове бројеве су много 
једноставнији, јер се односе на бројеве као самерљиве вели- 
чине, чија заједничка мера увек може бити јединица. 

33 Ова теорема за бројеве понавља теорему 12, М за 
геометриске величине. 

84 Ова теорема за бројеве понавља теорему 22, У за 
величине. 

5 15, теорема је аналогна 9. теореми ове књиге, Заиста, 
кратко формулисана, 9. теорема се састоји из закључка. 


Из а,=та,, –а,="та, 
следује ад =Ка,, ал=Ка,, 
а 15. теорему можемо овако написати: из 
а, =т.1, а, =т,85, 
следује аз=К.1,  аа=.4,. 


Дакле 9. теорема прелази у 15. ако ставимо а,=1. Према 
томе за произвољан број Еуклид даје једну теорему са до- 
казом, а за 1 даје другу теорему са посебним докавом. Из 
тога, на пр. коментатор Мордухаи-Болтовско, закључује да 
јединицу Еуклид не сматра за број. Међутим навели смо 
под бројем "> коментара да се у теореми 15. говори о че- 
твртом броју, а један од тих бројева је јединица, те према 
томе је јединица број. Али Еуклид сматра јединицу за наро- 
чити број, који, по његову мишљењу, захтева- специјалан 
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доказ. У којој мери је то оправдано, то је друго питање, 
али то може бити разлог за издвајање многих теорема у 
посебан облик кад у текст тих теорема улази јединица. Да 
је јединица нарочити број то следује, напр. из њене особине 
да једини број који је заједнички чинилац свих бројева, то 
је јединица. Да је Еуклид сматрао теореме са јединицом као 
нарочито важне то, изгледа, потиче отуда што Еуклид ко- 
ристи те теореме ва доказ врло важних особина бројева. 
Тако, напр:; ова теорема је искоришћена у доказу наредне 
теореме, која се односи на основно својство операције 
множења. 

36 Пре свега треба приметити да сам текст ове теореме 
ивазива недоумицу, јер ништа није речено о реду множења 
или, са Еуклидова гледишта, о различитој улови првог и 
другог броја у производу два броја. 

Ова теорема изражава комутативни закон множења два 
броја. Сад се тај закон сматра као основна особина опе- 
рације множења и укључује се у дефиницију те операције. 

Поновимо у скраћеном облику Еуклидов доказ. 

Нека је ахб=с и ђха=а. Треба доказати да је. с=а. 

Према дефиницији 21, УП имамо 


Т:а=е:ађ 
а на основу теореме 13, УП (пермутација) 
(1) 1:б=а:аб 
С друге стране, према истој дефиницији 21, УП имамо 
(2) 1:0=а:ћа. А 
Из (1) и (2) 
агаб=а:ба 


и према томе је 
аб=ђа или с=а. 


Раније су коментатори давали своје доказе ове тео- 
реме. Један од популарних доказа, који се задржао у школ- 
ској аритметици састоји се у овом. 

Ставимо 

с=ахб=6+6+...+2 


аи 
а пута 


4% 
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али је а=е+ље+... те, где смо са е означили јединицу, и 
ааааиагооонањ мр. 
а пута 


б=е+е + ...е, према томе имамо 


иљииам тим ариимиоаои 
б пута 
~ а пута 
Рнанићанн 
с=6+6+...+б=еље+...+е) = а=а+а+...љ%а. 
и син" 
а пута ежев о ге а Ђ пута 


6 пута 


еље+...ље а 
С друге стране, непосредно је 
а=еХа=а+а+...+а, 
| Цу 


6 пута 


те према томе, после упоређивања претходног израза ва с са 


овим изразом, имамо 
с=а. 


Овај доказ се оснива на примени комутативног закона 
за сабирање. Међутим тај закон, који важи за обичне бро- 
јеве и обично множење, не важи за све величине, на при- 
мер за коначне углове векторски претстављене. 

7 Садржај ове теореме изражава једнакост 


аб,:ађ, = 6,:6;. 
88 Овој теореми одговара једнакост 
а, 6:06 =81: а», 
39 Овде имамо две теореме: основну 
а а 08, 
Зе а, 8,=4, 63. 
и обрнуту 
ај а, = 4,8; 
а:а,=484: 44. 


5 Теорема гласи: ако су а, и ф, најмањи бројеви међу 
бројевима а и Ф који задовољавају пропорцију 


(1) а,:6,=а:6, 
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онда је 
(2) а=та,, б=етб,, 
где је л цео број, тј. бројеви а, и 5, су истоструки „део“ 
бројева а и ђ. | 
Доказ је индиректан. Ако (2) није тачно, онда су бро- 
јеви а, и 6, „делови“ бројааи 6, тј. 


а па: 
(3) а=– а, ђ 5 ћ. 
Ако уведемо бројеве 


а, 
ба, == 
2 Г , 2 РЕЗЕ 


из (3) имамо 
а=ра,, б=рб. 


Према томе добићемо пропорцију 
а,:б,=а:ђ, 


при чему су а, и 6; мањи ода, и. А то је по претпо- 
ставци немогуће. 
41 Теорему 21 можемо овако формулисати: ако су а, 
и д, узајамно прости бројеви, а задовољавају пропорцију 
а,:6,=а:ђ, 
они су и најмањи од бројева а и р. 
Доказ ове теореме је исте логичке конструкције као и 
доказ претходне теореме, па и читавог низа наредних тео- 


рема. И овде се употребљује метода гедисно ад ађзшдит. 
2 Садржај 22. теореме можемо овако изразити: ако је 


а,:б6,=а:ђ 


и бројеви а, и'б, најмањи, онда су они и узајамно прости. 

Доказ и ове теореме је исте логичке конструкције као 
и претходне теореме. 

43 Садржај 23. теореме гласи: ако суа и 5 узајамно 
прости, онда је број с, који мери један од бројева аиб 
напр. број а, узајамно прост са бројем р. 

Пример: 8 и 27 су два узајамно проста броја. Број 4, 
који дели број 8 је узајамно прост са бројем 27. 
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Доказ је поново индиректан. 

44 Садржај 24. теореме. Ако су два броја а иб узајамно 
прости са бројем с, онда је и производ аб узајамно прост 
са бројем с. 

Навешћемо и доказ ове теореме. 

Претпоставимо обратно да производ аф није узајамно 
прост са бројем с, тада два броја аб и с имају заједничку 
меру односно 'чинилац, означимо га са е, те је 


(1) ађ=те, 
(2) с=пе. 
Из (1) имамо према 19. теореми 
са 
а т' 


а како су а и е узајамно прости, биће на основу 23. теореме 
(3) ђ=Ке, 
т=Ка. 


Према (2) и (3) бројеви Ф) и с нису узајамно прости, а 
то је супротно услову да је с узајамно прост број са 6. 
На овај начин је првобитна претпоставка немогућа, _ 

%5 (Ова 25. теорема, која тврди да су аз и с узајамно 
прости, ако су узајамно прости бројеви а и с, претставља 
непосредни закључак из претходне теореме, ако у њој ста- 
вимо ф=а. | 

46 Ако је сваки од бројева а, и а, узајамно прост у 
односу на сваки од бројева 6, и б, онда су и производи 
а, ау и б, б, узајамно прости бројеви. 

И ова теорема се лако изводи као закључак теореме 24 

47 Садржај ове 27. теореме: ако су а и 6ф узајамно про- 
сти, онда су узајамно прости и а“, 6 односно а“, 65, може 
бити проширен и на све целе степене узајамно простих 
бројева. 

45 Теорему 28. можемо овако формулисати. 

Нека је а+6б=5 Тада теорема гласи: ако су аиб 
узајамно прости, онда су узајамно прости 5 и а, односно 
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ги 6. И обрнуто, ако су 5 и а каои 5 и 5 узајамно 
прости, онда су узајамно прости а и 6. 

Доказ и ове теореме је у првом и у другом делу 
индиректан. 

Изведимо први део. Ако 5 и а нису узајамно прости» 
онда постоји њихова заједничка мера, и означимо је са е; 
тада је 

г=те, а=пе, 
а одавде следује да 
| ђ=5—а=(т-пје 


има заједничку меру са а, а то је супротно услову да су 
а и б узајамно прости бројеви. Према томе је полазна прет- 
поставка немогућа. Доказ другог дела је сличан доказу првог. 

89. 29, теорема гласи: ако је р прост број, онда су бро- 
јеви р и а, који задовољавају услов 


а="тр 

узајамно прости. 

Еуклидов индиректни доказ се може заменити овим 
простим расуђивањем. 

Пошто број р, као прост број,. има само два делиоца 
и то: 1 ир, а р, према услову, није делилац броја а, онда 
а и р имају заједнички само један делилац јединицу, па 
према томе су они узајамно прости. 

50 Теорему 30. формулишемо овако: 

Нека су а и б два било која броја, а р прост број. 
Ако је 

(1) ађетр 


где је т неки број, онда је или а=лп,р или ф=п,р, где су 
п, и л, неки, разуме се, увек цели бројеви. 

Доказ се једноставније изводи овако. Ако је а=п,р, 
онда је теорема истинита. Ако су бројеви а и р узајамно 
прости, тада из пропорције 

а т 


Роб 

која следује из (1), закључујемо на основу теореме 20. да је 
ђ= По р, 

а то и доказује теорему. 
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5: Теореме 3!. и 32. погвећене су саставу сложеног 
броја. Према дефиницији 14. сложен број је онај који се 
мери односно дели неким бројем. Теорема 31. доказује да 
сваки сложени број обавезно треба да има као меру неки 
прост Фрој. 

Теоремом 32. се завршава група теорема (20 – 32) ове 
седме књиге које се односе на теорију простих, узајамно 
простих и сложених бројева. Нарочита вредност, код Еуклида, 
те теорије је у једноставнијој претстави количника односно 
размере два броја, а то је важно и за што једноставније 
изражавање разломка чији бројилац и именилац имају зајед- 
нички множилац. 

Треба исто тако приметити да „прост“ број у грчком 
тексту (као и сад у другим језицима) значи „први“ број 
(лрбтос) и према томе су и код Еуклида, без обзира што 
није било код њега идеје низа узастопних бројева, при 
посматрању вишеструких бројева важну улогу морали играти 
„први“ односно прости бројеви. 

52 Последњих седам (33—39) теорема ове књиге су 
посвећене теорији најмањег заједничкој садржаоца два и 
више бројева. 

Први став ове групе, 33. став, можемо формулисати 
у облику овог задатка. у 

Дати су бројеви а, 6, с. Наћи такве најмање бројеве да је 


а:б-=а1:6,, 
5: с =- 5 С . 
Решење. Ако су а, ф, с узајамно прости бројеви, онда 


су они и најмањи. И задатак је решен. 


Ако нису узајамно прости, нека е буде њихова највећа 
заједничка мера (одређивање према теореми 3.) и нека је 


а=тре, б=т,ее, с="те. 
Тада су | 

да, =т1, б,=ту, С,=7т5. 
Доказ. Прво, заиста, имамо: 


а:р=ти то, 6:с=т:та. 
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Затим, бројеви ту, т,, ту су и најмањи бројеви, 
јер ако постоје још мањи, рецимо, л,, лу, љ, сонда имамо 
а:ђ=п,:п, и тада је 

а=ђ6,, б=—6,. 


Према томе из а=тје=те и услова л,< т, треба за- 
кључити да је е, > е. а то је у противречности са претпо- 
ставком да је е највећа заједничка мера. Тиме је наведени 
поступак утврђен. 

58 Став је формулисан у облику задатка о одређивању 
најмањег заједничког садржаоца за два дата броја. 

Нека су аиђ два броја за које треба наћи највећи 
заједнички садржалац, број с. 

Ако су а и б узајамно прости бројеви, онда је с=а5б, 

Ако а и ђ нису узајамно прости бројеви и а=пђе, 
р=тђфе, где је е највећа заједничка мера тих бројева, онда је 

с» ат,=0 ту =абје. 


Доказ тог поступка је основан на претходном задатку. 
54 Теорему 35. можемо овако формулисати: ако је с, 
најмањи заједнички садржалац бројева аиб, а с макоји 
други садржалац истих бројева, онда је с мерен бројем с, 
или с је дељиво са с,. 
Претпоставимо да није. Тада је 
У 


[и = КС, + 6 


где је 8<- с. Пошто су у овој једначини с и с, дељиви и 
са а и саф, мора бити дељив са тим бројевима и број 6. 
Излази да постоји број 6 дељив са а и ђ који је мањи од 
с,, а то је немогуће. Према томе је с дељиво са с,. 

5» Став 36. је задатак о одређивању најмањег зајед- 
ничко“ садржаоца за три броја, рецимо, а,, а,, 4,. 

Решење и доказ се оснива на одређивању н. 3. с. за 
два броја. Ако је н. 3. с. с, два броја а, и а, дељив и са 
бројем а,, број с, је н. 3, с. и за сва три броја. Ако није, 
треба наћи н. 3. с. бројева с, и а;. Доказ је аналоган докаву 
у задатку 34. | 

56 (Објаснимо пре свега теорему 37. на неком бројном 


примеру, рецимо: 
15=3 Х 5. 


Број 15, који се мери, има, с једне стране, део, петину 
(то је 3) са називом везаним за број пет, са друге стране, 
број 5, који мери број 15, има назив пет. 

Према томе је део, тако рећи, истог назива, према 
називу бројева, као и број који мери. 

У општем случају из једначине 


а=- тхб 


следује да Ф#'ши део броја а има исти назив са бројем 6, 

У На истој једначини 15=3 Х 5 можемо објаснити и 
теорему 38. У примени на ту једнакост она би гласила: ако 
број 15 има пеПи део (то је три), он је мерен бројем пеш 
(или дељив је са 5). 

У данашње време обе теореме звуче као неки ана- 
хронизам. 

58 У последњем 39. ставу тражи се број који би имао 
дате делове, а био би најмањи. 

Бројни пример. Наћи број који би имао једну половину, 
једну трећину и једну петину (као целе бројеве), а био би 
најмањи од таквих бројева. Пошто је н. 3. с. бројева 2, 3, 
5 број 30, можемо тврдити, да је такав број 30. Његови 
су делови: 

па аб јо у ВО И о а06: 
2 3 5 


У теореми се изводи одређени поступак и доказује да 
је тако одређени број заиста најмањи. 
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ПРЕДГОВОР 


"Осма књига Еуклидових елемената је друга књига Еу- 
клидове теорије бројева, којој су посвећене МЛ—Х књиге 
Елемената. У осмој књизи се развија теорија непрекидних 
пропорција, специјално теорија пропорционалности површин- 
ских и запреминских бројева, нарочито квадрата и куба. 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Мишковић 
ги Т. П. Анђелић, на чему им. овде изјављујем захвалност. 


А. Б. 


ТЕКСТ 


1 


Ако су неки бројеви, у произвољном броју, непрекидно 
пропорционални и крајњи од њих узајамно прости, они су 
најмањи од бројева који су у истој размери са њима. 

Нека су А, В,Г,4 неки непрекидно пропорционални 
бројеви и крајњи А и ДА узајамно прости, тврдим, да су 
бројеви А, В, Г, А најмањи од бројева који су у истој 
размери са њима. | | | 

Заиста, ако то није тако, онда постоје неки бројеви 
Е, 2, Н, 6 који су мањи од бројева А, В,Г,4, а са њима 
су у истој равмери. И пошто се А,/В,Г,4 налазе у истој 
размери са Е, 2, Н, 8, а и множина бројева А, В,Г, А је 
иста са множином бројева 


Е, 2, Н, 6, онда је, према > — Е 
једнакоудаљености, А према ВР 5 
Ад као Е' према 6. Али су | [== Кота И 
А и ДА узајамно прости и, 5677 '6 


као узајамно прости, они'су и најмањи. А најмањи бројеви 
мере бројеве који су са њима у истој размери и то већи 
мери већи и мањи мери мањи, тј. претходни: број мери прет- 
ходни и наредни мери. наредни. Према томе А мери Е, већи 
број мери мањи, а то је немогуће. Значи Е, 7, Н, 6, који 
су мањи одаА, В, Г, А, ннсу у истој размери са њима. На 
„овај начин су А, В,Г, А најмањи од бројева који су у 
истој равмери са њима, а то је требало докавати.: 


2; 


Наћи онолико колико се тражи најмањих непрекидно 
пропорцибналних бројева који су у датој размери. 

Нека је А према В дата размера изражена помоћу најмањих 
бројева. Треба наћи онолико колико се тражи најмањих непре- 
«идно пропорционалних бројева, који су у размери А према В. 
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Нека се траже четири броја и нека А помножено само 
собом даје Г, а помножено бројем В.производи А. И нека 
В помножено само собом даје Е, а А помножено бројевима 
ГА, Е даје 7, Н, ди В помножено "бројем Е даје К. 

Пошто А помножено само собом даје Г, а помножено. 
бројем В даје 4, биће А према В као ГГ према А. Даље, 
пошто А помножено бројем В производи 4, а.В помножено 

само собом производи Е, то 


А кик. значи да бројеви Аи В по- 
—В МА множени бројем В производе 
ров етеанисксет-а > бројеве А односно Е. Па према 

; | – +. томе је А према В као 4 према : 
а Р ~ . 
Е д к 5 Али је А према В каоигГг 


према ДА, значи Г према А је 
као А према Е. И пошто А множећи Г и 4 производи 2 и Н, 
биће Г према А као 7, према Н. А како је Г према 4 као А 
према В, биће и 2 према Н као А према В. Затим, пошто 
број А множећи Ди Е производи Ни 6, биће 4 према Е 
као Н према 6. Али ид је према Е као А према В. То 
тје према томе и А према В као Н према 6. А пошто 
А и В помножени са Е производе 6 и К, биђе А према В 
као и 0 према К. Али је А према В као 2, према. Н и као 
Н према 6. И на тај начин се-7 односи према Н као Н 
према 6 и као 6 према К. Значи Г,Д„ БЕи 7, Н6,К су 
__ пропорционални у односу А према В. Тврдим још да су 
они и најмањи. Заиста, пошто су Аи В најмањи од. бројева 
који су у истој. размери са њима, а најмањи од бројева који 
су у истој размери са њима узајамно су прости, биће и 
бројеви А и В узајамно. прости. И како бројеви А и В 
_ помножени сами собом производе. одговарајуће бројеве Г 

и Е, а помножени на одговарајући: начин · бројевима ГиЕ 
производе 2 и К, онда су према томе Г,БЕи 7, К узајамно 

прости. А ако су неки бројеви, у произвољном броју, непре- 

кидно пропорционални и крајњи од њих узајамно прости, 

онда су то најмањи од бројева који су у истој размери са 

њима. На овај начин, бројеви Г, Д, Е и:2, Н, 6, К су нај- 

мањи од бројева који су у истој размери: ТА према В. А то 
је требало доказати · 


му сени 


ТЕ! 
Последица 


Из овог је јасно да ако имамо три броја у непрекидној 
пропорцији најмања од бројева који су у истој размери, онда 
су крајњи бројеви квадрати, а ако имамо четири броја — крајњи 
бројеви су кубови.“ | 

3. с 

Ако су неки бројеви, у произвољном броју, непрекидно 
пропорционални и они су најмањи од бројева који су у истој 
размери са њима, онда су крајњи од њих узајамно прости. 

Нека су А, В, Г, Д неки непрекидно пропорционални 


бројеви, и то најмањи од бројева који су у истој размери 


са њима. Тврдим, да су крајњи од ЊИХ А и Д узајамно прости. 

Заиста, узмимо два најмања броја Е, 2 који су у истој 
размери са бројевима А, В, /Г, А; затим узмимо три броја 
Н, 8, К, и тако даље док узета __А В! г 
количина бројева не буде једнака А 


количина бројева А, В, Г, А. Нека ___е , 7, 

су они узети и нека то буду НЕ 0 

бројеви А, М, %, Ма "К 
Пошто су во и 2, најмањи ,___ А | м – Х, 


од бројева који су у истој раз- 
мери са њима, они су узајамно 5" 3 
прости. А како сваки од бројева Еи 2 множећи сам себе 

производи Н и К, а множећи Ни К производи А, 2, то су 
Ник, паи ли 2, узајамно прости. Но поштосуа, В,ЛГ, А 
најмањи од бројева који су у истој размери са њима, аи 
А, М, Х, 2 исто тако најмањи од бројева који су у истој 
размери са њима, и количина бројева А, В,Г, 2 је једнака 
количина бројева 2, М, ХМ, 2, то је сваки од бројева А, В, 
Г, А једнак одговарајућем броју од А, М, Х, 2. Па према 
томе је А једнако Да Д једнако 2. Но Ли 2 су узајамно прости, 


· па су иА и 4 узајамно прости. А то је требало доказати.“ 


4. 


За произвољан број равмера датих у најмањим броје- 
вима наћи најмање непрекидно пропорционалне бројеве у 
датим размерама. 
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Нека су дате размере изражене најмањим бројевима: 
А према В, Г према А, и Е према 2. Треба наћи најмање 
бројеве у непрекидној пропорцији- у размерама А према В, 
Г према 4, и Е према 2. 

Узмимо да је број Н најмањи заједнички мултиплум 
бројева В и Г. И колико пута В мери Н, нека исто толико 
пута и А мери 60; и колико пута Г мери Н, нека истд толико 
пута и 4 мери К. Тада Е или мери К или не мери. Нека 
прво Е мери број К. И 


а барање. кслико пута Е мери К, 
ар О нека исто толико пута и . 
рај ратне 2, мери број А. И пошто 
а ЧЕ они А мери 0 исто толико 
= 9 пута колико В мери нН, 

Де зрак. к биће А према В као 6! 
О А -=-- према Н. Из-истих раз- 


лога је и Г према. 4, 
као Н према К, а и Е према 2 као К према Л. Према томе 
су бројеви 6, Н, К, А непрекидно пропорционални и у размери 
као А према В, као Г према А, и као Е према-7. Тврдим 
да су онии најмањи. Заиста, ако су бројеви 0, Н,К,/л 
непрекидно пропорционални и у размерама А. према В, Г 
према А и Е према 7, али не и најмањи, нека то онда буду 
бројеви КМ, #, М, О. Пошто је А према В као Х према =, а 
А и В су најмањи, и најмањи мере исти број пута бројеве 
који су у истој размери са њима, већи број мери већи, а 
мањи мери мањи, тј. претходни мери претходни, а наредни — 
наредни, то В мери 2. Из истих разлога иГ мери =. Према 
томе В игГ мере 2, значи и најмањи мултиплум бројева Б игГ 
мери 2. Међутим најмањи мултиплум бројева В и Г је Н; значи 
и Н мери =, већи број мери мањи, а то је немогуће. На тај 
начин не постоје неки бројеви мањи од 6, Н, К, 2 који би 
били у размерама А према В, Г према 4 и Е према 2. 

Нека сада Е не мери К. И нека је М најмањи мулти- 
„плум бројева ЕиК. И колико пута К мери М, нека исто 
толико пута сваки од бројева 6, Н мери сваки од бројева 
Х, =; а колико пута Е мери М, нека толико пута и 2, мери О. 
Пошто 6 мери“ ХК исто онолико пута колико Н мери 2, биће 
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8 према Н као Х према 2. А како је 6 према Н као А према 


В, биће А према В као М према =. Из истих разлога и Г је 
према Д као = према М. Сем тога, пошто Е мери М исти 
број пута као што 27, мери О, биће Е према 2. као М према О. 
На овај начин су бројеви У, 2, М, О непрекидно пропор- 
ционални и у размерама: А према В, Г према Д и Е према 7. 
Тврдим да су они | | | 
при томе и најмањи А-——= = Кен 


у размерама А:вВ, В——— А ХИ ШН 


Г:4А, Е:7. Ако нису, |: кана ис.-а 
онда постоје неки рекао БРАН 
непрекидно пропор- – Ми |НЕБНЈУ 
ционални бројеви у ЕР= Бен=-4 
размерама А:В, ГА | МР ас 
2:27, мањи од бро- 994 


јева М, 2, М, 0. Нека То буду бројеви П, Р, 2, Т. И пошто 
је П према Р као А према В, алА и В су најмањи, а најмањи 
мере бројеве који су са њима у истој размери исти број 
пута и то претходни мери претходни и наредни мери наредни, 
онда В мери Р. Из истих разлога и Г мери Р. Према томе 
ВиГ мере Р, значи и најмањи мултиплум бројева В иг 
мери Р. Али најмањи мултиплум бројева В и Г јесте Н, 
значи и Н мери Р. А пошто је Н према Р као К према >, 
то и К мери >. Но и Е мери >, значи Би К мере 2. Међутим 
"тада и најмањи мултиплум бројева Е и К мери У. Али најмањи 
мултиплум бројева Е и К је М, :те према томе и М мери >, 
већи мери мањи, а то је немогуће. Према томе не постоје не- 
прекидно пропорционални бројеви у размерама А према В,Г 
према 4 и Е према 2. који би били мањи од бројева М, 2, М, О. 
На овај начин су бројеви Х, 2, М, О најмањи непрекидно про- 
порционални бројеви који су у размерама А:вВ, Г:А, Е:2. А то 
је требало доказати.“ | 


5. 


Површински бројеви су један према другом у размери 
састављеној од размера страна. 

Нека А и В буду површински бројеви и нека су стране 
А бројеви Г и 4, а стране В бројеви Б и 2. Тврдим да се 
бројеви А, В налазе у размери састављеној од страна. 


Заиста, за дате размере страна Г према Е и Д према 2. 
узмимо најмање непрекидно пропорционалне бројеве Н, 6, К 
са размерама Г:Б и 4:27, тако да 
је Г према Е као Н према Вид 
према 2, као:0 према К. И нека 4 
"помножено са Е даје А. 

Пошто 4 помножено са Г даје 
А, а помножено. са Е даје ЛА, биће Г 
према Е као А према А. Али је Г према 
Е као Н према 6, па. према томе 
је Н према 6 као А према А. Затим, 
пошто Б помножено са А производи 2, а помножено са 2 
производи В, биће А према 2, као ЛА према В. Али је А према 
2 као 0 према К, значи 0 се односи према К као Л према 
В. А доказали смо да је и Н према 6 као А према л. Стога 
према једнакоудаљености и Н се односи према К као А према 
В. Али размера Н према К је састављена од страна. На овај 
начин и размера А према В је састављена од страна, а то 
је требало доказати." 

6. 

Ако у низу произвољног броја непрекидно пропорцио- 
налних бројева први не мери други, онда ни један од осталих 
неће мерити ниједан други. ; 

Нека у низу неколико непрекидно пропорционалних бро- 
јева А, В, Г, А, Е број А не мери В. Тврдим да ниједан од 
њих не мери ниједан други. 

Да бројеви А,В, Г, Д, Е не мере узастопце. „један други, 


то је очевидно, јер А не мери В. Тврдим да ниједан од њих. 


не мери ниједан други. Заиста, 
ако је то могуће, нека А мери 
Г. И колико постоји бројева 
_А, В, Г, толико узмимо нај- 
мањих бројева 7, Н, 6 који су 
у истим размерама као и бро- 
јеви А, В, Г. И пошто су бро- 2 

јеви 2, Н, 0 у истим размерама 12 5 раса 

као и бројеви А, В,Г,лану ВЗ 

истом броју као и бројева А, В, Г, биће, према једнакоудаље- 
ности, А према Г као и 7, према 6. И како је А према В као 2, 


А = 


В (и | 


У а аи питвикеех. 


А ти 


| р 
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према Н, а А не мери В, онда ни 7, не мери Н. Према томе 
7, није ни јединица, јер јединица мери сваки број. | На овај 
начин су бројеви 7 и 60 узајамно прости [то значи 7, не 
мери 60). А како је 7, према ]6 као и А према Г, онда ни А _ 
не мери Г.-На сличан начин се доказује да ниједан од бро- 
јева не мери ниједан други. А то је. требало доказати,“ 


7. 


Ако у низу непрекидно пропорционалних бројева први 
мери крајњи, онда он. мери и други. у 


Нека у низу непрекидно пропорцио- ЗЕН 
налних бројева А, В, Г, А број А мери број ; 
" 1 


А. Тврдим да број А мери и В. 
Заиста, ако А не мери В, ниједан број 
не мери други неки. Међутим број А мери А. 
„и А мери В. А то је требало доказати," 
8. 
Ако су између два броја уметнути: бројеви, који су у 
у непрекидној пропорцији са њима, онда ће се између два · 
друга броја, који су у истој размери са првима, моћи уметнути“ 
исти толики број непрекидно пропорционалних бројева. | 
Нека су између два броја Аи В уметнути бројеви Г 
и А који су у НеПреКИдНОЈ оропорцији са њима, и нека је А 
према В као Е према 7. Твр- 
дим, да ће се исто онолико 


А 


Па према томе“ 


А Е о 


н ГМ 


А Ми 


бројева колико је у непре- 
кидној пропорцији уметнуто: 


о Ди између бројева Аи В, моћи ; 
н — уметнути непрекидно про- 
д-—— порционалних бројева и из- 
К— · међу Е и 7. 

А Заиста, колико је по 


| | количини бројева А,В,Г,4, 
узмимо толико најмањих бројева Н, 6, К, лЛ који. су у 
у истој размери са бројевима А, В, Г, А. Тада су крајњи Н 
и Л узајамно прости. И: пошто су бројеви А,В,Г, ду истој 
а са ОроеВИла Н,0,К,Л, аи количина бројева А,В, 
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Г, А једнака је количини бројева Н, 6, К, А, биће, према 
једнакоудаљености, А према В као Н према 4. Али је А према 
В као Е према 2, те је и Н према А као Е према 7. Но Ни 
А су узајамно прости, а узајамно прости сум најмањи; према 
"томе најмањи бројеви мере исти број пута бројеве, који су 
са њима у истој размери, већи мери већи и мањи мери мањи, 
тј. претходни мери претходни, а наредни — наредни. Према 
томе Н мери Е исти број пута као што и А мери 7. А колик» 
пута Н мери Е толико пута ће и сваки од 6 и К мерити М 


и Х. Значи бројеви Н, 6, К, А мере исти број пута бројеве- 


2, М, К, 2. И према томе су бројеви Н, 6, К, 1 у истој 
размери са бројевима Е, М, Х, 7. Али Н, 6, К, А су у истој 
размери са бројевима А, Г, 4, В, па према томе су и бројеви 
А,Г, 4, Ву истој размери са бројевима Е, М, Х, 7. Али 
бројеви А, Г, 4, В су непрекидно пропорционални, онда су 
и бројеви Е, М, Х, 7 непрекидно пропорционални. Те тако, 
колико је бројева-у непрекидној пропорцији уметнуто између 
бројева А и В, исто толики број непрекидно пропорционалних 
бројева може се уметнути и између Ви. А то је требал» 
доказати. 10 


9. 


Ако су између два узајамно проста броја уметнути са 
њима непрекидно пропорционални бројеви, моћи ће се исти 
А јшљ- 6 д е толики број непрекидно про- 
| порционалних бројева умет- 
нути и између сваког ол тих 
бројева и јединице. 

Нека су А и В два 


| 2 ска у —— узајамно проста броја и нека 
— 2 Моб су између њих уметнути са 
вену = њима непрекидно пропорци- 


онални бројеви Ги 4; и нека 
је Е јединица. Тврдим да ће 
се исти толики број непрекидно пропорционалних бројева, 
колико их је у непрекидној пропорцији уметнуто између 
бројева А и В, моћи уметнути између сваког од бројева 
А ивВ и јединице. 
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Заиста, узмимо два најмања броја 2 и Н, који су у 
истој размери са бројевима А, Г, А В; затим узмимо три нај- 
мања броја 6, К, ЛА и тако даље, за поједан више док њихова 
количине не буде једнака количини бројева А, Г, 4, В. Узмимо 
их и нека то буду бројеви М, Х, =, О. Очевидно да 7 по- 
множено самим собом даје 6, а помножено са 8 производи 
М, и да Н помножено само собом даје А, а помножено са 
А производи О. И пошто су М, ХМ, 2, О најмањи и у истој 
размери као што је и 2, према Н, то суна, Г,4, В најмањи 
од оних бројева који су у истој размери као 7, према Н; а 
пошто је и количина бројева -М, Х,=,0О једнака количини 
бројева А, Г, 4, В, биће и сваки бројод МХ, 2, О једнак 
сваком одговарајућем броју ода, Г,4, В. Према томе је 
"М једнако А, а О једнако В. И пошто 7 помножено само 
собом производи 68, онда 7, мери 6 према броју јединица у 
7. Значи исти број пута јединица Е мери број 2. и број 7, мери 
број 6. Према томе се јединица Е односи према броју 7. као и 
7, према 6. Затим, пошто 7, помножено са 6 производи М, 
број 0 мери М према броју јединица у 7. А и јединица Е 
мери број 7, према броју јединица у њему самом. На овај 
начин исти број пута јединица Е мери број 7 и број 8 мери 
М. Према томе јединица Е стоји према броју 7 као 6 према 
М. А доказано је да је јединица Е према броју 7, као 7 према 
6. Значи да је јединица Е према броју 2, као 2 према 8 и 
као 6 према М. Али М је једнако А, па се стога јединица Е 
односи према 7, као 7 према 6 и као: према А. Из истих 
разлога је и јединица Е према броју Н, као и Н премал и 
као А према В. Дакле, колико је уметнуто непрекидно пропор- 
ционалних бројева између А и В, исто толико непрекидно 
пропорционалних бројева моћи ће се уметнути између сваког 
од бројева А и В и јединице. А то је требало доказати.:! 


10. 


Ако су између сваког од два броја и јединице умет- 
нути непрекидно пропорционални бројеви, онда, колико буде 
непрекидно пропорционалних бројева уметнуто између сваког 
од њих и јединице, исто толико ће се моћи уметнути 
непрекидно пропорционалних бројева и између самих тих 
бројева. 


Еуклидови елементи 2 


Нека су између сваког од бројева АивВи јединице 

Г уметнути непрекидно пропорционални бројеви 4, Е и 2, 
Н. Тврдим, да колико је између сва- 

ПР у КОРНОД бројева А, В и јединице Г 
Ви уметнуто непрекидно пропорционалних 


А ———= бројева, исто толико ће се моћи умет- 
Ен 
5 ад нути непрекидно пропорционалних бро- 


јева и између самих бројева-А и В. 

Заиста, нека ДА помножено са 2. 
производи 6, а Ди 2, помножено са 
6, производи К односно А. . 

Пошто се јединица Г односи према броју А као 4 
према Е, то значи да јединица Г исто толико пута мери број 
А колико број Д мери Е. Али јединица Г мери број 4 према 


броју јединица у 4, па стога Д помножено само собом про- 


изводи Е. Даље, пошто се јединица Г односи према броју 
4, као Е према А, значи да јединица Г исто толико пута 
мери број А колико број Е мери А. Али јединица Г мери 
број А према броју јединица у 4, значи и Е мери А према 
броју јединица у 4; према томе Д помножено са Е производи 
А. Из истих разлога и 2 помножено самом собом даје Н, 
а помножено са Н производи В. Како опет ДА помножено 
само собом даје Е, а помножено са 2. производи ]6, биће 
А према. 2 као Е према 6]. Из истих разлога ће битин ад 
према 2 као 6 према Н. И према томе је Е према 6 као 6] 
према Н. Даље, пошто Д помножено са Еи 0 производи А 
односно К, биће Е према 6 као А према К. Али је Е према 
6 као ДА према 2. И према томе је Д према 2, као А према 
К. Заиста, пошто свако од 4 и 2 помножено са 6 произ- 
води К, односно А, биће ДА према 2, као К према 1. Али је 
А према 2. као А према К, што значи да је А према К као 
К према А. Осим тога, пошто 2. помножено сваким од 6 
и Н производи А односно В, биће 6 према Н као А према 
В. А како је 0 према Н, као А према 2, биће 4 према 2. 
као 4 према В. А доказано је да је и Д према 2, као А према 
К и као К према А. И услед тога је А према К као К према 
А и као А према В. На овај начин су бројеви А, К, 2, В 
непрекидно пропорционални. И'онолико колико је између 
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сваког од бројева А, В и јединице Г уметнуто непрекидно 
пропорционалних бројева, исто толико је уметнуто непре- 
кидно пропорционалних бројева и између самих бројева А и 
В. А то је требало доказати.“ 

п. 

За два квадратна броја постоји један средње про- 
порционалан број и размера квадратног броја према ква- 
дратном је двапут виша од размере стране према страни. 

Нека су А и В два квадратна броја и страна А је Г, а 
страна В је ДА. Тврдим, да за бројеве А и В постоји један 
средње пропорционалан број и да је 
размера А према В двапут виша од 
размере Г према 4. 

Нека Г, помножено са 4, про- 
ивводи Е. Пошто је А квадрат, а Г је 
његова страна, Г помножено само 
собом даје А. Из истих разлога Д помножено само собом 
даје В. Пошто сад Г помножено сваким од бројева 
Ги 4 даје А односно Б, биће Г према Д као А према Е. 
Из истих разлога је и Г према Д као Е према В. И према 
томе је А према Е као Е према В. На овај начин за два 
броја А и В постоји средње пропорционалан број. 

И тврдим да је размера А према В двапут виша од 
размере Г према 4. Заиста, пошто су три брод А, Е,В 
непрекидно пропорционални, биће размера А према В двапут 
виша од размере А према Е. А како се А односи према Е као Г 
према 4, биће размера А према В двапут виша од размере 
стране Г према страни А. А то је требало доказати3 _ 


12. 


За два кубна броја постоје два средње пропорционална 
броја и размера куба према кубу је трипут виша од размере 
Е стране према страни. 

Нека су А и В два кубна 
т ——— вд —————— броја и страна А је Г, а 
А К Н страна В је А. Тврдим да 

ренина о она за А и В постоје два средње 
пропорционална броја и размера А према В је трипут виша 

од размере Г према 4. 


А 


— Г —— а 
а КЕ 


2% 


у 
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Заиста, нека Г помножено само са собом даје Е, по- 
множенд са 4 даје 2, а Д помножено само собом даје Н, и 2, 
помножено сваким од Ги 4, производи ди К. 

Пошто је А куб, чија је страна Г, и Г помножено само 
собом даје Е, онда Г помножено само собом даје Е,а по- 
множено са Е даје А. Из истих разлога Д помножено само 
собом даје Н, а помножено са Н даје В. И пошто Г по- 
множено сваким од Гил даје Е, односно 2, биће Г према 
А као Е према 7.. Из истих разлога је и Г према Д као 2 
према Н. Затим, пошто Г помножено сваким од Е и 2 даје 
А, односно 0, биће Е према 2, као А према 6]. А како је Е 
према 2. као Г према Д, биће Г према Д и као А према 6]. 
Даље, пошто свако од Г, 4, помножено са 2, производи 0 
односно К, биће Г према Д као 0 према К. Затим, пошто А 
помножено сваким од.2, Н производи К односно В, биће 
2. према Н као К према В. А 2 је према Н и као Г према 
4. На овај начин, пошто је Г према Д као А према 6 и као 
6 према К и као К према В, то значи да за два броја А и 
В постоје два средње пропорционална броја ди К. 

Тврдим још и да је размера А према В трипут виша 
од размере Г према 4, Заиста, пошто су А, 6, К, В четири 
непрекидно пропорционална броја, биће размера А према В 
трипут виша од размере А према 6. А како је А према 0 
као Г према 4, то је и размера А према В трипут виша од 
размере Г према А. А то је требало доказати.:“ 

13. Е 

Ако постоји произвољан број непрекидно пропорци- 

оналних бројева и сваки такав број помножен самим собом 


А —— НИ 
о Ки 
у И НИНА 
Пана а ара азил слања 
о Д (аранкасаее : же-ванаа-=<: 
= У 


_ производи нешто (неки број), онда су и добивени бројеви 
(квадрати) непрекидно пропорционални. И ако полазни бро- 
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јеви, помножени добивеним, производе нешто (неке бројеве), 
онда су и тако добивени бројеви (кубови) пропорционални 
(то се исто продужује и даљеј. 

Нека су А, В, Г неки произвољни непрекидно пропор- 
ционални. бројеви, то значи да је А према В као В према Г, 
и нека се од А, В,Г помножених самим собом добивају 
бројеви Д, Е, 7, а од помножених са 4, Е, 2, добивају бро- 
јеви Н, 6, К. Тврдим, да су бројеви А, Е, 2. и бројеви Н, 
6, К непрекидно пропорционални. 

Заиста, нека А помножено са В производи А, а свако 
од А и В помножено са Д производи М односно М. Затим 


и 


В помножено са Г производи #, а свако од ВиГ помно- 
жено са = производи О односно П. 

Слично горе наведеном доказује се да су бројеви Д, 
А, Би Н,М, Х, 6 непрекидно пропорционални са размером 
А према В и дасујоши бројеви Е, 2, 2. и 60 О ЉК 
непрекидно пропорционални са размером В према Г.И даље, 
да је А према В као В према Г, те према томе су и бројеви 
А, А, Е у истој размери као и бројеви Е, 2, 7 и још као и 
бројеви Н, М, М, 6 према бројевима 6, О, П,АК. И количина 
бројева 4, А Е једнака је количини бројева Е, 5,2, аи 
количина бројева Н, М, М, 6 једнака количини бројева 6, О, 
П, К, те је тада, према једнакоудаљености, Д према Е, као 
Е према 72, и Н је према 0 као 8 према К. А то је требало 
докавати.15 


14. 


~ Ако квадрат мери квадрат, онда и страна мери страну; 
и ако страна мери страну, онда и квадрат мери квадрат. 

Нека су А и В квадратни бројеви, а Ги Д су њихове 
стране и нека А мери В. Тврдим да и Г мери А. 

Заиста, нека Г помножено са 4 про- 
изводи Е, тада су А, Е, В непрекидно 
пропорционални са размером Г према 4. 
Пошто су А; Е, В непрекидно пропорци- 
онални, и А мери В, онда и А“ мери Е, 
а како је А према Е као Г према 4, онда и Г мери А. 

Затим, нека Г мери А. Тврдим да и А мери В. 


А => 
Ви 
Дим ДР У на | 
| 
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Заиста, на основу истих расуђивања на сличан начин 
се доказује дасуа, Е, В непрекидно пропорционални у раз- 
мери Г према 4. И пошто је Г према А као А према Е,аг 
мери 4, онда и А мери Е. МеђутимаА, Е, В су непрекидно 
пропорционални, а то значи и А мери В. 

На овај начин, ако квадрат мери квадрат, онда и страна 
мери страну; и ако страна мери страну, онда и квадрат 
мери квадрат. А то је требало доказати. 


15. 


Ако кубни број мери кубни број, онда и ивица мери 
ивицу; и ако ивица мери ивицу, онда и куб мери куб. 

Неки кубни број А мери кубни број В, и ивица броја 
А је Г, и броја В је ДА. Тврдим да Г мери А. 
| Заиста, нека Г помножено само 
собом даје Е, а 4 помножено само 
собом даје Н, и још Г помножено са 
НД даје 2, а свако одГ и 4 помно- 
жено са 2. даје О односно К. Јасно 
је да суЕ, 2, НиА, а, К, В непре- 
кидно пропорционалки са размером Г 
према 4. И пошто суд, а, К,В не- 
· прекидно пропорционални, а А мери В, онда-А мерин ад. А 
како је А према 8 као Г према А, онда и Г мери 4. 

Нека сад Г мери А. Тврдим да и А мери В. 


Заиста, на основу истих расуђивања на сличан начин 
се доказује да су А, 8, К, В непрекидно пропорционални 
са размером Г према 4. И пошто Г мери А, а Г је према А 
као А према 4, онда и А мери д. На овај начин А мери и 
В. А то је требало доказати.!' 


16. 


Ако квадратни број не мери квадратни број, онда ни 
страна: не мери страну; и ако страна не мери страну, онда 
ни квадрат не мери квадрат. 
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Нека су А и В квадратни бројеви, а Г ид су њихове 
стране и нека А не мери В. Тврдим да ни Г не мери А. 

Заиста, ако Г мери 4, онда и А мери В. 
Али А не мери В, значи и Г не мери А. 

Затим, нека Г не мери А. Тврдим да ни 
А не мери В. | 

Заиста, ако А мери В, онда иГ мери А. 
Али Г не мери 4, значи ни А не мери В. А то је требало 
доказати.:“ 


А —— 
Т————— 


4 


17. 


Ако кубни број не мери кубни број, онда ни ивица не 
мери ивицу; и ако ивица не мери ивицу, онда ни куб не 
мери куб. 

Нека -кубни број А не мери кубни 


ка ЈА 5 број В и ивица А је Г, а ивица В је 4. 

Б—————__ __ Тврдим да ни Г не мери 4. 

––Г Заиста, ако Г мери '4, онда и А 

дана ·. мери В. Али А не мери -В, значи ниГ 
не мери А. 


Затим, нека Г не мери 4. Тврдим да ни А не мери В. 


Заиста, ако А мери В, онда и Г мери А. Али Г не. 
мери А, значи ни А не мери В. А то је требало доказати. 


18. 


За два слична површинска броја постоји средње пропор- 
ционалан број; и размера површинског броја према сличном 
површинском броју је двапут виша од размере хомологних 
страна. ми 
Нека су А и В два слична површинска броја и нека 
су бројеви Ги 4 стране броја А, а Е и 2. броја В. И 
пошто слични повр- 


шински бројеви. имају ки детаље НИИ 
сличне стране, биће Г В' и 
"—_ –———— 
према 4 као Е према 2. Н 6 Е 
| 


· Сад тврдим, да за бро- | 
јеве А и В постоји средње пропорционалан број и да је 
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размера А према В двапут виша од размере Г према Е или ол раз- 
мере А према 7, тј. хомологне стране према хомологној (страни). 

Пошто је Г према А као Е према 2, биће, после пер- 
мутовања, Г према Е као 4 према 2. И пошто су Гид 
стране површинског броја А, онда А помножено са Г даје А. 
Из истих разлога и Е помножено. са 2, даје В. Нека сад 4 
помножено са Е производи Н. И пошто А помножено саГ 
производи А, а помножено са Е производи Н, биће Г према 
Е као А према Н. Али како је Г према Е као Д према 7, 
биће и ДА према 2, као А према Н. Затим, пошто Е помно- 
жене са А производи Н, а помножено са 27 производи В, 
биће А према 2 као Н према В. А доказано је да је Д према 7, као 
А према Н. И према томе је А према Н као Н према В. Значи, 
бројеви А, Н, В су непрекидно пропорционални. На овај начин 
за бројеве А и В постоји средње „пропорционални број. 

Тврдим, да је размера А према В двапут виша од раз- 
мере хомологне стране према хомологној страни, тј. од раз- 
мере Г према Е или размере Д према 7. Заиста, пошто су 
А, Н, В непрекидно пропорционални, размера А према В 
двапут је виша од размере А према Н. И А је према Н као 
Г према Е, и као 4 према 2. На овај начин је размера А 
према В двапут виша од размере Г према Е или размере А 
према 2. А то је требало доказати." 


19. 


За два слична запреминска броја постоје два средње 
пропорционална броја; и размера запреминског броја према 
сличном _ запремин- 


Масе а а ском је трипут виша 
ЈА раса теосжини. = од размера .хомо- 
атак се Уа логне ивице према 
А ин, хомологној ивици. 

асенсасан | сљавеачарилка: Нека суА иВ два 
трн __ запреминска броја и 
и олоиаа какаа _ ивице брода: Г,4, 
а арвениа. . Е, а ивице броја 


· В—%Н,6.И пошто 
слични запремински бројеви имају сличне ивице, биће Г према 
А као 7, према Н, и А према Е као Н према 6. Тврдим, да 
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за бројеве А и В постоје два средња пропорционална броја 
и да је размера А према В трипут виша од размере Г 
према 7, и 2, према Н и Б према 8. 

Заиста, нека Г помножено са 4 производи К,а7 помно- 
жено са Н производи А. Пошто су Ги 4 у истој размери 
са 7 и Н, иодг и А образовано К, а од 1 и Н образовано 
А, то'су К и ЛА слични површински бројеви, па према томе 
за К и Л постоји један средње пропорционалан број. Нека 
то буде, број М. И нека је М производ 4 и 7, како је то 
доказано у претходној теореми. И пошто А помножено са 
Г производи К, а помножено са 7, производи М, биће Г 
према 7, као К према М. Али К је према М као М према Л. 
Према томе су бројеви К, М, А непрекидно пропорционални 
у размери Г према 27. И пошто је Г према Д као 7, према Н, 
биће после пермутовања, Г према 2, као Д према Н. Из истих 
разлога је и 4 према Н као Е према 6. На тај начин су бро- 
јеви К, М, А непрекидно пропорционални у размери Г према 
7, и 4 према Н и још Е према 0]. Па нека свако од Е. | 
помножено са М производи КМ, односно =. А пошто је А 
запремински број са ивицама Г, 4, Е, то Е помножено про- 
изводом Г и ДА производи А. Али је производ Г и д једнак 
К, значи Е помножено са К производи А. Из истих разлога 
и 6 помножено са А производи В. И пошто Е помножено 
са К производи А, а помножено са М производи ХМ, биће К 
према М као А прома Х. А како је К према М каоГ према 
7, и као ДА према Н и још као Б према 6, биће и Г према 27, 
и А према Н и Б према 0 као А према ХК. Затим, пошто 
свако од Е и, 6 помножено са М производи М, односно 2, 
биће Е према "0 као Х према 2. Али је Е према 6 као Г према 
7, и као д према -Н. И према томе је и Г према 7 и Д према 
Н и Е према 68 као А према Х и као М према 2. Затим, пошто 
8 помножено са М производи #, али и помножено са лЛ 
производи В, биће М према А као 2 према В. Али М је према 
А као Г према 7, и као Д према Н и као Е према 6. И према 
томе као што се односи Г према 2, и 4 према Н и Е према 
0, односи се не само 2 према В, већ и А према М и М према 
8. На овај начин су бројеви А, Х, 2, В непрекидно пропор- 
ционални у размери наведених ивица. 
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Тврдим да је и размера А према В трипут виша од 
размере хомологне ивице према хомологној ивици, тј. од 
размере броја Г према броју 2. или ДА према Н или још Е 
према О. Заиста, пошто су бројеви А, М, 2, В четири не- 
прекидно пропорционална броја, биће размера А према В 
трипут виша од размере А према М. Али, како је доказано, 
А се односи према М као Г према 2, и као 4 према Н и још 
као Е према 8. И на овај начин, размера А према В је три-– 
пут -виша од размере хомологних ивица, тј. од размере броја 
Г према броју 2. и А према Н и још Е према 8. А то је 
требало доказати.2 | 


20. · 


Ако за два броја постоји средње пропорционалан број, 
они су слични површински бројеви. 

Нека за два броја А и В постоји средње пропорцио-- 
нални број Г. Тврдим, да су А и В слични површински 
бројеви. | 

Заиста, узмимо најмање бројеве 4 и Е који су у истој 
размери са бројевима А иГ. Тада Д мери А исто онолико: 

пута колико и Е мери Г. Нека 4 
А 4—— _ онолико пута мери А, колико је је- 
Ви диница у 2; значи 2. помножено са 
д производи А. На овај начин је 
А површински број, а његове стране 
су А и 2. Затим, пошто су Ди Е. 
најмањи од оних који су у истој 
размери са Г и В, онда колико пута Д мери Г, толико пута 
и Е мери В. И колико пута - мери В, нека је толико једи- 
ница у Н. Према томе Е мери В према броју јединица у Н 
и Н помножено са Е производи В. На овај начин је В по- 
вршински број, а његове стране су Е и Н. Према томе су 
А и В површински бројеви. Тврдим да су они и слични. За- 
иста, пошто 2. помножено са Д производи А, а помножено: 
са Е производи Г, биће Д према Е као А према Г, тј. и као 
Г према В. Затим, пошто Е помножено сваким од 2 ин 
производи Г односно В, биће 2. према. Н као Г према В; али 
_Г је према В као А према Е и према томе је Д према Е као: 


| 
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7. према Н, А, после пермутације, д је према 2. као Е према 

Н. На овај начин су А и В слични површински бројеви и 

њихове стране су пропорционалне. А то је требало доказати.7! 
21 

Ако за два броја постоје два средње пропорционална 
броја, они су слични запремински. бројеви. 

Нека за пва броја А и В постоје два средње пропор- 
ционална броја Г и 4. Тврдим да су Аи В слични запре- 
„мински бројеви. 

Заиста, узмимо три најмања бреја Е,2, Н, који су 
у истој размери са бројевима А, Г, А. ада су крајњи Е и 
Н узајамно прости. Пошто 
за бројеве Е и Н постоји је- 
дан средње пропорционалан 


број 2, биће Е и Н слични : | суда 
површински бројеви. Нека М ка 
суд икК стране броја Е, 5 А 
а А и М стране Н. Тада је . М 


јасно да су бројеви Е, 2, Н 
непрекидно пропорционални са размером 0 премал и К 
према М. И пошто су бројеви Е,:2, Н најмањи од оних 
који имају са бројевима А, Г, 4 исте размере, и у истој су 
количини бројеви Е, 2, Н са бројевима А, Г, Д, биће према 
једнакоудаљености Е према Н као А према 4. Бројеви Ем 
Н су узајамно прости, прости и најмањи, а најмањи мере 
бројеве који су са њима у истој размери исти број пута и 
то већи мере веће и мањи мере мање, тј. претходни — 
претходне и наредни — наредне. Према томе Е мери А исти 
број пута као што и Н' мери ДА. Нека у ХМ буде онолико 
јединица колико пута Е мери А. Тада ХМ помножено са Е 
производи А. Али Е је производ од 6 и К. Према томе Х 
помножено производом 6 и К даје А. На овај начин број 
А је запремински број, а њећове ивице су 0, К, Х. Затим, 
пошто су Е, 2, Н најмањи од бројева који су у размери 
"бројева Г, А, В, онда Е мери исти онолики број пута бројгГ као 
што Н мери В. Нека у 2 буде онолико јединица колико пута Е 
мери Г. Према томе Н. мери В према броју јединица у = и 


= 


на овај начин = помножено са Н производи В. Али Н је 
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производ од А и М, па према томе 5 помножено са про- 
изводом Аи М даје 8. На овај начин и В је запремински број, 
а ивице су му А, М, 2. Тако су А и В запремински бројеви. 

Тврдим да су они и слични. Заиста, пошто бројеви М 
и 2 помножени са Е производе А односно Г, биће М према 2 као 
А према Г, тј. као Е према 7.. Али Е према 2 је као 6 према А икаоК 
према М. И према томе је 0 према А као К према М и као КМ према 
Е. А како су 6, К, М ивице броја А, а 2, А, М ивице броја В, онда 


су Аи В слични запремински бројеви. А то је требало доказати.2= 


22. 
Ако су три броја непрекидно пропорционална и први 
је квадрат, онда је и трећи квадрат. 
Нека су три броја А, В, Г непрекидно пропорционална 
и први А је квадрат. Тврдим да је и трећи 
Г квадрат. ! | 

Заиста, пошто је за бројеве АигГ 
број В средње пропорционални број, онда су 
А и Г слични површински бројеви, Али А је квадрат, онда 
је квадрат и број Г. А то је требало доказати. 

23. 

Ако су четири броја непрекидно пропорционална и први 
је куб, онда је, и четврти куб. 

Нека су четири броја А, В, Г, Д непре- „___.А 

кидно пропорционална, и А је куб. Тврдим в 
да је и четврти Д куб. реза 

Заиста, пошто за бројеве А и А постоје ,_____ 4 

два непрекидно пропорционална броја ВигГ 
биће А и А слични запремински бројеви. Али А је куб, 
онда је 10. и број А, А то је требало доказати. 
24; 
Ако су два броја један према другом у размери квад- 
ратног броја према квадратном и први број је квадрат, онда 
је и лруги: квадрат. 

Нека су два броја А и В један према 
другом у размери квадратног. броја Г 
према квадратном броју А и број А је 

· _, квадрат. Тврдим да је и В квадрат. 
Заиста, пошто су Г и 4 квадрати, онда су Г и 4 слични 
површински бројеви. Према томе за бројеве Г и 4 постоји 


А 
и В 
| Г 
| А 
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средње пропорционалан број. И број Г је према 4 као А 
према В. Према томе и за бројеве А и В постоји средње 
пропорционалан број А пошто је А квадрат, то јеи В 
квадрат. А то је требало доказати. 


25.. 


Ако су два броја један према другом у размери кубног 
_ броја према кубном и први број је куб, онда је и други куб. 
Нека су два броја А и В један према другом у размери 
кубног брдја Г према кубном броју А и број А је куб. 
Тврдим да је и В куб. 
| Заиста, пошто су Г и 4 кубови, Г и А су слични 
запремински бројеви.Према томе за Ги 4Д постоје два средње 
пропорционална броја. Али 


А Бон 
онолико колико средње про- В 7, 
. Ро 
порционалних бројева по- И –и 


стоји између Г и А, исто 
толико постоји и између 
бројева који су у истој размери са њима. На тај начин и 
за бројеве А и В постоје два средње пропорционална броја. 
Нека су: уметнути бројеви Е и 7. Сад пошто су четири 
броја А, Е, 7, В непрекидно пропорционални и А је куб, 
онда је и В куб. А то је требало доказати. 
26; 


Слични површински бројеви су један према другом у 
размери квадратног броја према квадратном. 

Нека су Аи В слични површински бројеви. Тврдим 
да је размера А према В као размера квадратног броја према: 
квадратном броју. 

Заиста, пошто су А и В слични површински бројеви, 
онда за бројеве Аи В постоји један средње пропорци-~ 
оналан. број. Нека он постоји 
и нека то буде број Г. Узмимо 
најмање бројеве 4, Е, 7, који 
су у истој размери са бро- 
јевима А, Г, В. Тада су крајњи бројеви Д и:7 квадрати. 
А пошто је А према 7, ко А према В, а а! и 2 су квадрати, 


А вв 
д— Ен о ————— 7, 
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биће и размера А према В размера квадратног броја према 
квадратном броју. А то је требало доказати. 
27. 


Слични запремински бројеви су један према другом у 
размери кубног броја према кубном броју. 


Нека су А и В слични запремински бројеви. Тврдим. 


да је размера А према В као кубног броја према кубном. 
Заиста, пошто су А и В слични запремински бројеви, 
за А и В постоје два средње пропорционална броја. Нека 


А постоје и нека то 
Г буду бројеви Г и 4. 


В а Узмимо најмање бро- 


Бен 2 Н в јеве Е, 7, Н, 0 који 


су у истој размери и у истој количини са бројевима А, Г, 
4, В. Пошто су крајњи од њих Еибд кубови.и пошто је 


4 према 6 као А према В, биће и размера А према В као 


кубног броја према кубном броју. А то је требало доказати 


КОМЕНТАР 


! Бројеви ај, а,,..., а, су непрекидно пропорционални 
или у непрекидној пропорцији, ако су испуњени услови 


а,:8,=4,:0, =,.. =0,—1: ду. 


Ако однос наредног броја према претходном означимо 

са да видимо да је 
а, „,:а =дФ 

где је д иста величина за све бројеве, и према томе тај низ _ 
образује геометриску прогресију. Проучавајући непрекидне 
пропорције, Еуклид ипак не проучава посебно чланове ТИХ. 
пропорција као чланове геометриске прогресије. Навешћемо 
примере за непрекидне прогресије, које задовољавају услов 
да гу крајњи бројеви узајамно прости: 


27 18 12 


18. 128' 
1296 ОВО _ 900 _ 750, 
1080" „900 750 – 625" 


бројеви 27 и 8, па 1296 и 625 су узајамно прости. Примењена 
на дате примере, ова Еуклидова теорема тврди да не по-. 
стоје четири, односно пет бројева мањих од 27, 18, 12, 8, 
односно мањих од 1296, 1080, 900, 750, 625 који би имали 
исту размеру са њима; тј. не постоји број који би делио 
све бројеве првог односно другог низа 'без остатка. 

За доказ теореме примењен је метод гедисно ад ађ- 
зитдит, дакле индиректан начин. Ако три броја а, 5, с који 
задовољавају Услов 


а:б = 6: С, 
где су а ис иаајавна прости бројеви, нису најмањи, онда 
постоје мањи бројеви а', ф', с' са условом 

а' . ђ' = ђ' • с' 


Еуклидови елементи | ЕЈ 
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при чему нови бројеви треба да буду пропорционални првима, тј. 
САРУ | 
а! Ф с! 


Ако су сад у пропорцији 


бројеви а и с узајамно прости, они су по теореми 21, УП и 
најмањи. А као најмањи мере бројеве а' и с'. Како су по 
претпоставци а' и с' мањи, а а и с су већи од њих, излази 
да већи бројеви мере мање, а то је немогуће. Тиме је тео- 
рема доказана. 


" За решење Еуклидова задатка постављена у овом 
ставу можемо овако поступити.. ; 


Пођимо од идентитета 


Ш 


је: 
в 


и претворимо га у тражену пропорцију. Ради тога леви раз- 


ломак проширимо множиоцем А, а десни множиоцем В; 


добићемо 


'Ако ставимо Аз=Г, АВ=4А, Ва=ВБ, имамо три бројаг, 4, Е 
који образују три непрекидно. пропорционална броја. Како 
су Ги Е узајамно прости, бројеви Г, 4, Е су према. претходној 
теореми и најмањи, _а'при томе су и у датој размери А:В. 


За четири броја можемо искористити два идентитета 


и проширити одговарајуће разломке са А:, АВ, вз; добићемо 
непрекидне пропорције : 
А“ __АЗВ__ АВ:" 


АВ _АВа ВЗ 
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или 


ако ставимо 
7 – А, Н = А2В, 6 = АВ;, К = В:. 
Лако је показати да су у случају, кад су бројеви А и: 
В узајамно прости, бројеви 2, Н, 0, К најмањи, а размера 
између њих је увек А:В. 


3 Из претходног излагања непосредно следује да су за 
три броја крајњи бројеви квадрати, а за четири — кубови. 


% Ова теорема је супротна првој теореми ове књиге. 
Еуклид проучава низ непрекидно пропорционалних бројева и 
анализира ове две особине тог низа: 

1. Крајњи бројеви низа су узајамно прости. 

2. Бројеви су најмањи. 

У првој теореми је показано да из прве особине сле- 
дује друга особина, а у овој теореми се показује да из' 
друге особине следује прва особина. 


5 Да читалац не би био у недоумици треба што пре да 
наведемо ову примедбу. На овом месту Еуклидов израз: 
ФЕђе фуфлоусу треба разумети у друкчијем, мало општијем 
смислу,. него што је то било употребљено раније. Овде се 
за четири броја а,рб, с, 4 говори да су они непрекидно: 
пропорционални, ако су од њих састављене размере 

а р с | 

.' с а 
но да те размере могу да и не буду једнаке, а да имају, 
како се тражњ у Еуклидовом задатку, вредности датих. 
размера. | 

6 Показаћемо скраћеним алгебарским путем Еуклидов 
поступак. Нека су дате три размере 

| да фљ ф 
| | а, , ГИ 6; 5 

Треба од њих начинити три нове размере истих вред-- · 

ности, али са непрекидно пропорционалним члановима. 
+ 
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Нађимо најмањи заједнички мултиплум бројева 6, и а,. 
Нека то буде бројвВ и нека је В =7,6, =п,а,. Тада се доби- 
вају две размере са непрекидно пропорционалним члановима 


А В 


> Е" 


тде је А=та, и С=1,6,. 


1. Ако је С дељиво са а, и С = Ка, имамо размере са 
«непрекидно пропорционалним члановима 


' 


тде је В=66,. 


2. Ако С није дељиво са а;, нађимо њихов најмањи 
„заједнички мултиплум. Нека то буде С, и С,=ра,=4С. Са- 
„ставимо размере 


44 84 42 
Ва | Са. бр 
Ако ставимо Ад=А,, Ва=86,, бар=1),, добићемо размере 
А ВС 
в'С' 0, 


које одговарају постављеним условима. 
7 Алгебарски садржај ове теореме је у једнакости 
да, а; а, 
СС 


_ где су аја,=а, б,ба==ђ два површинска броја. Пошто у Еу- 
клидовој математици размери није одговарао разломак, опе- 
фације са размерама, како смо то видели и раније, биле су 
много компликованије од данашњих. 
Интересантно је приметити да речи соухееусс Хбу 06 (са-_ 
стављена размера) етимолошки више одговарају сабирању, 
а не множењу. О томе смо већ говорили тумачећи била 
и тртафаос ХФурос не као двојну и тројну размеру, већ као 
квадрат и куб размере. Неки коментатори (напр. И. Весе- 
ловски у коментару превода Д. Мордухан-Болтовског) уво- 
ђење сабирања место множења објашњавају утицајем музике; · 


Џ 
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У музици се каже да се интервал октаве (2: 1) добива са- 
бирањем интервала кварте (4: 3) и квинте (3: 2), | међутим ту 
нема сабирања већ је множење 


2 4.3 


8 За тумачење .ове теореме навешћемо два примера. 
Као први пример узмимо низ из наше прве примедбе 


8, 12, 18, 27, 
а други нека буде низ 
2,6, 18, 54. 


То су два низа непрекидно пропорционалних бројева. 
У првом низу први број не мери други, јер 12%: 8, где је К 
цео број и тада никакав други број низа, напр. 12, не мери 
било који други број низа, у датом случају 12 и 18 
или 18 и 27. У другом низу први број 2 мери други број 6, 
јер је 6=<К-2 за Е= 43. Тада и сваки мањи број нива мери 
већи: 18 = 3,6, 54—9.6-=3.18. 

Кратак Еуклидов доказ лако се да транскрибовати ал- 
гебарским језиком. · | | 

Упоредо са овом теоремом може се поставити и ова. 
теорема: Ако први број у низу непрекидно пропорционалних 
бројева мери други број, онда и сваки број тог низа мери 
· сваки други број тог низа већи од њега (Упореди теорему 7). 

Обе теореме стоје у вези са низом бројева у облику 
геометриске прогресије. Ако је количник геометриске про- 
гресије равломак, имамо случај прве теореме, а ако је тај 
количник цео број, важи друга теорема. | 

» Ова теорема би задржала своју истинитост и у ре- 
дакцији кад крајњи (гоуатос) број заменимо било којим друкгим 
бројем, различитим од зругог. У новој редакцији ова теорема 
би била обрнута теореми, коју смо навели у Ор ТОДНОј 
примедби. 

19 Објаснимо ову теорему на једном бројном примеру. 
На том примеру се види | и суштина Еуклидовог поступка 
докава. 
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Нека је дат низ непрекидних пропорција 


ж = === = зе ——— == —————- 
4) 2160 1800 ·1500 1250 


чи два броја 
3888 и 1875, 
који су пропорционални бројевима 2592 и 1250, јер је. 
0 3888 2592 
1875 1250: 


,„Заменимо бројеве из пропорција (“) најмањим бројевима 
у истој размери; тада ћемо добити низ бројева из. прве 
примедбе | 
1296 1080 900 _— 750 


о па 


1080 900 750 625, 


Пошто је сад 3888 =3 · 1296 и 1875 =3 · 625, множећи 
„све бројеве са 3 имамо низ размера 
3888 3240 2700. 2250 
3240. 2700 2250 1875' 
који решава питање. 


Тај се поступак може изложити у општем облику ал- 
жттебарски, а речима он је изражен код Еуклида. 


= И ову теорему објаснићемо прво на бројном примеру. 

Нека су, као у примеру прве примедбе, између бројева 8 и 

27 уметнути непрекидно пропорционални бројеви, тако да 

имамо низ | 
8, 12, 18, 27. 


"Тада можемо написати и ове низове 
8,4, 2,1, | 
1:89 27. 
Множење одговарајућих бројева тих низова доводи до 
"полазног низа. 


Доказана особина непрекидно пропорционалних бројева 
„непосредно следује из ове претставе чланова геометриске 
| б 
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прогресије, рецимо за четири члана 


т ту ту 
а, — а, || а, || а=ђ, 
п п л 


де се: а дели са п', ако желимо да имамо низ целих бројева. 
Према томе место претходног низа можемо написати овај 


п5, тп“, теп, та, 
___Ако ставимо т= 1, имамо низ л"=а, пг, п, 1, а ва п=1 
имамо други низ 1, т, т“, т“=6ђ, 


12 Пре свега приметимо да је у почетку доказа у грчком 
тексту наведено, као и у нашем преводу, да су, рецимо, 
између броја А и јединице Г уметнути бројеви 4 и Е. Према 
томе одатле следује овај поредак непрекидно пропорцио- 
»налних бројева 

АРАТ 


Међутим из»даљег текста доказа следује да поредак 
мора бити овај 
А Био Г, 
или, још боље, 
о РАБА. 


Чинимо. ову примедбу пошто то није једино место у 
Еуклидову тексту које не одговара нашим данашњим фор- 
мама математичког „излагања. 

Пратити доказ ове теореме, изложен речима, је доста 
тешко. Показаћемо на овом примеру предност алгебарског | 
ивражавања истих Еуклидових расуђивања. 

Дато је (са Г=]): 


У 1 А О Е . У  Н 
() РИМИНИ 
А Е А 2 НВ.. 
„а треба извести: 

| РИК 
Х у вВ 


Ставимо (3) 0—4.2, (40) К=4.0, (5)/=2.60 
Из (1) .. (6) А2 = Е, (7) ДЕ-А, 
Из (2). (8) 22» = Н, (92.Н—8. 
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Из (6) и (8) >. (10) = =. 

из (ји (0) ~ (1) == а 

Из (0) и (1) =. (19) ги Р, 

из (7) и (4) 2. (13) 57 =. 

из (10), (12), (1) и (9) и (6) ~ а = + 
из (5) и (9) ~. (1) 555 

из (и (8) 2 (6) 2.- 5 

из (14), (15), (16) /. пе 


тиме је доказ извршен и према (8), (4) и (5) имамо 
Х =К = 427, У= А = А 23 


А = 4%, В = 22. 


13 У алгебарској форми тај Буклидов доказ изгледа 
овако. 

Дато је: А = [А В = 42, треба доказати: 

(ђ да постоји број Е, који задовољава услов А:Е = Е:В; 
сад се тај број зове геометриска а 


И (1) да је 
= (2) 
В Па ' 


Еуклид непосредно уводи производ Е=Г 4 и затим 
из две пропорције 


изводи пропорцију А:Е-Е:В. 
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Што се тиче другог дела, пре свега се може написати 


А -(+ 
В | 
а како је 
| МИ 
6 Е + 
добива се тражени резултат 
и – (2) | 
В ај | 


14 Алгебарски се ова теорема лако: може извести на 
овај начин. Препишимо ова два идентитета 


ЗИМЕ ДИЊ 
А А А 
у облику 
Г Г:Г.-А газ 


А А 
што са ознакама Г"=А, Д/-=6, оГ= К, д9 = В даје тражене 
резултате: 


СИ 4 ЕШ 


15 Теорема гласи: Ако су А, В, Г непрекидно пропор- 
ционални, онда су непрекидно пропорционални, како бројеви. 
Аз, Вз, ГЗ тако и бројеви Аз, В:, Г%. Ако формулишемо Еу- 
клидов доказ бев његових ознака, видимо да је у доказу 
„наведено четири низа 


Аз, АВ, Вг; 
А“, АЗВ, АВ“, У; 
"Бг, вВГ, Г; 


. Х В' РГ, ВР 15: 
мм показано је да су сви бројеви тих низова у истој размери, 
јер је А:В = В:Г. Тада, бирајући чланове „према једнако- 
удаљености“, непосредно долазимо до пропорција 
Аз: Ва = В>:[2 и Аз: — Вз:Г', 
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које су еквивалентне са Еуклидовим пропорцијама у његовим 
ознакама. | 


- 18 Како Еуклид поставља пропорцију 
А:Е = Е:В, . 


а према теореми 7, ако А мери В (крајњи), онда А мери и Е 
(други), можемо тврдити да је размера А:Е рационална. 
Пошто је А=Г2 и Е=ГА, биће А:Е=Г:4; значи и размера 
Р:4 је рационална и Г мери 4. Није тешко на сличан начин 
докавати н обрнути став, који чини другу половину ове 
теореме. 


1 Доказ ове теореме је потпуно сличан доказу прет- 
ходне теореме. | | 


18 Докази ове и наредне теореме могу послужити као 
узор узастопности и краткоће излагања доказа у случају 
гедисНо · ад абзигдит. Може се тврдити да је такво Вукли- 
дово излагање играло огромну улогу при формирању мате- 
матичког језика код културних народа. 

19 Алгебарски ова теорема се доказује врло једноставно. 

Ако је А =а, а, и В=6-,б, и због сличности | 


ка И 4 
. 5 5; . 
овроширењем првог количника са а, а другог са 5, добићемо 
| па об | 
| 5, а, | 5, 6; 
или 
А:Н=нН:В, | 
где је Н = а,б, = а,6,. За други део теореме закључујемо: 
А · фаа а, аза (а, а) _(аје _([азу: 
венњ њом (оу ој ву 


20 Слично претходној, ова теорема се алгебарски овако 
цокавује. 
Ставимо | 

А = а,4;4;, В = 6,5,6; 
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и пођимо од дате пропорције 
д Фа, 
СИ | 
| Извршимо проширење ових количника редом помоћу“ 
производа а, 4ђ, б, аза, 6,6,, па добивамо размере 
а, а, а, а, ђ, аб 5, 5, 6; 
Рада. ба, Ба 


које са Еуклидовим ознакама доводе до резултата 


За други део теореме имамо 


А о =) | (>) . | -(48) 

Во бубаба У) 16) Абу 16]. 
Интересантно је приметити да у тексту докава ове тео-- | 
реме Еуклид први пут употребљује реч зло Фефртра. 


22 Краће можемо доказ ове теореме овако; извести. 
Дато је џ 


Ако ставимо 


где су ди Е најмањи бројеви у истој размери, онда је, 
прво, А дељиво са 4 иГ са Еи то исти број пута, рецимо, 7. 
Тада је , 
А =24, Ге=гЕ. 
И, друго, при дељивости броја Г са % И броја Вса Е. 
и то исти број пута Н имамо 


В =НЕ, Г=НА. 


|. Према томе, као ·производи, А и В су површински | 
бројеви. . 
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П. Из две вредности за Г имамо 
гЕ=НА, 
одакле долазимо до тражене пропорције: 


22 Садржај теореме можемо овако формулисати: 
Ако постоје две непрекидне пропорције 


А_Г-4 

А 8 
онда су _ 

А=а, 8, 4,, 

В=е, баба, 
и 


Пе Мао бе 
6 6 
Доказ се заснива на доказу претходне теореме и 
сличан му је. ; 


28 Садржај и доказ свих осталих теорема не претставља 
никаквих тешкоћа и не захтева нарочити коментар. 
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ПРЕДГОВОР 


Главни садржај, ове, девете, књиге Еуклидових еле- 
мената је проучавање особина низа бројева одређених по 
правилу геометриске прогресије и примена тих особина на 
разна питања дељивости бројева. Упоређивање Еуклидових 
расуђивања са савременим излагањем тих истих ставова 
показује нарочито убедљиво колико је снажно средство са- 
времени алгебарски апарат у поређењу са геометриско-арит- 
метичким којим се служи Еуклид. У овој књизи се завршава 
теорија рационалних односа између целих бројева. У по- 
следњем ставу Еуклид изводи поступак за одређивање тако- 
званих савршених бројева. | 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Мишковић 
и Т. П. Анђелић, на чему им овде изјављујем захвалност. 


А. Б. 


ТЕКСТ 


ЈЕ 


Ако два слична површинска броја помножена један 
другим производе нешто, добивени број је квадрат. 

Нека су А и В два слична површинска броја и А по- 
множено са В производи Г. Тврдим да је Г квадрат. 

Заиста, нека" А помножено само собом производи 4, 
тада је Д квадрат. Уколико А помножено само собом про- 
изводи Д, а помножено са В 
производи Г, биће А према В као _ 
Д према Г. И пошттосу АиВ 8 
слични површински бројеви може Ба с твитаи лика ваши. 
се уметнути између А и В један А 
средње пропорционалан број. А 
ако су између два броја уметнути бројеви у непрекидној 
пропорцији са њима, онда колико је „уметнуто тих бројева, 
исто толико се може уметнути и између бројева који су у 
истој размери са њима. Према томе се и између Д иГ може 
уметнути један средње пропорционалан број. А како је 4 
квадрат, биће квадрат и број Г. А то је требало доказати. 


У. МИ вата. 


2. 

Ако два броја помножена један другим производе ква- 
драт, они су слични површински бројеви. 

Нека су А и В два броја и А помножено са В, пена 
води квадрат Г. Тврдим да су Ами В слични површински 
бројеви. 

Заиста, нека А помножено само себе 
производи 4, тада је Д квадрат. Уколико А 
помножено само-собом производи 4, а по- 
множено са В производи Г, биће А према 
В као 4 према Г. А како је Д, а такође и Г, квадрат, биће 
А и В слични површински бројеви. Тада се између бројева 
А иГ може уметнути један средње пропорционалан број. 


о 
и В 
МЕ Неле 
24 


10 


А пошто се Д односи према Г као А према В, може се умет- 
нути један средње пропорционалан број и између бројева 
А и В. Ако је сад између два броја уметнут један средње 
пропорционалан број, они су слични површински бројеви. На 
овај начин су А и В слични површински бројеви. А то је 
требало. доказати.“ 


8. 


___Ако кубни број помножен сам собом производи нешто, 
добивени број је куб. 


Нека кубни број А помножен сам собом производи В. 
Тврдим, да је В куб. у 1. а 


Заиста, узмимо ивицу Г куба А и нека Г помножено 
само собом производи ДА. Тада је јасно да Г помножено са 
А производи А. И пошто Г помножено 
— 4 само собом производи Д, Г мери број 
= В – А према броју јединица у Г. Али и једи- 
—Г '——— 2 ница мери број Г према броју јединица 
у Г. Према томе се јединица односи 
према Г као Г према 4. Даље, пошто Г помножено. са 4 про- 
изводи А, Д мери А према броју јединица у Г. Али и једи- 
ница мери РГ према броју јединица у том броју. Према.томе 
јединица се односи према Г као Д према А. Међутим, једи- 
ница се односи према Г као Г према 4. И према томе је је- 
диница према Г као Г према 2 и као Д према А. На овај 
начин су између јединице и А уметнута два средње про- 
порционална броја Ги 4 у непрекидној пропорцији. Затим, 
пошто А помножено само собом производи В, А мери В 
према броју јединица у А. Али и јединица мери А према 
броју јединица у самом себи. Па према: томе се јединица 
односи према А као А према В. Међутим између јединице 
и А уметнута су два средње пропорционална броја, па се, 
значи, могу уметнути и између јединице и В два средње · 
пропорционална броја. А ако су између два броја уметнута 
два средње пропорционална броја и први број је куб, онда 
је и други куб. А како је А куб, биће и В куб. А то је тре- 
бало доказати.“ | 


4, 

Ако кубни број помножен кубним бројем производи 
нешто, добивени број је куб. 

Нека кубни број А помножен кубним бројем В произ- 
води број Г. Тврдим да је Г куб. 

Заиста, нека А помножено само собом производи А. 
Тада је А куб. Пошто А помножено само собом производи 
4, а помножено са В производи Г, биће А 
према В као Д према Г. Али А и В сукуџ ~ 4 | 
бови, значи А и В су слични запремински "== Вог 
бројеви. Према томе се између АиВмсгу _____, 
уметнути два средње пропорционална броја. 

А тада се и између АД иГ могу уметнути два средње про- 
порционална броја. А како је 4 куб, биће и Г куб. А то. је 
требало доказати,“ 


а иј 


• 


5. 
- Ако неки број множи кубни броји производи куб, биће 
-и тај-неки- број куб. 
Нека неки број В множи кубни број А.и пронаводи 
куб Г. Тврдим да је и В куб. 
Заиста, нека А помножено само собом производи 4. 
Тада је и 4 куб. И пошто А помножено само собом про- 
а изводи Д, а помножено са В произ- 
О у води Г, биће А према В као Д према Г. 
; | 5 ЈЕ Пошто су Д и Г кубови, они су слични 
РД запремински бројеви. Значи, између А 
| иГ могу се уметнути два средње про- 
порционална броја. А како је Д према Г као А према В, то се 
и ивмеђу А и В могу уметнути два средње пропорционална 
броја. Али А је куб, па је тада и В куб. А то је требало 
доказати.5 


6. 
Ако број помножен сам собом проивводи куб, биће и 
сам тај број куб. 
"Нека број А помножен сам собом производи кубни 
број В. Тврдим да је и А куб. 


Заиста, нека А множећи В производи Г. Уколико број 
А помножен сам собом производи В , а помножен бројем В про- 
изводи Г, онда је Г куб. И пошто А помножено само собом 
производи В, онда А мери В према броју 
својих јединица. Али и јединица мери А 
према броју јединица у А. Према томе се 
јединица односи према А као А према В. 
И пошто А помножено са В производи Г, онда В мери Г 
према броју јединица у А. Али и јединица мери број А према 
броју јединица у А. Према томе се јединица односи према А 
као В према Г. Али је јединица према А као А према В, те 
је А према В као В према Г. А пошто су В игГ кубови, они 
су слични запремински бројеви. На овај начин су између В 
и Г уметнута два средње пропорционална броја. Али В се 
односи према Г као А према В. Значи, и за А и В постоје 
два средње пропорционална броја. А како је В куб, биће и 


у 
В 


о 


, 


"А куб. А то је требало доказати.“ 


# 4 


Ако сложен број множећи неки број производи нешто, 
добивени број је запремински. 


Нека сложен број А помножен не- ја зе 
ким бројем В производи Г. Тврдим да .„__-.Б | 
је Г запремински број. јр а аи је 


Заиста, пошто је А сложен број, Ра 
он се мери неким бројем. Нека се мери 
бројем 4, и нека се колико пута Д мери 
А, исто толико јединица налази у Е. Пошто сад 4 мери број 
А према броју јединица у Е, Е помножено са 4 производи 


"А. Како А помножено са В производи Г, ал је производ 


од А и Е, значи производ од А и Е помножен са В про- 
изводи Г. На овај начин Г је запремински број са ивицама 
4, Е, В. А то је требало доказати." 


8. 
_Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних· 
бројева, са јединицом на првом месту, биће број на трећем 
месту и сваки други иза њега квадрат, ,на четвртом месту 
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и сваки трећи иза њега куб, на седмом месту и сваки шести 
иза њега у исти мах и куб и квадрат. 


Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, В, Г, А, Е, 2 са јединицом на прхом месту. Тврдим 
да је број на трећем месту, бројвВ, 

и сваки други иза њега квадрат, на  4'——— 

четвртом месту, број Г, и сваки —_В '———= 

трећи иза њега куб, на седмом ме- _— Г—————=—= 

сту, број 7, и сваки шести иза = 24'———————— 

њега у исти мах и куб и квадрат. _Е —————————= 

| Заиста, пошто се јединица од- 7 
носи према А као А према В, једи- 

ница мери исти број пута А као што А мера број В. Али 
јединица мери број А према броју јединица у њему. И А мери 
В према броју јединица у А. Према томе А-помножено само 
собом производи В. Значи, В је квадрат. Пошто су и В, Г, 
4 непрекидно пропорционални, а В је квадрат, биће и 4 
квадрат. Из истих разлога је и 7 квадрат. Слично се до- 
казује да је и сваки други иза њега квадрат. 


Даље тврдим да је број на четвртом месту, бројг, и 
сваки трећи број иза њега куб. Заиста, пошто се јединица 
односи према А као В према Г, јединица мери исто онолико 
пута'А, колико В мери Г. Али јединица мери број А према 
броју јединица у А. И В мери Г према броју јединица у-А. 
Стога А помножено са В производи Г. Пошто А помножено 
само собом производи В, а помножено са В производи Г, биће 
Г куб. А како су Г, Д, Е, 2. непрекидно пропорционални, и 
Г је куб, биће и 2, куб. А доказано је да је7 и квадрат. 
На овај начин је број на седмом месту у исти мах и куб и 
квадрат. Слично се доказује да је и сваки шести иза њега 
у исти мах и куб и квадрат. А то је требало доказати.“ 


9. 


Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева, са јединицом на првом. месту, и први број иза једи- 
нице је квадрат, биће и сви остали квадрати, а ако је први 
иза. јединице куб, биће и сви остали кубови. 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, В, Г, А, Е, 7 са јединицом на првом месту и нека 
је број иза јединице, број А, квадрат. Тврдим да су и сви 
остали бројеви квадрати. 

~ Да је број на трећем месту, број В, и сваки други иза 
њега квадрат, то је већ доказано. Али тврдим да су и,сви 
: _ остали квадрати. За- 


> | — 

РЕ иста, пошто су А,В,Г 
је | непрекидно пропорцио- 
рРИ нални, а А је квадрат, 


- биће и Г квадрат. За- 
, ЈЕ 

у 2, — тим, пошто сув, Г, А 

непрекидно пропорцио- 

нални и В је квадрат, биће и д квадрат. Слично се доказује 
да су и сви остали квадрати. 


Сад, нека А буде куб. Тврдим да су и остали бројеви 
кубови. 


Да је број на четвртом месту, број Г, и сваки трећи 
· иза њега куб, то је доказано. Тврдим да су и сви остали 
кубови. Заиста, пошто се јединица односи према А као А 
према В, јединица мери исти број пута А као што А мери 
В. Али јединица мери А према броју јединица у њему. И А 
мери В. према броју јединица у А. Према томе А помножено 
само собом производи В. И А је куб. Али ако кубни број 
помножен сам собом производи нешто, и добивени број 
биће куб. И према томе В је куб. А пошто су четири броја 
А, В, Г, 4 непрекидно пропорционална и А је куб, биће ид 
куб. Из истих разлога је и Е куб и сви остали — кубови. 
А то је требало доказати." 


10. 

Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева, са јединицом на првом месту, и први број иза је- 
динице није квадрат, онда ниједан од осталих бројева неће: 
бити квадрат сем броја на трећем месту и сваког другог 
иза њега. И ако први број иза јединице није куб, онда ни- 
један од осталих бројева неће бити куб сем броја на чет- 
вртом месту и сваког трећег иза њега. 

Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, В, Г, 4, Е, 7, са јединицом на првом месту и 
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нека број иза јединице, број А, није квадрат. Тврдим да ни- 
један од осталих бројева неће бити квадрат сем броја на 
трећем месту и сваког другог 
иза њега. 

Заиста, ако је могуће, нека 
Г буде квадрат. Исто тако је и 
В квадрат. Према томе су бројеви 
В и Г у истој размери као и ква- 
дратни број према квадратном. 
"А пошто је В према Г као А према В, биће и бројеви А и 
В у истој размери као квадратни број према квадратном. 
Према томе су А и В слични површински бројеви. Али В је 
квадрат, значи и А је квадрат. А то није претпостављено. 
Значи Г није квадрат. Слично се доказује и да ниједан од 
осталих бројева неће бити квадрат сем броја на трећем 
месту и сваког другог иза њега. 

Нека сад А не буде куб. Тврдим да ниједан од осталих 
бројева неће бити куб сем броја на четвртом месту и сваког 
трећег иза њега. 

Заиста, ако је могуће, нека је Д куб. АигГ је куб, 
пошто је то број на четвртом месту. А пошто се Г односи 
према ДА као В према Г, значи и размера В према Г је рав- 
мера куба према кубу. Али Г је куб, па према томе је и В 
куб. Пошто се сад јединица односи према А као А према В, 
а како јединица мери број А према броју јединица у њему, 
то и А мери В према броју јединица у А. Према томе је А 
помножено само собом произвело куб В. Али ако број по- · 
множен сам собом производи куб, онда је и сам тај број: 
куб. Значи А'је куб. А то није претпостављено. Значи А 
није куб. Слично се докавује и да ниједан од осталих бро- 
јева неће бити куб сем броја на четвртом месту и сваког 
трећег иза њега. А то је требало доказати,1' 


А ———— 
Во 


г 
4 


РВ 


5 


У4 


11. , » 

Ако постоји ма колико непрекидно. пропорционалних 
бројева, са јединицом на првом месту, онда мањи мери већи 
према једном од бројева који се налази ин У а 
налним бројевима. 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева В, Г, А, Е са јединицом А на првом месту. Тврдим 
да од бројева В, Г, 4, Е мањи број В мери_ 
— А број Б према једном од бројева Гиа. 
ваља Заиста, пошто се јединица А односи 
аи паша за према В као Д према Е, јединица А мери 
|----------- 4. број В исто онолико пута колико број 
Е-__________ц А мери број Е. Тада, после пермутовања, 
јединица А мери број АД исто, онолико 
пута колико број В мери број Е. Али јединица А мери 4' 
према броју јединица у њему самом, па, према томе, и В 
мери број Е према броју јединица у А. На овај начин мањи 
број В мери већи Е према једном од бројева међу про- 
порционалним бројевима. 


Последица. 


И јасно је да је број према којем мањи број мери већи 
исто толико удаљен од већег на страну мањег колико је 
мањи број удаљен иза јединице.:: 


12. 


Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева, са јединицом на првом месту, и последњи број се 
мери неким простим · бројевима, онда се тим истим простим 
бројевима мери и први број иза јединице. 

Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, В, Г, А са јединицом на првом месту. Тврдим да · 
се оним простим бројевима којим се мери број 4, истим тим 
простим бројевима мери и аА. | И 

Нека се Д мери некимпро- 4 —— = 2 —— · 
стим бројем Е. Тврдим да се | В ———= = нн. 

и А мери са Е. Заиста. нека Г- -– —— 

се не мери; и Е је прост број = 24 ———————— 

А сваки прост број је прост _Е — 

са сваким бројем којег не мери. | 

Значи бројеви Б и А су међусобно прости. Пошто број Е 
мери број А, нека га мери према броју 2 и тада Е помножено 
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са 7, производи 4. Затим, пошто А мери број Д према броју 
јединица у Г, то А помножено са Г производи ДА. АлинЕ 
помножено са 7 производи А. Значи производ А игГ је 
једнак производу Е и 2. И тада се А односи према Е као 
2, према Г. Но АиЕ су прости, прости и најмањи, а најмањи 
бројеви мере исти број пута бројеве који су у истој размери 
са њима, и то претходни мери претходни и наредни мери 
наредни, Дакле | мери Г. Нека мери према броју Н. Тада 
Е помножено са'Н производи ,/Г. Али на основу горе наве- 
"деног и А помножено са В производи Г. Значи производ 
од А и В једнак је производу од ЕиН. И тада се А од- 
носи према Е као Н према В. Али, А и Б су прости, прости 
и најмањи, а најмањи бројеви мере исти број пута бројеве 
који су у истој размери са њима, и то претходни мери прет- 
ходни и наредни — наредни. Дакле Е мери В. Нека мери 
према броју д. Тада Е помножено са О производи В. Али 
и А помножено само собом производи В. Значи производ 
од Е и ад једнак је квадрату над А. И тада се Е односи 
према А као А према 9. Међутим, А и Е су прости, прости 
и најмањи, а најмањи бројеви мере исти број пута бројеве 
који су у истој размери са њима и то претходни мери прет- 
ходни и наредни — наредни. Значи Е мери А како претходни 
мери претходни. Али оно и не мери, а то је немогуће. Значи 
Е и А нису међусобно прости. Они су сложени. Али сло- 
жени бројеви се мере неким простим „бројем. И како се 
претпоставља да је Е прост број, а прост број се не мери 
другим бројем сем самим собом, то Е мери А и Е, па према 
томе Е мери А. Али Е мери и 4. Дакле Е мери А и 4. На 
сличан начин се доказује да којим било простим бројевима 
се мери А, тим истим бројевима се мери и А, а то је требало 
доказати.!3 ; 


- 
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Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева са јединицом на првом месту, и број, први иза је- 
дићице, „је прост, онда се највећи број неће никаквим другим 
бројевима мерити | сем оних који су међу пропорционалним 
бројевима. 


· Еуклвдови елементи књ. 9, ; 2 


„ 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, В, Г, А, са јединицом на првом месту, и нека, 


| ЈЕ је први иза јединице, број 
— А ен прост број. Тврдим да се нај 
— В "2 већи број 4 неће мерити ника- 


чаарвавењсе УК с: квим другим бројевима сем 
шава 2“ МИА «<< 4 - ИДР У: АЕ 5 - 

| "Заиста, ако је могуће, нека 
се он мери бројем Е и нека Е не буде ниједан од бројева 
А, В, Г: Јасно је да: Е. није прост број. Јер, ако је Е прост 
број и мери А, он мора мерити и прост број А, који са њим 
није исти, а то је немогуће. Значи Е није прост број. Он је 
сложен. Али се сваки сложен број мери неким простим бројем. 
Према томе број Е се мери неким простим бројем. Тврдим 
да се он не мери никаквим простим бројем сем броја А. 
Заиста, ако се Е мери неким другим бројем, а Е мери А, 
онда тај други број мери и А. А тада тај број мери и А, 
који је прост број и није исти са њим. А то је немогуће. . 
Дакле, А мери Е. И пошто Е мери А, нека га мери према 
броју 7. Тврдим да број 2 није исти ни са једним од бро- 
јева А, В, Г. Јер, ако је 7 исти са једним од А,В, Ги 
· мери Д према броју Е, тада и један од бројева А, В,Г 
"мери А према броју Е. Али један од бројева А, #, Г мери 4 
према неком од А, В, Г. И према томе је Е један од бројева 
А, В, Г. А то се не претпоставља. Значи 7 није исти ни са 
једним од бројева А, В, Г. Слично се доказује да се 7 мери 
бројем А, па-се поново доказује ла 2 није прост број. 
Заиста, ако је тако ни он мери 4, мериће и А, прост. број, са 
којим он није исти. А то је немогуће. Према томе 2 није 
прост број. Он је слежен. Али се сваки сложен број мери 
неким простим бројем. Према томе се број 2 мери неким 
_ простим бројем. Тврдим да се он не мери никаквим простим 
бројем сем броја А. Заиста, ако неки други прост број мери 
ћ, а %, мери А, онда тај други број мери и 4. А тада тај 
број мери и А, којм је прест број и није исти са. Њим. А то 
је немогуће. Значи, А мери 2. И пошто Е мера А према 7, 
онда Е помножено. 2: прокзводи А. Али, иста тако А во- 
множено са Г производи А. Према томе је производ Анг 
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једнак. производу Е и 2. На тај начин имамо пропорцију: 
А је према Е као 2 према Г. Али А мери Е, паи 7, мери 
Г. Нека мери према броју Н. Слично се доказује да Н није 
исти број ни са једним ОДА ивВ и да се тај број мери 
бројем А. И пошто 27 мери Г према броју Н, то 2 помно- 
жено са Н производи Г. Алии А помножено са В производи 
Г. Према томе је производ А и В једнак производу 2 и Н. 
На тај начин имамо пропорцију: А се односи према 7 као 
Н према В. Али А мери 1, па и Н мери В. Нека мери 
према броју 8. Слично се доказује да број ДО није исти са. 
И пошто. Н мери В према броју д, Н помножено са О про- 
изводи В. Алим А пдмножено само собом производи В.. 
Према томе производ од дин једнак је квадрату на А. На 
овај начин 8,је према А као А према Н. Али А меринН, | 
значи и 3 мери А, мери прост број који није исти са њим. 
А то је бесмислено. Према томе, највећи број Д неће се 
· мерити никаквим другим бројевима сем броја А, В,Г. А то 
је требало доказати." | 


14. 


« Најмањи од бројева који се мере датим простим броје- 
вима: неће се мерити никаквим другим простим бројем сем 
датих. Е 

Нека је А најмањи број који се мери простим бројевима 
В, Г, 4. Тврдим, да се А неће мерити никаквим простим. 
бројем сем бројева В,Г,4. ' 
Заиста, ако је могуће, нека 'се број А мери простим 
бројем Е који није исти ни са једним од бројева В,Г,4. 
" Пошто Е мери А, нека га мери према 


броју 2. Тада Е помножено са 7, про- НЕ г 
изводи А. И А се мери простим бро- ,_,, а 


јевима В, Г, 4. Ако сад два броја 

помножена један другим производе нешто, и то добивено 
се мери неким простим бројем, опда тај прост број мери и 
један од полазна два броја. Према томе В, Г, Д мере један 
од бројева Б и 2. Али они не мере број Е, јер је Е прост 
број и није исти ни са једним од В,Г, А. Значи они мере 
број 2, мањи од А: А то је немогуће, јер се претпоставља 

5 МА 
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да је А најмањи број који се мери бројевима В, Г, А. На 
овај начин се број А неће мерити никаквим другим простим 
бројем сем В, Г, А. А то је требало доказати. !4 


15. 


Ако су три непрекидно пропорционална броја најмања 
од оних који су са њима у истој размери, биће збир ма која 
два од њих узајамно прост са осталим. 

Нека су три непрекидно пропорционална броја А, В,Г 
најмања од оних који су са њима у истој размери. Тврдим, 
да је збир два од А, В, Г узајамно прост са осталим, 
"тј. збир А и В са Г, збирВиГ саАи збир АиГ сав. 

Заиста, узмимо два најмања броја ДЕ и 22 који су у 

"истој размери са бројевима А, В, Г. Јасно је да АЕ помно- 
| жено само собом производи А, по- 
А-Б В __ множено са Е2, производи В и Е2, 


Е ан помножено само собом производи 
2, Г. И пошто су ДЕ и Ел најмањи, 


они су узајамно прости. Међутим, 
ако су два броја узајамно проста, биће и њихов збир уза- 
јамно прост у односу на сваки од њих. Према томе је 47, 
узајамно прост са сваким од ДЕ и Е2. Али и ДЕ је узајамно 
прост са Е7. Значи 47, и АЕ су узајамно прости са 27. Али, 
ако су два броја сваки посебно узајамно прости са неким 
трећим бројем, онда је и производ састављен од њих уза- 
јамно прост са тим бројем. Према томе је производ од 74 


и ДЕ узајамно прост са Е7, а такође и производ од 24 и дЕ_ 


узајамно прост са квадратом на Е27. [Заиста, ако су два 
броја узајамно проста, биће и квадрат добивен од једног 
узајамно прост са другим). Али производ од 24'и ДЕ је 
квадрат на ДЕ заједно са производом ДЕ и Е7. Значи, ква- 
драт на ДЕ више производ АВ и Е7 је узајамно прост 
према квадрату на Б7. А како је квадрат на 4 броја, 
производ ДЕ и Е2 број В и квадрат на Е2—Г, биће збир 
састављен од А и В узајамно прост са Г. Слично се дока- 
зује да је и збир састављен од В и Г узајамно прост са А. 
Тврдим још да је и збир Аи Г узајамно прост са В. Заиста, 
пошто је 47'узајамно -прост према сваком од ДЕ и 7, 
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биће и квадрат на 42. узајамно прост са производом од 4 
изЕ2. Али квадрат на 42 је једнак квадратима на ДЕ и Е7, 
више двоструки производ ДЕ и Е2. Према томе је збир ква- 
драта на ДЕ и Е7 заједно са двоструким производом ДЕ и 
Е2 узајамно прост са производом ДЕ и Е7. После раз- 
двајања добивамо да је збир квадрата на ДЕ и Е7, заједно 
са једним производом ДЕ и Е27 узајамно прост са производом 
АЕ и Е7. После још једног раздвајања добивамо да је збир 
квадрата „на ДЕ и Е2 узајамно прост са производом ДЕ и 
Е7. А како~ је квадрат на ДЕ број 4, производ ДЕ и Б2 
број В и квадрат на Е7 број Г, биће збир састављен од А 
и Г узајамно прост са В. А то је требало доказати. 


16. 


Ако су два броја узајамно проста, онда први број 
према другом неће бити као други према неком трећем. 

Нека су два броја А и В узајамно проста. Тврдим да 
неће бити А према В као В према неком трећем. 

Заиста, нека буде могуће да је А према В као В према 
Г. Али А и В су узајамно прости, а узајамно прости бројеви _ 
су и најмањи, а Како најмањи бројеви мере 
исти број пута бројеве који су са њима у "———> А 
истој размери, претходни — претходни, а на- ' В 
редни — наредни, значи А ће мерити В како --- ог 
претходни мери претходни. Али, А мери и само 
себе, према томе А мери А инв, који су узајамно прости. 
А то је бесмислено. Значи, не стоји А према В као В према 
Г. А то је требало доказати. 


- 17, 
Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева и крајњи су узајамно прости, онда се не може први 
односити према другом као последњи према ма ком другом 


броју. 

аи: В Нека постоји ма колико непре- 
Г кидно пропорционалних бројева А, 
а Е. В,Г,4 и крајњи од ЊИА и А су 


_ узајамно прости. Тврдим да се не 
може А односити према В као Д према ма ком другом броју. 
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Заиста, ако је могуће, нека буде А према В каод 
према Е. Тада је, после пермутовања, А према А као В према 
Е. Међутим, А и 4 су прости, прости и најмањи, а како нај 
мањи бројеви мере бројеве који су са њима у истој размери 
исти број пута, и то претходни мери претходни и наредни — 
наредни, значи, А мери В, А пошто је А према В као в 
према Г, В мери Г. На овај начин и А мери Г. А пошто је 
В према Г као Г према А, а В мери Г, Г мери А. Али, А 
мери Г. Према томе А мери и А, а. мери и само себе. Дакле 
А мери А и А, који су прости, а то је немогуће. Значи, не 
може бити А према В као Д према ма. ком другом броју. 
А то је требало доказати. !' | 


18. . 


За два дата броја испитати, може ли се наћи за њих 
трећи пропорционални број. | 

Нека су дата два броја Али В.и нека треба испитати, 
да ли се може наћи за њих трећи пропорционални број. | 

Бројеви Аи В или су узајамно 
И 4 прости или нису. Доказано је већ. 
да се не.може наћи неки трећи 
Но < пропорционални број акб су они 
· узајамно прости. 

Нека сад АивВ нису узајамно _ прости. И нека В по- 
множено само собом производи Г. Тада А или мери Г или 
не мери. Нека прво мери и то према броју А. На овај начин 
А помножено са Д производи Г. Али и В помножено само 
собом производи Г. Значи, производ А и 4 једнак је ква-_ 
драту на В. На овај начин је А према В као В према Ли 
значи да је ДА трећи пропорционалан број за бројеве А и В. 

Нека сад А не мери Г. Тврдим да је тада немогуће 
наћи неки трећи број пропорционалан бројевима А и В. За- 
иста, ако је то могуће, нека ДА буде тај нађени број. Тада 
је производ. од А и Д једнак квадрату на В. Али квадрат 
на В је Г, значи производ од А и 4д једнак је Г. А како А 
помножено са А производи Г, А мери Г према броју А. Али 
се претпоставља да га оно и не мери. А то је бесмислено. 
Дакле немогуће је да за А и В постоји трећи пропорцио- 
нални број ако А не мери Г. А то је требало доказати.“ 
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- 19. | 

За три дата броја испитати кад се може наћи за њих 
четврти пропорционални број. 

Нека су дата три броја А, В,Г и нека треба испитати 
кад се за њих може наћи четврти пропорционални број. 

Тада или они нису непрекидно пропорционални и њи- 
хови крајњи су узајамно прости, или су они непрекидно про- | 


порционални и њихови крајњи нису уза- > | 
јамно прости, - или они нису непрекидно 
6 В ——— 
пропорционални и њихови крајњи. нису 
4 | Ги 
узајамно прости, или они су непрекидно | 


пропорционални и њихови крајњи су уза- 7 
јамно. прости. | 

Сад, ако су А, В,Г непрекидно пропорционални и њи- 
хови крајњи А иГ су узајамно. прости, доказано је да је 
немогуће наћи четврти пропорционални број. 

Даље, нека А, В, Г нису непрекидно пропорционални, 
а крајњи су опет узајамно прости. Тврдим, да је и тада не- 
могуће наћи за њих четврти пропорционални број. Заиста, 
„ако је то могуће, нека буде одређено 4, па према томе нека , 
буде А према В као Г према 4 и подешено да В према Г 
буде као 4 према Е. И пошто је А према В као Г према 4, 
а В је према Г као Д према Е, онда је, према једнакоудаље- 
ности, А према Г као Г према Е. Алису А игГ узајамно 
прости, прости и најмањи, а најмањи мере оне који су у истој 
размери са њима, претходни мери претходни и наредни _ — 
наредни. Према томе, А мериГ као претходни што мери 
претходни. Али мери А и само себе. Дакле А мери лигГ, 
који су узајамно прости. А то је немогуће. Значи немогуће 
је наћи четврти пропорционални број за бројеве А, В,Г.. 

Нека су поново А, В, Г непрекидно пропорционални, 
али А и Г нису узајамно прости. Тврдим да је тада могуће 
наћи за њих четврти пропорционални број. Заиста, нека В 
помноженб' са Г производи А. И тада А или мери А или не 
мери. Нека га прво мери према броју Е. Значи, А помножено 
са Е производи А. Али и В. помножено са Г производи 4. 
А тада је производ одаА и Е једнак производу одвВ игГ. 
Према томе постоји пропорција: А према-В као Г према Е. 
Одређен је, дакле, ва А, В, Г четврти пропорционални број Е. 


Ер 
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Нека сад А не мери А. Тврдим, да је тада немогуће 
наћи за бројеве А, В, Г четврти пропорционални број. Заиста, 
ако је могуће, нека то буде број Е. Тада је производ А и 
Е једнак производу В и Г. Али је производ В и Г'једнак А, 
па је, дакле, и производ А и Е једнак 4. Према томе А по- 
множено са Б производи А. Дакле, А мери А према броју Е. 

" Значи, А мери А, али оно га и не мери. А то је бесмислено. 
Дакле немогуће је за три броја А, В, Г наћи четврти про- 
порционални број, ако А не мери 4. 


Нека сад А, В, Г нису непрекидно пропорционални и 
њихови крајњи нису узајамно прости. И нека В помножено 
са Г производи А. Хлично се доказује да је, ако А мери 4, 
могуће наћи четврти пропорционални број, а ако не мери — 
немогуће. А то је потребно доказати.:" 

20. – 

Простих бројева је више од сваке опвећеће множине 
простих бројева. | 

Нека су А, В, Г одређени прости бројеви. Тврдим, да 
постоји простих бројева више ОДА, В, Г. 


· Заиста, узмимо најмањи мултиплум од А, В, Г. Нека 
то буде број АЕ; додајмо броју ДЕ јединицу УЛ Тада је 
Е7 или прост број или није. 
к Нека прво буде прост. Тада 
је нађено простих бројева А, 
4 2 В, Г, Е7 више од бројева А, 
В, Г. 
Нека сад број 27 није прост број. Тада се он мери 
· неким простим бројем. Нека то буде прост број Н. Тврдим, 
да Н неће бити исти ни са једним од бројева А, В, Г. За- 
иста, нека је то могуће. Али А, В, Г мере ДЕ, па и Н мери 
АЕ, а мери и Е1, значи, и преосталу јединицу 42 мери број 
Н, а то је бесмислено. Према томе, Н неће бити исти ни са 
једним од бројева А, В, Г. А претпостављено је да је Н 
прост број. Значи нађено је простих бројева А, В, Г, Н више 
од множине А, В, Г. А то је требало доказати." | 


21. 


Ако се сабере ма колико парних бројева, биће и збир 
паран број. 

Нека се сабеђе ма колико парних бројева АВ, ВГ, ГА, 
АЕ. Тврдим да је и збир АЕ паран број. 

Заиста, пошто је сваки В Г (27 Е 
од АВ, ВГ, ГА, ДЕ паран број, „- 
сваки ће имати за део поло- 
вину. Па тада и АБ има за део половину. А паран број је 
онај који је дељив на два једнака дела. На овај начин број 
АЕ је паран. А то је требало доказати.7 


Џ 


о 
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Ако се сабере ма колико непарних бројева, али паран 
број сабирака, биће и збир паран број. 

Нека се сабере ма колико непарних бројева, али паран број 
· сабирака АВ, ВГ, ГА, ДЕ. Тврдим да је збир АЕ паран број. 
Заиста, пошто је сваки 
а ВВ г 4 __Е од бројева АВ, ВГ, ГА, ДЕ не- 
паран, биће, после одузимања 
јединице од сваког, остатак паран број а тада ће и цело 
састављено од њих бити парно. А и број састављен од је- 
диница биће паран. Према томе је и цело АЕ паран број. 

А то је требало доказати. 


23. 


'Ако се сабере ма колико непарних бројева али непаран 
број сабирака, биће и цело непаран број. 

Нека се' сабере ма колико непарних бројева али не- 
паран број сабирака АВ, ВГ, ГА. Тврдим да је цело АД 
непаран број. У 

Заиста, одувмимо од ГА јединицу. А вг Е 2 
Тада је остатак ГЕ паран број. Али, · 

и АГ је паран број а према томе је и цело АЕ паран број. 
Али имамо још јединицу ДЕ. А тада је АД непаран број. А 
то је требало доказати. 


24. 
Ако се од парног броја одузме паран број, биће оста- 
так паран број. | 
Нека се од парног броја АВ одузме паран број ВГ. 
Тврдим,; да је и остатак ГА паран број. | 
у Заиста, ако је АВ паран број, оно има 
А Ро чоловину као део. Из истих. равлога и ВГ 
има половину као део. Према томе и оста- 
так има половину као део па је стога АГ паран број. А то 
је требало доказати. 


25. 

Ако се од парног броја одузме непаран број, биће 
остатак непаран број. 

Нека се од парног броја АВ одузме непаран број ВГ. 
Тврдим да је остатак ГА непаран број. 

Заиста, одузмимо од ВГ јединицу | | = | 
ГА. Тада је ДВ паран број. Али и АВ га В 
је паран број. Према томе је и остатак 
А4 паран број. Али ГА је јединица, па значи да је ГА не- 
паран број. А то је требало доказати. 


26. | 
· Ако се од непарног броја одузме непаран, биће остатак 
паран број. | 
Нека се од непарног броја АВ оду. 
4 Г а в зме непаран број ВГ. Тврдим, да је оста- 
так паран број. 
Заиста, пошто је АВ непаран број одузмимо јединицу 
ВА. Тада је остатак АД паран број. Из истих разлога и ГА 
је паран број. Стога је и остатак ГА паран број. А то је 
требало доказати. 


27. 
Ако се од непарног броја одузме паран“ број биће 
остатак непаран број. 
Нека се од непарног броја 42 го 
АВ одузме паран број ВГ. Твр- 
дим да је остатак ГА непаран број. 


| 


В 
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Заиста, одузмимо јединицу А. Тада је АВ паран број. 

А и ВГ је паран број. Према томе је и остатак ГДА паран 
број. Дакле, и ГА је непаран број. А то је требало доказати. 


28. 


Ако непаран број помножен парним бројем производи 

нешто, добивени број је паран. 
_Нека непаран број А помножен парним бројем В лпро- 

изводи број Г. Тврдим да је Г паран број. „___, 4 

Заиста, пошто А помножен са В про- , 
изводи Г, то је Г састављено од онолико ' 
сабирака, једнаких В, колико је јединица 
у А. А како је В паран број, Г је састављено од парних 
бројева. Али, ако се сабере ма колико парних бројева, цело 
је паран број. -Према томе, Г је паран број. А то је требало 
доказати. 


в 


4 


29. 
Ако непаран број помножен непарним бројем производи 
нешто, добивени број је непаран. 
Нека непаран број А помножен непарним бројем В произ- 
| води број Г. Тврдим да је Г непаран број. 


А “ 
, Во · Заиста, пошто А помножен са В 
производи Г, Г је састављено од онолико 
"Г ' _ сабирака, једнаких В, колико је јединица 


у А. Али сваки од А и вВ је непаран. Значи, Г је састављено 
од непарних бројева, чији је број непаран. Према томе је и 
Г непаран број. А то је требало доказати. | | 


30. 


Ако непаран број мери паран, он ће мерити и његову 
половину. 

Нека непаран број А мери паран број В. Тврдим да ће 
он мерити.и његову половину. Е 

Заиста, нека А мери В и нека га мери према 
броју јединица у Г. Тврдим, да Г. неће бити не- 
паран број. Заиста, ако је то могуће, нека буде. 
Пошто А мери В према броју јединица у Г, А по- · 
множено са ГпроизводићеВ. На тај начин В је 
састављено од непарних бројева у непарном броју. Дакле, 
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В је непаран број. А то је бесмислено, јер по претпоставци, 
то је паран број. Према томе Г није непаран број; дакле Г 
је паран број. Значи А мери В паран број пута. Ив тог разв- 
лога он мери и његову половину. А то је требало доказати. 


31. 


Ако је непаран број са неким бројем узајамно прост, 
биће он узајамно прост и са двоструким тим бројем. | 
ЗЕН Нека је непаран број А узајамно прост 
сзанасна В гр са неким бројем В и Г је двоструки број В. 
| Хи Тврдим да је А узајамно прост са Г. 

Заиста, ако они (А и В) нису узајамно 
прости, тада их мери исти број. Нека их мери и нека то 
буде број А. Али, А је непаран број, па је тада и 4 непаран 
број И пошто 4, непаран број мери Г, а Г је паран 
број, онда Д мери и половину Г. Али половина Г је В, па, 
значи, Д мери В. А А мери и А. Према томе Д мери А и В 
који су узајамно прости, а то је немогуће. Значи, АиГ нису 
узајамно сложени. Дакле А и Г су узајамно прости. А то је 
требало доказати. 


32. 


Сваки од бројева, који се добивају од двојке непре- 
кидним удвостручавањем, је само парно-паран број. 

Нека се од двојке А непрекидним удвостручавањем до- 
бивају бројеви В, Г, А. Тврдим “~ | . 
да су бројеви В, Г, ДА само парно- 
парни. | | 

Да је сваки од бројева В, 
Г, А парно-паран број, то је јасно, 
јер се он добива од двојке удвостручањем. Тврдим да су 
они само такви. Заиста, одмеримо јединицу. Пошто сад по- 
стоји ма колико непрекидно пропорционалних. бројева, са 
јединицом на првом месту, и први број после јединице, број 
А, прост је број, онда се највећи од бројева А, В, Г, А, број 
А, мери сваким од бројева А, В, Г. И како је сваки од бро- 
јева А, В, Г паран број, биће Д само парно-паран број. 
Слично се доказује да је и сваки од В, Г само парно-паран 
број. А то је требало докавати. 


~ А 


-——— В 


Г 
—— 2 
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33. 


Ако број има непарну половину, он је само парно- 
непаран, | 
Нека број А има непарну половину. Тврдим да је А 
само парно-непаран број. 

Да је он парно-непаран број, то је јасно, јер га његова 
половина, као непаран број, њх паран број пута. Тврдим 
да су они само такви. Заиста, ако је А пар- 
но-паран број, он св мери парним ~бројем Р: ко 
паран број пута, па и његова половина, не- 
паран број, мери се парним бројем. А то је бесмислено. 
Значи А је само парно-непаран број. А то је требало доказати. 


34. 


Ако број не припада ни бројевима који се добивају од 
двојке непрекидним удвостручавањем, ни бројевима који имају 
непарну половину, он је или парно-паран или парно-непаран. 

Нека број А не припада ни бројевима који се добивају 
од двојке непрекидним удвостручавањем ни бројевима који 
имају непарну половину. Тврдим да је А или парно-паран 
или парно-непаран. 

Да је, А парно-паран број то је јасно, јер његова поло- 
вина није непаран број. Али тврдим да је он и парно-непаран. 

Заиста, ако број А преполовимо, па. ту поло- 
а —___" вину поново“ преполовимо и тако поступимо 

даље, доћи ћемо до неког непарног броја, 
који ће мерити број А према броју јединица у парном броју. 
Заиста, ако не, онда ћемо доћи до двојке и А-ће бити са- 
стављен од двојке непрекидним удвостручавањем. А то се 
не претпоставља. Према томе је А парно-непаран број. А 
доказано је да је он и парно-паран. Према томе, А је парно-_ 
паран и парно-непаран број. А то је требало доказати. 

| | 35. | 

Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева па се од другог и последњег одузме исти број једнак 
првом броју, остатак од другог односи се према првом броју 
као остатак од последњег према збиру свих испред њега. 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, ВГ, д, Е7, почев од најмањег А и нека се од 
ВГ и Е7 одузме ВН, односно 20, свако једнако А. Тврдим 
да је НГ према А као ЕО према збиру од А, ВГ, 4: 

Заиста, одмеримо 7К једнако ВГ и 7Л једнако 4. 
Пошто је 2К једнако ВГ, а 20 једнако ВН, биће и остатак 

А.____- _ ОК једнак остатку НГ. И 

———_____.___. _ пошто је Е2 према А каод 

вВ н _г премавг и као ВГ према А, 

— а А је једнако 724, и ВГ 
Ае броју. 2К, код броју 20. 
2 После раздвајања БА ће се 
односити према 47 као АК према 7К и као КО према 70. 


Али је један од претходних према једном од наредних као. 


збир свих претходних према збиру свих наредних. Дакле, 
Ка је према 20, као збир од ЕЛ, АК, КО. према збиру 17, 
7К, 07. Али, КО је једнако ГН, 78 једнако А, збир“ 127, 
72К, 02. збиру А, ВГ, А. Према томе је ГН према А као Ед 


према збиру А, ВГ, А. На овај начин, остатак од другог“ 


после одузимања првог се односи према првом као остатак 
од последњег после одузимања првог. према збиру свих 
испред последњег. А то је требало доказати.2= 


36. 


Ако се узме ма колико пропорционалних бројева са је- 
диницом на првом месту у размери један према два и то 
дотле док збир свих тих бројева не постане _ 4 _—_.в 
прост број и ако тај збир помножен по- ,___.г : 


следњим бројем производи нешто, биће ,_ 4 


_ добивени број савршен, 


Узмимо са јединицом на првом месту ма колико про- . 


порционалних бројева А, В, Г, Д са размером један према 
два и нека њихов збир, број Б, буде прост и Е помножено 
са А производи број 2. Тврдим да је 78 савршен број. 

Заиста, ма колика била множина бројева А, В, Г, А, 
толико узмимо бројева Е, ок, А, М који су у непрекидној 
размери један према два. Тада на основу једнакоудаљености 
имамо -да је А према Д као Е према М. Дакле, производ 'од 
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Б и Д једнак је производу од АимМ. А ако је производ 
од Е и 4 једнак 2, биће и производ од АимМ једнак 2Н. 
Дакле, А помножено са М производи Н27. Према томе М 
мери 2 према броју јединица у А. Али А је двојка, па је, 
значи, 2 удвостручен број М. Међутим, и сваки од М, А, 
ек, Е је двапут већи од наредног. На тај начин су бројеви 
Е, ОК, л, М, 28 непрекидно пропорционални у размери 
један према два. Одузмимо сад од другог дК и од последњег 
ТН бројеве ОМ, односно 232, сваки једнак првом Е. Тада, 
пошто се разлика.другог и првог односи према првом као 
разлика последњег и првог према збиру свих испред њега, 


м: : 5 ни 
+ = : де Е 
| Га НЕНА А ВР И Н ~ 

2. 5 9д :мМ К 
џ о 'П 


број ХК је према Е као ЗН према збиру М, Л, КО, Е. Али 
ХК је. једнако Е, па, вначи, 2Н је једнако збиру М, л, ек, 
Е. Али и 72 је једнако Е, а Е је једнако вбиру А, В, Г, А 
и јединице. На тај начин цело 21 је једнако збиру Е, вК, 
А, М са збиром А, В, Г, А и јединицом. И оно се мери тим 
бројевима. Тврдим да се 2 не мери никаквим другим бро- 
јевима семаА,В,Г,4, Е, 6К, 1, М и јединицом. Заиста, 
нека се 2 мери, ако је. могуће, бројем О и број О није 
исти ни са једним од бројева А, В,Г, д, Е, 6К, Д, М. И 
нека колико пута О мери 28, толико буде јединица у П, 
тј. П помножено са О производи 2. Али и Б помножено 
са. А производи ТН. Дакле, и Е је према П као О према А. 
И пошто су, почев од јединице, бројеви А, В, Г, А непре- 
кидно пропорционални, Д се неће мерити никаквим другим 
бројем сем бројева А, В, Г. Али претпостављено је да О 
није исти број ни са једним од бројева А, В, Г. Значи О 
не мери Д. Али је О према Д као Е према П, значи, и Е не 
мери П. И при томе је Е прост број. А сваки прост број је 
са сваким бројем, којег не мери, узајамно прост. Значи, бро- 
јеви БЕ ипП су узајамно прости. Али прости бројеви суи 
најмањи, а најмањи бројеви мере исти број. пута бројеве који 
су са њима у истој размери и то претходни мери претходни 


% 
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и наредни — наредни. И пошто се Е према П односи као О 


према 4, онда ће Е мерити исти број пута О као што и ПЛ. 


мери А. Али Д се не мери никаквим другим брдјем сем А, 


В, Г. Значи, број П је исти са једним од бројева А, В,Г. 
Нека то буде број В. И ма колика. била множина бројева · 


В, Р, Д исто толико бројева узмимо почев од Е, наиме Е, 
ек, А. И нека ти бројеви Е, 6К, Л буду у истој размери 
са бројевима В, Т,'4. Тада ће по једнакоудаљености В бити 
према Д као Е према ЛА. Међутим, производ од Ди Е је једнак 
производу од ПиоО, Али производ одПио. једнак је про- 
· изводу од В ил. Значи, производ од В ил једнак је 
производу од А и А. Значи, П је према В као Х према О. 


И П је исто што и В, па значи и 2 је исто што је О. А то је 


немогуће, јер се претпоставља да О није исто ни,са једним 
од узетих бројева. Значи 21 се не мери ниједним од бро- 
_јева А, В,Г, Д, Е, 6К, ЛА, М- и јединице, А доказано је да 
је број 21 једнак "абиру бројева. А„ВГАЕ,ВК, А,М 
· и јединице. А савршен је онај број који је једнак · збиру. свих 
својих делова (који.га мере). На овај начин 2 е "савршен 
број. А: то је: требало. докаватн, 23 


КОМЕНТАР 


Еуклидови елементи 


: Аналитички се ова теорема овако једноставно доказује. 

Дато је: А =а,а,, В=б,6,, Г=АВ и а,:б,=4,:,. 

Треба доказати да је Г=<%, 

Како ив дате пропорције следује а,б,—=а,6,, непосредно 
добивамо: 


Г= АВ=а, а,ђу бу==ајћух а, 6, =(а, ђ,)2 ==, 
где је - 
с=4, 6, =, ђ,. 


Еуклид у свом доказу утврђује прво, на основу тео 
реме 17. књ. УП, пропорцију А:В=4:/Г, где је Д=АЗи Г = АВ. 
Затим, на основу теореме 18. књ. МШ, тврди да постоји 
средње пропорционалан број између бројева А и В, тј. да 
можемо написати пропорцију | 


А:Х=Х:8, 


где је Х неки број, чија вредност не игра улогу у доказу, 
После тога, на основу теореме 8 књ. УШ, поставља нову 
пропорцију | 
А:У=7У:Г, 

где је У неки нови број, чија вредност исто тако не игра 
улогу у докаву. Најзад, на основу теореме 22. књ. УШ, 
Еуклид је закључио да је Г квадрат, ако је Д квадрат. 

Еуклидов доказ ове теореме, у ком се узимају у обзир 
четири теореме из претходне теорије, нарочито јасно пока- 
зује колико је огромно упрошћење постигнуто увођењем 
алгебарског апарата у савремену аритметику. С друге стране 
тај докав има и своју позитивну страну која је у приказу 
оне узастопности и строгости расуђивања којима је Еуклид 
изводио свој логични систем. 

2 Аналитички доказ теореме. 

Дато је АВ= С, а треба доказати да је А=а,а,, 
В=6,б6,, при чему је а,:а,=#,:6,. | 


3• 
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Како ив датог услова АВ => можемо написати про- 
порцију | 


с В 


можемо у ту пропорцију укључити размеру а,:б, најмањих 
бројева који са бројевима А и.С имају исту размеру, тј. 
написати Е 


А а, С 
Сб В 
Из тих пропорција · следује 
. 4) | А= 4,4, 
[6)) С= 7 а, –а, 5, 
(3) В=ђ, ба. 


Једначине (1) и (3) тврде да су А и В површински бро- 
јеви, а једначина (2) докавује њихову сличност, јер из те 
једначине следује пропорција 

." 
. да 65 | . 
| 8 Са гледишта савремене аритметике теорема се изра- 
жава обрасцем 


, 


а3 х аз = (а). 
Еуклидов доказ се скраћено може извести овако. 


Нека је Г ивица куба А и нека је Г-Г—4. Тада је 
Г.А=— А: Из те две једнакости следују ове две -пропорције 


1:Гег:аћ, 1:Г=А:А, 
тј ова непрекидна | 
Ка — = ——— = _—_ . 
(9 Г А А 
С друге стране, из односа Аз==В, датог у теореми, 
проистиче ова пропорција 


же ' ШЕР 
(#% па ај 

Како су сад, према (“"), "између 1 и А уметнута два 
средње пропорционална броја, могу се, према теореми 8. МШ, 
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и између бројева А и В, који су према (““) пропорционални 
бројевима ! и А, уметнути такође два средње пропорцио- 
нална броја. А тада ће, према теореми 23. УЛ, ако је А куб, 
и В бити куб. _ 
% Аналитички је теорема еквивалентна обрасцу 
азх 63 = (ађ)", 
Навешћемо и Еуклидов доказ помоћу алгебарских опе- 
рација. Из А2=-4, АВ = Г следује 
А А 
во го 
Према теореми 19. УШ, између А и В, као сличних за- 
преминских бројева, могу се уметнути два средње пропорцио- 
нална броја. А затим поново закључујемо, према теореми 
8. МИ, да и између бројева 4 и Г можемо уметнути исто тако 
два средње пропорционална броја. Најзад, на основу теореме 
23. УШ, тврдимо да ће, ако је Д куб, бити и Г куб. 
5 Савременим алгебарским језиком теореми 'одговарају 
ови обрасци: ако је а: · В =, онда је 


„Еуклидов доказ“ личи на доказе претходних теорема. 
8 Даћемо Еуклидов доказ још на један начин, наводећи 
узастопно само неопходне једначине за доказ. | 


А. А=В (куб по услову) 
А · В=Г (куб, јер је Г=А · А - А). 
Следују две пропорције 


БИ РЕН 
А В А Г' 
одакле је 
А _вВ (куб) 
В Г (куб) 


Између В и Г се могу уметнути два средње пропорцио- 
нална броја, па се, значи, и између А и В могу уметнути 
исто тако два средње пропорционална броја. 8 је куб, значи 
"ИА је куб. 
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' Овај елементарни став заснива се на примени појмова: 
сложеног броја А као производа два броја, А = аб, и вапре- 
минског броја као“ производа три броја. Аналитички став се 
изражава овако | 

(ађ) с= абс. 


8 Низ непрекидно пропорционалних бројева образује 


геометриску прогресију. Заиста ако са ал—,, аа—п, ал овна-. 


чимо три броја у непрекидној пропорцији 


Ва—, : па =а1 1 : ба, 
онда из | – | 
ба– [' РИВРИ 
добивамо изразе 
Оп—1 == 812, 
да =4 да 1, 
који показују да су заиста свака три непрекидно пропор- 
ционална броја у геометриској прогресији. Такву прогресију, 
са јединицом на првом месту, можемо . написати овако 
И и ен 
или 
а, а, аз, %, њ, 46, ма АД • 


Приметимо да Буклид нумерисање овог низа врши и на 
овај начин 5: Е 
1. 41, а,, 64, 44; а: 5. 4: 


и према томе 1. јединицу сматра. за први број и 2. место: 


сваког броја одређује бројећи од јединице. у 
Непосредно одређивање вредности чланова горњег нива 
и доњег, нумерисаног, доводи до доказа наведене Еукли- 


дове теореме. И на овом примеру се: огледа моћ савременог. 


алгебарског апарата. Тиме се не смањује историска вред- 
ност Еуклидова доказа изведеног на основу особина про- 
порција. 


• Ова теорема, као и претходна, изражава елементарне 
дсобине геометриске · прогресије са јединицом као почетним 
чланом и количником било. квадратним, овло кубним броје. 


1 
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19 Помоћу геометриске прогресије теорема се изражава 
овако. 


Ако количник да геометриске прогресије 
а,=1, а» =д, а =д> , 64 =9%, а; =", аб = 4", а =", ... 
није квадрат, чланови те прогресије неће бити квадрати сем 
броја на трећем месту и сваког другог иза њега, А ако тај 


количник није куб, чланови те прогресије неће бити кубови 
сем броја на четвртом месту и сваког трећег иза њега. 


Еуклидов доказ је индиректан. Еуклид претпоставља 
да је а,=Г квадрат и изводи да је тада и а,=А квадрат, 
а то је супротно претпоставци. Слично се доказује и онај 
део теореме кад А није куб. 


1 Аналитички, помоћу геометриске прогресије, теорема 
се доказује овако. Ако у прогресији 
ар =1, а, =д, а,=4%..., бп=—д", . 
имамо два броја, један мањи од другог, 


да = 9", ап + п=40" +", 
онда из 


УДА ЕРУ НИ 
следује 
ап+п = ду Х да, 
тј. број Е=ал +, се мери бројем В =ал према броју јединица 
у А=а,, једном броју од бројева Г на. 
Према томе Буклид проучава теорему само за случај 
кад је т< п. Међутим могу се испитати три случаја: 
1. Еуклидов случај: т < п. Пример: т=>2, п=3, 
45 = 9 х 85. 
У овом случају број а, се налази између бројева а, и а;. 
2. Случај т=лп. Пример: тп=2, п=2, 
ф“ == 4“ х 4". 
У овом случају број ал=а, и сваки од њих ЈЕ средња 
' пропорционала између јединице и а,. 
3. Случај т > п. Пример: те=з3, п=2, 


4" = 95 Х 4". 
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Број ал = 4“ је мањи од броја ал, = 4“ који се мери; 
број ал = а, према чијем. броју јединица мањи број аи = а; =" 
мери већи број Ат сљаве „у овом случају. се налази. ивмеђу 
мањег и: већег броја, већ се налази изванх тих бројева са 
стране, јединице, али и тај број је један од свих датих пропор- 
ционалних бројева. 


Текст Буклидове теореме је тачан, јер речи „хата туд 
тбу бларубутоу ву тоб дубћоуоу Фрдџок“ ништа не говоре о томе 
које место заузима потребан број у низу свих датих пропор- 
ционалних бројева. 


Али Еуклидова спеџија зизација теореме, после текста 
саме- теореме, не одговара општем случају, јер Буклид за 
мањи број узима први број иза јединице и тада се заиста 
„број према којем мањи број мери већи налази између мањег 


"и већег броја. Међутим, када би за мањи број узео, "рецимо, 


број 4, онда би, обратно, број према којем се мери број В, 
ближи јединици. Најзад, када би увео број Г за мањи бро 
добио би за број према којем се мери исто тако број. Г 


Навешћемо кратко Еукидово извођење доказа ове 
"теореме, | – 


Из пропорционалности бројева Еуклид утврђује пропорцију | 


А:В = 5:Е; 


1. АВИ одакле, за А = 1, следује 


жЖосв у 
40776 РИМ 


358 · а та једнакост и цокавује да се 


2. 27 о већи број Е мери мањим В према 


4 Вог о ТЕ броју јединица у броју А. 
| Најзад ва тумачење по- 


; Ране ___ следице наведимо ову схемат- 
3 ——— ~ 


> В Га ску графичку претставу, која 
Јо · одговара стварној претстави 


“ 


веза између логаритама наве-' 


дених бројева, На слици имамо три случаја: 1. Вуклидов случај, 
т<п: 2. Случај средње „пропорционале, т ==. . 3. . Случај 
т > п. : 


Џ 
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13 Скраћено Еуклидов индиректан доказ можемо извести 
на овај начин. А 

Имамо низ пропорционалних бројева 

а == 1, 4, = д, 4, =да,, ..., ад == да —) 
и 
| о, = т· Р. 

где је р прост број. Треба доказати да број р мери и број а,. 

Претпоставимо да р не мери а, тада су бројеви ри а1=4 
узајамно прости, јер је р прост број. 


Како је 
а, = т· р 


д, = ддл—1 
имамо пропорцију. 
д:р = т:ал- 1 
Како су д и р узајамно прости то је размера д:р састав- 
љена од најмањих бројева, те значи да број р мери броја,-.. 
Понављајући исти поступак долазимо до закључка да р 


мери ал— итд. и, на крају да р мери број а,. Дошли смо до 
закључка супротног претпоставци, а то је немогуће. Значи 


_р мери и број а. 


18 За прогресију, 
ад = 1, д = ад, 8; = д', ..., да = дал = д" 
ова теорема тврди да се последњи број а, = д", ако је број 
да прост, мери само бројевима од д до д"-', Аналитички је 
то очевидно, јер је 
у" = = У д“ 
где је # природни број мањи од пл. Ако је д прост број ни- 


· какво друго разлагање броја д" није могуће. 


Еуклидов индиректан доказ ове теорије је врло дуг, 
но не садржи у себи ништа принципски ново. 


1 У овој теореми се, другим речима, доказује да сваки 
број може да се растави на просте чиниоце само на један 
начин. При томе се Еуклид зауставља само на случају кад 
сваки прост чинилац улази само на првом степену. 
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Еуклидов доказ је конструисан овако. Нека је А нај- 
мањи број дељив простим бројевима Р;, Ру Ра. Претпоставимо 
да је тај исти број дељив и простим. бројем р прааличитим 
од р,, Ра; Ра. Тада је 

А = рт 
при чему је т < А. Али како р није дељиво са р, Ра Ру 
мора бити дељив тим бројевима број т, мањи од броја # А, 
а то је супротно претпоставци, јер је А најмањи. у 
Не би било тешко 'Буклидов доказ проширити И на 


· случај већег, броја чинилаца од три и на случај када прости _ 


чиниоци улазе на степенима већим. од првог. 

15 Поновимо схематски доказ ове теореме. 

Пошто су три непрекидно пропорционална броја А, В, Г 
најмањи од оних који су у истој размери са њима, они се 
по теореми 2. књ. УШ могу иаравнти овако 


Дуе = р", В = = ра, Г= д", 


где су р и 4 два узајамно проста броја. 
После тога вршимо узастопно ове закључке: 


р+а узајамно прост сари 4 _ (28. УП) 
раир » а Ф 
(Рур =» 675 у Мр 7 МЕ 
МЕ Не (25. МН) 
р:+р4 , » » 9 | 
А+В " Ра 
Исто тако В+Г „ ' „ „А 
За трећи случај: | 
___р%а |» ко» ЕЊ4. | 
(р+4): 5 “= Ра (24, 25. УП) 
_р:+4%+8ра „ ЗАКАНИ | УЕ 
Ра , дио бара 
АГ “ а · » В. 


Скрећемо пажњу. да се од тврђења да је 
р' + 42+дра узајамно просто са ра 
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прво прелази на тврђење да је 
р2+4'+ра узајамно просто са рд, 
па затим, коначно, на тврђење да је 
_р-+а“ узајамно просто са рд. 
Еуклид се строго придржава садржаја 28. теореме књ. 
МП и то другог. њена дела: „ и ако су збир (у нашем слу- 
чају р: + 4" + грда) и један од бројева (рад) узајамно прости, 


онда су и првобитни бројеви (р7+4--+рд и рд) узајамно 
прости." : | 


16 Докав ове теореме. се заснива. на теореми 21. УН 
(међусобно прости су најмањи) и на теореми 20. УП (најмањи 
бројеви који су у истој размери мере остале исти број 
пута итд.). 


м У овој теореми Еуклид посматра геометриску прогре- 
сију без јединице у почетку 


а,, а, = да, , ада; =да,, ..., а,. 
Треба доказати да је немогућа пропорција 
| а,: 4» = да: Ху 
ако су а, и а, узајамно прости. Број х треба одредити као 
цео број. Ако тај број заиста постоји, онда имамо 
| а;:а, = 82::%Х, | 
и значи, према 20, 21 књ. МН, 
а, = та. 


А из услова непрекидне пропорционалности добивамо 
да је-тада и . у 
[7 ЈА = ра.. 


Према томе два броја а, и а, нису узајамно прости, а 
то је супротно претпоставци. 


:# Објаснимо ову теорему на примерима. 
"Е к 2:3=3:х 
х не постоји, јер су 2 и 3 међусобно ррости бројеви. 
2. 8:6—6:х ј 
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х не постоји, јер, без обзира на то што 8 и 6 нису узајамно 


прости бројеви; 62 = 36 није дељиво са 8. 


3. 
х =36:4 = 9. 


4:6—6:х 


; 


Није тешко ову „анализу спровести и у општем случају. 


1 у савременој аритметици одређивање четвртог про- 
порциналног броја х за три дата броја а, 6, с из пропорције 


а:бћ=<:х 


изводи се на основу обрасца • 


Х = —— 


а 


и према томе х може бити цео број само под неопходним и 
довољним условима де је производ фс дењив са а. 


Еуклид рашчлањује проучавање рог услова, не наводећи 
га у општем случају, и издваја, прво услов кад су три броја 


а, б, с непрекидно пропорционална или. нису и, друго, кад 


су,си а узајамно прости или нису. Ако испуњавање или 
неиспуњавање сваког од тих услова означимо са + или —, 
можемо саставити ову таблицу Еуклидових резултата. 


Узајамно 


Непрекидно 
пропорционални _ прости |Еуклидов резултат| Тачан резултат 
|Е а:ђб=6:с аинс 1 
о РИЕ Зависи од дс У) 
ЈИ А Мт 5 56 постоји _ | Може постојати" 
у Постоји +%). | 
2 и + – | Зависи од бс 
| постоји не постоји ' 
_ Слично као у Е 
3 | + претходном случају Зависи од бс 
411 + – Не постоји 6 постоји 


Арапске цифре означавају ред којим је Еуклид прво 
побројио те случајеве, а римске“ ред којим је био изведен 


доказ. 


: 5 
у / 
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Већ ова разноликост распореда показује да текст ове 
теореме не одговара изванредној Еуклидовој систематичности. 

Примедбе. 

») У анализи 1. односно |. случаја Буклид је допустио 
грешку. Показаћемо то на примеру. Три броја а-4, 6 = 20, 
с=25 одговарају условима тог случаја, али !. пропорција 


4:20 = 20: 25 


није тачна и 2. бројеви 4 и 25 су узајамно прости. Према томе, 

по Буклиду, не би требало да постоји четврти пропорцио- 

нални број за 4, 20, 25. Међутим, тај број је 125, јер је 
4:20 = 25: 125. 


У другом примеру (4, 15, 25) и један и други услов та- 
кође су задовољени, јер 4:15—15:25 и 4 и 25 опет су уза- 
јамно прости, али четвртог пропорционалног. целог броја 
нема као решења пропорције 


4:15=25:х. 


У првом примеру, р.с=20. 25 је дељиво са а=ф, ау 
другом Ф · с=15 · 25 није дељиво са а=4. 

Ова Еуклидова грешка је била „предмет проучавања и 
исправљања од стране више коментатора. У Буклидову из- 
вођењу тог погрешног „резултата учињена је једна претпо- 
ставка, која у ствари није на месту. 

»») Приметимо у вези са таблицом и ово. У форму- 
лисању тог резултата Еуклид прво наводи да је одређивање 
четвртог пропорционалног броја у том случају могуће. И тек пог 
сле, у току самог извођења, спецификује услов за могућност и 
„немогућност. И ово место у излагању наводи на мисао да, 
можда, неко од преписивача није добро разумео Еуклидов 
текст и почео је излагати прави садржај овог става „својим 
речима“. У прилог томе говори и то што у другим руко- 
писима има важних уметака баш у тексту овог става. 

20 Садржај ове теореме је еквивалентан са тврђењем 
да је број простих бројева бескрајно велики. Има више до- 
каза овог става у вези са састављањем формуле за просте 
бројеве. За свој докав Еуклид користи израз 

1+2-3-5-7.... ру 
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где је ра п'ти прост број, и закључује да, ако је тај број 
прост, имамо тим бројем повећани број простих бројева, а 
ако је он сложен број он се дели неким простим бројем, 
који је различит од претходних. Тиме се теорема доказује. 

При томе Буклид не улази у решавање питања да ли. 
су могући и један и други случај. За докав да су могућа 
оба случаја навешћемо, два броја: 


1+2: 3. Бо П 


1+2. аб и о 30031. 
Први број је. прост, други сложен, јер је 
30031 = 59 , 509. 


а Почев од ове па до теореме 34. имамо врло једно- 
ставне теореме с особинама парних, непарних, парно-парних, 
непарно- парних, (парно-непарних) и непарно-непарних бројева. 

23. Ако чланове геометриске прогресије означимо овако 

а,, 4; аа, « . а Фа, ба+т 
ова теорема гласи: | 
(а; - да): а = (ап ја – а): (а; + а, +  . Жал). - | 
Интересантан Еуклидов доказ. полази. од пропорције 
0 230... 5 ЗНА 
а а, "ба 
одакле се изроде пропорције 
—а Ма Баке И ара — ба 
6 а МИА “ вране 

После примене познате особине о односу збира. прет- 
ходних према збиру наредних као: сваког претходног према 
одговарајућем наредном добивамо пропорцију 

ба+1- 4, · _-—' 
а, +а, + ..: фаћ а, 


која се тражи: 
Приметимо да се из горњег обрасца лако добива 1о- 


знати образац ва збир чланова соанрн прогресије. 34- 


иста, ако означимо 
, За= +а,+: . да: 
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имамо 
Пра а (ал+1 ~ 41) | | 5 
а,— 4, · ЊУ 
ИЛИ 
пд - а 
5л=—=—, 
да- 1 


где су: а — први члан, и — последњи и д количник про- 
гресије, ; 
28 Према Еуклидовој теореми број изражен обрасцем 
пер 273, 
где је р прост број који претставља збир 
р=1+2+2+...+2-, 


је савршен број. Број у треба да буде такав да наведени 
збир буде прост број. 

Аналитички се може лако доказати да је наведени број 
п заиста савршен број. Заиста, пошто је р прост број, број | 
п има само ове делиоце: 


1,2, 237. ., 2"—2, 2 
р, гр, 23р, ..., 2", 


ако не рачунамо сам број који, по Еуклиду, није део тог 
броја. 

Покажимо да је збир б свих тих делилаца једнак самом 
броју. Заиста, 


6=1+2+2+...+2"1+р(1+2+2%+,.. +2") = 
=р+р(2—!–1), 
јер збир геометриске прогресије 
1+2+2%+...+2"72 
износи 2"-:— 1. Тако имамо да је 
о=р:2-'==. 

Доказали смо да је Еуклидов број савршен број, а да 

ли је сваки савршен број Еуклидов број — то питање остаје 


отворено. Доказано је само да се сваки Џаран савршен број 
образује према Еуклидовом обрасцу. Што се тиче непарних 
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бројева, још није пронађен ниједан непаран савршен број. 
Међутим, није-ни- доказано, бар колико је нама познато, да 
је такав број немогућ, ; „Доказано је само да ако такав број 
постоји, он је облика · ! 
п = да+1 Ра, 
где а означава прост број облика (44 + 1), а Р непаран број, 
већи од јединице, Који није. дељив са а. 
Пошто је 

1+2+224,..+92"-!=27—1, 
Еуклидов образац за савршен број се може написати и овако 

_ п=>9-1(2"–1). 


Колико је нама познато, данас су познати ови савршени 5 
бројеви: ~ 


ји 
· 


2 (22 – је б, 

2 27 (27 –1)=28, 

3 2% (25 — 1) = 496, 

4, 28 (2' – 1)=8128, _ 

5. 212 (218 — 1)=-33550336, 

6 216 (27 – 1)= 8589869056, 
7 218 (219 – 1) = 131438691328, 
8. 250 (23: –—1)= 2305843008 139952128, 
9, 960 (961 _ 1) 

10. 288 (289 1) 

11. ф106( 9107 _ 1) 

12. 2:26(2127 – 1) са 77 4880: 


Код свих ових бројева број у је прост. број. Али ва 
сваки прост број ~ Еуклидов образац не доводи до савр- 
шеног броја. Тако за у = 11 број 


21" (21: – 1) = 2096128 , 

није савршен број, јер збир | 
1+94+984+... + 210 ~ 211 – 1 = 2047 = 28 · 89 
није прост број. ЈЕ | 
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ПРЕДГОВОР 


Ова десета књига Еуклидових елемената је последња од 
четири аритметичке књиге. Остале књиге су посвећене стерео- 
метрији. У десетој књизи је изложена Еуклидова теорија ираци- 
оналних величина, углавном оних што зависе од корена квадрат- 
не односно биквадратне једначине. Насупрот свим осталим књи- 
гама Еуклидових елемената, које су и до данас сачувале своју 
улогу у науци, па чак и у настави, садржај десете књиге има 
сад само историски значај. Разлога за то има више. Пре свега 
Еуклид је у основу своје теорије ставио појам ирационално- 
сти, различит од савременог, који се показао као незгодан и 
сада је одбачен. Код Еуклида је, например, израз У2 рацио- 
налан, несамерљив по дужини са јединицом, али самерљив са 
њом у степену, квадратно. Без обзира што је то више фор- 
мална ствар, ипак је она јако утицала на неприхватљивост 
Еуклидове теорије. Затим, Еуклидово геометриско излагање, 
исувише компликовано, морало је уступити место алгебарском 
излагању, које је и једноставније и куд и камо општије. Нај- 
зад, садржај десете књиге није бмо толико у вези са праксом 
као што је то случај садржаја претходних књига. Десета 
књига је сачувана углавном због тога што је била у истом 
комплексу са другим књигама бесмртне вредности. Овакав 
положај садржаја десете књиге ипак јој не умањује значај 
изванредног историског споменика врло високе старогрчке 
математичке културе. 


Како Еуклидово геометриско излагање постаје много 
јасније у вези са алгебарским тумачењем одговарајућих ста- 
вова, дајемо и у нашем коментару, како то ради већина 
коментатора, алгебарске изразе многих ставова и доказа. 


Без' обзира на своју застарелост, Еуклидова теорија раци- 
оналних и ирационалних израза садржи још многа отворена 
питања, како са гледишта историског развитка те теорије пре 
и после Еуклида, тако и са гледишта проучавања оних основа 
на које је Еуклид стао при извођењу своје класификације 
ирационалних израза, 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Мишковић 
и Т. П. Анђелић, на чему им овде изјављујем захвалност. 


А. Б. 


ТЕКСТ 


Дефиниције: 


1. Каже се да су величине самерљиве, ако имају 
заједничку меру и да су несамерљиве, ако се не може одре- 
дити никаква њихова заједничка мера.2 


2. И дасу дужи самерљиве у степену (квадратно), 
ако се на њима конструисани квадрати мере истом површином, а 
несамерљиве кад се не може за квадрате на њима конструи- 
сане одредити никаква површина, као њихова заједничка мера.3 


3. Под таквим претпоставкама се доказује да за неку 
дату дуж постоји бескрајно много како самерљивих тако и 
несамерљивих дужи било само по дужини било и у степену. 
"И тада ћемо звати дату дуж рационалном, а дужи самерљиве 
са њом како и по дужини и у степену, тако и само у сте- 
пену рационалним а несамерљиве са њом — ирационалним. 

4. И зваћемо квадрат на датој дужи рационалним и са 
њим самерљиве површине рационалним а несамерљиве — 
„ирационалним и дужи на којима су ови квадрати — ирацио- 
налним, при чему, ако су то заиста квадрати, дужи су стране 
квадрата, а ако су то друге неке праволиниске слике, онда 
су то стране њима једнаких квадрата.5 | 


1. 


| Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веће оду- 

змемо величину већу од половине, а од остатка — већу од 
његове половине и тако поступамо непрекидно, остаће нека 
величина која је мања од дате мање величине. 

Нека су дате две неједнаке величине АВ и Г, од којих 
је АВ већа. Тврдим да ће, ако од АВ одузмемо величину 
већу од половине и од остатка — већу од његове половине 
и тако поступамо непрекидно, остати нека величина мања од Г, 
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Заиста, величина Г поновљена више пута даје једном 
величину већу од АВ. Извршимо то понављање, и нека је 
АЕ мултиплум од Г већи од АВ. Поделимо ЛЕ на делове 47, 


28, НЕ једнаке величине Г и одузмимо од АВ величину 40 


већу од половине АВ, а од Ад вели- 


А 


- - поступимо непрекидно, док број поде- 


___-___вре _ лака на АВ не а једнак роу по- 
делака на ДЕ. 

Нека је сад број поделака АК, Кв, ОВ једнак броју 
поделака 47, 28, НЕ. Пошто је ДЕ веће од АВ, и од ДЕ се 
одузима величина ЕН мања од половине ДЕ, а од АВ вели- 
чина ВО већа од половине. АВ, биће остатак НА већи од 
остатка ВА. И пошто је НА веће од ВА и од НА се одузима 
половина Н2,а од ВА величина ОК већа од половине, биће 
и остатак 47 већи од остатка АК. Али 42 је једнако Г. Значи 
и Г је веће од АК, Па према томе је АК мење од Г. 


4 


На тај начин остаје од АВ величина АК мања од дате_ 


мање величине Г. А то је требало доказати. — Слично се 
доказује, кад се одузимају половине.“ 


2. 


Две дате неједнаке величине су несамерљиве, ако при 
непрекидном одузимању мање величине од веће“ ниједан 
остатак не мери претходни 'остатак. 

Нека су АВ и ГА две не- Е Н 
једнаке величине и АВ мања, ет А ; ~: 
и нека при непрекидном оду- 
зимању мање величине од веће 
ниједан остатак не мери претходни остатак, тврдим да су 
величине АВ и ГА несамерљиве. 

Замста, ако су оне самерљиве, мери их иста величина. 
Нека их мери, ако је то могуће, и нека то буде величина Е. 
И нека АВ после одмеравања 24 даје остатак [2 мањи од 
АВ, и Г2 после одмеравања ВН даје остатак АН. мањи од 
Г2, и тако поступамо непрекидно док не остане величина 
мања од Е. Нека је.то извршено и нека је преостала вели- 
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Г ———— 


в . г _ чину ОК већу од половине Дд и тако · 


1 


чина АН мања од Е. Сад, пошто Е мери АВ, а АВ мери 47, 
значи 'Е мери Д7. Но Е мери и целу дуж ГА, значи Е мери 
и остатак Г2. А како Г2 мери НВ, Е мери и НВ, а мери ин 
целу дуж АВ, па према томе Е мери и остатак АН, — већа 
величина мери мању, а то је немогуће. Значи никаква вели- 
чина не мери АВ и Г4. Дакле величине АВ и ГД су несамер- 
љиве. 
На овај начин, две дате неједнаке величине, итд. 


3. 


Наћи за две дате самерљиве величине њихову највећу 
заједничку меру. 

Нека су дате две самерљиве величине АВ и ГА, од којих 
је АВ мања. Треба наћи за АВ и ГД највећу заједничку меру. 

Величина АВ може или да мери ГД или не. Ако она мери, 
а мери и сама себе, биће АВ заједничка мера за АВ и ГА. 
Јасно је да је она и Н > 
највећа, јер не по- — А— 
стоји величина већа = Е 5 
од АВ која мери АВ. 

Нека сад АВ не мери ГА. Тада ће при непрекидном 
одузимању мање од веће неки остатак мерити једном прет- 
ходни остатак, јер АВ и ГД нису несамерљиве. И нека АВ 
после одмеравања ЕД остави мању од себе величину РГ, и 
ЕГ после одмеравања 28 остави мању од себе величину А2, 
а А2 нека мери ГЕ. | 

Пошто сад А2 мери ГЕ, а ГЕ мери 28, мериће А2 и 
28. А оно мери ДЕ, значи А2 мери и ДЕ. А мери и ГЕ, те 
значи мери и цело ГА. Према томе је А2 заједничка мера за 
АВ и ГА. Тврдим да је она и највећа. Ако није, постоји мера 
већа од А2 која мери АВ и ГА. Нека то буде Н. Пошто 
сад Н мери АВ, а АВ мери Ед, мериће Н и Е4. А оно мери 
и цело ГА, па према томе Н мери и остатак ГЕ. Али ГЕ 
мери 28, па значи Н мери и 28. А оно мери и цело АВ, 
значи мери и остатак. А2; веће мери мање, а то је немогуће. 
Према томе не мери величина већа од А2 величине АВ и ГА. 
На овај начин је А2 највећа заједничка мера за АВ и ГА. 


——В 
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Према томе је за две дате самерљиве величине АВ и ГА 
нађена највећа заједничка мере. А то је требало доказати, 


Последица 


Из овог је јасно да, ако нека величина мери две величине, 
она мери и.њихову највећу заједничку меру.“ 


4, 


Наћи за три дате самерљиве величине њихову највећу 
заједничку меру. 
Нека су дате три самерљиве величине А, В, Г. Треба 
наћи за А, В, Г највећу заједничку меру. 
Одредимо највећу заједничку меру за две величине А 
и В. Нека то буде А. Тада Д или мери Г или не мери. Нека 
прво мери. Пошто сад А мери Г, а оно мери нА и В, значи 
| А мери А, В, Г. Према томе је 4 заједничка 


4——==—=— -- мераћд,в,Г. И јасно је да је највећа, јер 
Во не постоји величина. већа од А која мери 
Расе ћивВ. | 

4) Е,. 2 


= Нека сад ДА не мери Г. Тврдим, прво, 

да су Ги д самерљиве. Заиста, пошто су 
А, В, Г самерљиве, мери их мека величина, која, разуме се, 
мери А и В, па према томе она мери и највећу заједничку 
меру А величина А и В. А она мери и Г. Према томе наве- 
дена величина мери Ги дД,ато значи да су Ги 4 самер- 
љиве. Одредимо сад њихову највећу заједничку меру, нека. 
то буде Е. Пошто сад Е мери д,а Д мерид и В, мериће 
ЕнаА ивВ. Али Е мери и Г, па према томе Е мери А, В, Г. 
На овај начин Е је заједничка мера за А, В, Г. Тврдим да 
је она и највећа. Заиста, ако је могуће, нека постоји вели- 
чина 2, већа од Е, која мери А, В, Г. Пошто 2 мери, В,Г, 
оно мери како А, В тако и највећу заједничку меру за АивВ. 
Али највећа заједничка мера А и В је 4, па према томе 2, 
мери А. А оно мери и Г. Према томе 2. мери ГиаА, те 
значи 2 мери и највећу заједничку меру Г ид. А та мера је Е, 
значи 2 мери Е, већа величина мери мању, а то је немогуће. 
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Према томе не постоји величина већа од Е која мери А,В, Г. 
На овај начин Е је највећа заједничка мера за А, В, Г, ако 
А не мери Г, а ако мери, онда само А. 

ИМ тако је нађена највећа заједничка мера за три дате 
самерљиве величине. [А то је требало доказатиј. 


Последица 


Из овог је јасно да, ако нека величина мери три вели- 
чине, она мери и њихову највећу заједничку меру. 


На сличан начин се одређује највећа заједничка мера и 
за већи број величина, а и последица се проширује. 


5. 


Самерљиве величине су у размери једна према другој 
као број према броју. 

Нека су А и В самерљиве величине. Тврдим, да јед 
према В у размери као број према броју. 

Заиста, пошто су А и В самер- 
љиве, њих мери нека величина. Нека А в Г. 
их мери и нека то буде величинаГ. '___, 

И колико пута се Г садржи у А, исто ___-„ 

толико јединица нека буде у броју 4, 

и колико пута сегГ садржи у В, исто толико јединица нека 
буде у броју Е. 

Пошто сад Г мери А према броју јединица у 'А, а једи- 
ница мери Д према броју јединица у њему самом, то једини- 
ница мери број ДА исти број пута колико и Г мери величину 
А. Дакле Г стоји према А као јединица према А. Или, у 
обрнутој размери, А је према Г као А према јединици. Даље, 
пошто Г мери В према броју јединица у Е, а јединица мери 
Е према броју јединица у њему самом, то јединица мери број 
Е исти број пута колико и Г мери величину В. Дакле Г се 
односи према В као јединица према Е. А доказали смо да је 
и А према Г као Д према јединици. Према томе се, због 
једнакоудаљености, А односи према В као број Д према 
броју Е. 
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На овај начин су самерљиве величине Див у истој 
размери једна према другој као број А према броју Е. А то 
је требало доказати.!' 


6. 


Ако су две величине у размери једна према другој као 
број према броју, оне су самерљиве. 

А В г Нека су две величине АивВу 

Би паса - но размери једна према другој као број 

ај 05 —— 4 према броју Е. Тврдим, да су А 
и В самерљиве величине, 

Заиста, поделимо А на онолико једнаких делова колико 
је јединица у 4 и нека је један од тих делова Г. Па затим 
колико је јединица у Е, из толико делова, једнаких Г, са- 
"ставимо величину 7. 

На тај начин, колико је јединица у 4, толико пута вели- 
чина А садржи једнаких величина Г, тј. колики део јединица 
чини од А, толики и Г чини од А. Према томе је Г према А 
као јединица према 4. Али јединица мери број 4, па значи и 
Г мери А. И пошто је Г према А као јединица према броју 
4, онда, у обрнутој размери, А је према Г као број Д према 
јединици. Затим, пошто онолико колико је јединица у Е, то- 
лико је у 2 једнаких величина Г, биће Г према 2. као једи- 
ница према броју Е. А доказали смо. да је А премаг 
као А према јединици. На тај начин, због једнакоудаљености, 
_А је према 2. као ДА према Е. Али 4 је према Е као А према 
В. Али А је према В као и према 2. Значи А је према сваком 
од Ви 2 у истој размери, па према томе је В једнако 2. Али 
Г мери 2, значи оно мери и В, а мери оноги А. Према томе 
Г мери А и В. На овај начин је А самерљиво са В. 

И тако, ако су две величине у размери једна према 
другој итд. 


Последица 


| Из овог је јасно да, ако постоје два броја, рецимо, 4 
и Е и дуж, напр. А, онда се може начинити тако да буде 
број А према број Е као дуж према дужи. А ако узмемс 
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средњу пропорционалу, напр. В, одаА и 2, онда је А према 
7 као квадрат на А према квадрату на В, тј. прва стоји према 
трећој као слика на првој према сличној и слично конструин- 
саној слици на другој. Али А је према 2 као број А према 
броју Е. На овај начин смо добили да је број А према броју 
Е као квадрат на А према квадрату на В. А то је требало 
доказати.!! 


7. 
Несамерљиве величине се не налази у размери једна 
према другој као број према броју. У 
Нека су А и В несамерљиве величине. Тврдим Бо“ 


да А према В не стоји у размери броја према броју. 

Заиста, ако је А према В у размери броја према броју, 
тада је А самерљиво са В. Но то није тако. Према томе 
А не стоји према В у размери броја према броју. 

На овај начин, несамерљиве величине се не налазе итд. 


8. 


Ако се две величине не налазе у размери једна према 
другој као број према броју, те величине су несамерљиве. 
Нека се две величине А и В не налазе у размери једна 
према другој као број према броју. Тврдим да су величине 
А и В несамерљиве. | | 
А Заиста, ако су оне самерљиве, биће размера 
в А према В као број према броју. Но то није тако. 
рана Према томе су величине А у В несамерљиве. 


На овај начин, ако се две величине не налазе у раз- 
мери итд. 
ер Д 9. 

Квадрати на самерљивим дужима се налазе у размери 
квадратног броја према квадратном броју. М квадрати који 
се налазе у размери квадратног броја према квадратном броју 
имају за стране самерљиве дужи. — А квадрати на несамер- 
љивим дужима се не налазе у размери један према другом 
као квадратни број према квадратном броју. ИМ квадрати који 
се не налазе у размери један према другом као квадратни 
број према квадратном броју немају за стране самерљиве дужи. 
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Нека су А и В самерљиве дужи. Тврдим, да је размера 
квадрата на А према квадрату на В као а ја броја 
према квадратном броју. ; 

Заиста, пошто је А самерљиво са В као једна дуж са 
другом, А се налази у размери према В као број према броју. 
Нека се налазе и то као Г према 4. Пошто је А према В као Г пре- 
ма 4, онда је квадрат на А према квадрату на В у двапут вишој 
размери А према В, јер се сличне слике налазе у двапут 
вишој размери хомологних страна. А двапут виша размера 

броја Г према броју 4 је размера ква-. 


ПЕЈН 5 драта на Г према квадрату на 4. Јер за два 
Ра · квадрата постоји један средње пропорци- 
ср оналан број, а квадратни број је према 


квадратном броју у двапут вишој размери 

стране према страни. На тај начин је квадрат на А према 
квадрату на В као квадрат. на Г (број) према квадрату на 
д (број). 
"Нека се сад квадрат на А односи према квадрату на В 
као квадрат на Г према квадрату на 4. Тврдим да је дужаА 
самерљива са дужи В. 
| Заиста, пошто је квадрат на А према квадрату на В као 
квадрат на Г према квадрату на 4, али квадрат на А је према _ 
квадрату на В у двапут вишој размери од размере А према 
В, а квадрат (број) на (броју) Г према квадрату (броју) на 
(броју) А. Према томе је и А према В као (број) Г према 
(броју) А. Значи, дуж А је у размери према В као број Г 
према броју А. На овај начин дуж А је самерљива са дужи В.. 

Нека, даље, дуж А није самерљива са дужи В. Тврдим, 
да се квадрат на А не налази у размери према квадрату на 
В као квадратни број према квадратном броју. 

Заиста, ако се квадрат на А према квадрату на В налази 
у размери квадратног броја према квадратном броју, биће 
дуж А самерљива са дужи В. А то није тако. Према томе 
се квадрат на А према квадрату на В не налази у размери 
квадратног броја према квадратном броју. 

Најзад, нека се квадрат на А према квадрату на В не 
налази у размери квадратног броја према квадратном броју. 
Тврдим, да је дуж А несамерљива са дужи В. 
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Заиста, ако је А самерљиво са В, биће размера квадрата 
на А према квадрату на В као квадратни број према квадрат- 
ном броју. А то није тако. Према томе неће бити дужаА 
самерљива са дужи В. 

На овај начин, квадрати на самерљивим дужима, итд. 


Последица 


Из доказаног је јасно да су величине самерљиве по ду- 
жини увек самерљиве и у степену, а да величине самерљиве 
само у степену нису увек самерљиве и по дужини, [пошто 
се квадрати конструисани на самерљивим (по дужини) дужима 
налазе у размери квадратног броја према квадратном броју, 
тј. у размери броја према броју, они су према томе самер- 
љиве. На овај начин дужи самерљиве по дужини, самерљиве 
су не само по дужини већ и у степену. 

Даље, ако су неки квадрати један према другом у раз- 
мери квадратног броја према квадратном броју, биће они, 
према доказаном, самерљиви и по дужини и у степену из 
разлога што су квадрати у размери броја према броју. И да 
су они квадрати, који нису у размери квадратног броја према 
квадратном броју већ једноставно у размери броја према 
броју, самерљиви у степену, али не по дужини. Према томе 
величине самерљиве по дужини самерљиве су увек и у сте- 
пену, а оне самерљиве у степену нису увек самерљиве и по 
дужини, ако нису у размери квадратног броја према ква- 
дратном броју. | 

Тврдим, даље, да величине несамерљиве по дужини неће 
бити увек несамерљиве и у степену, пошто самерљиве у 
степену могу и да не буду у размери квадратног броја према 
квадратном броју, па због тога величине самерљиве у сте- 
пену мегу бити и несамерљиве по дужини. Према томе неса- 
мерљиве по дужини нису увек несамерљиве и у степену, 
већ несамерљиве по дужини могу у степену бити и самер- 
љиве и несамерљиве. 
| А несамерљиве у степену јувек су несамерљиве и по 
дужини. 'Заиста, ако су (оне самерљиве по дужини, биће 
самерљиве и у степену. Но претпостављено је да су оне 


Еуклидови елементи књ. 10 2 
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несамерљиве. А то је апсурдно. Значи несамерљиве у степену 
увек су несамерљиве и по дужиниј.2 


Лема 

У аритметикама се доказује да су слични површински 
бројеви у размери један према другом као квадратни број 
према квадратном броју и да, ако су два броја у размери 
квадратног. броја према квадратном броју, они су слични 
повр:нински бројеви. Из овог је очигледно, да површински 
бројеви, који нису слични, тј; немају пропорционалних страна, 
нису у размери квадратног бреја према квадратном броју. 
Заиста, ако би дни били у таквој размери, они би били слични 
"површинеки, а то се не претпоставља. На овај начин повр- 
шински бројеви који нису слични нису у размери један према 
другом као квадратни број према квадратном броју. 


10: 


За дату дуж наћи две несамерљиве дужи, једну небса- 
мерљиву само по дужини, а другу, несамерљиву и у стелену: 

Нека је дата дуж А. Треба наћи за А две несамервљиве 
дужи, — једну само по дужини а другу иу степену. 

Заиста, узмимо два броја Ви Г који нису у размери 
један према другом као квадратни број према квадратном · 
броју, тј. који нису слични површински бројеви, И начинимо 

Да буде В према Г као квадрат На А 

А према квадрату на А, а то смо научили. 

"На тај начин је квадрат на А самерљив. 

_ са квадратом на А. И пошто В према Г 

г није у размери као квадратни број према 

квадратном брдју, неће бити ни квадрат 

на А према квадрату на Ду размери. Кад квадратни број 

према квадратном броју. Према томе ће А бити несамерљивоб | 

са А по дужини. Узмимо за А и Д средњу прбидрцибналу Е. 

Тада је А према Д као квадрат на А према квадрату на Е, 

Али А је несамерљиво са 4 по Дужини, па ће тада и ква- 

драт на А бити Несамерљив са квадратом на Е. Према тдме 
су А и Е несамерљиве у степену. . 
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На овај начин су за дату дуж А пронађене две неса- 
мерљиве дужи А и Е, несамерљива само по дужини ДА, и 
несамерљива у степену, а очевидно и по дужини, Е. [А то је 
требало доказатиј.:“ 


П. 


Ако су четири величине пропорционалне, и прва самер- 
љива са другом, биће и трећа самерљива са четвртом, а ако 
је права несамерљива са другом, биће -и трећа несамерљива 
са четвртом. 

Нека су четири величине А, ВВ, Г,4 пропорционалне и 
то: А према В као Г према Д и нека је А самерљиво са В. 
Тврдим да је и Г самерљиво са 4. 

Заиста, ако је А самерљиво са В, биће А према В у 
размери броја према броју. А како је А према В као Г према 4, 
биће и Г према 4 у размери. 
броја према броју, а тада је Г 
самерљиво са 4. 

Нека је сад А несамерљиво са В. Тврдим да је тада 
и Г несамерљиво са 4. Заиста, пошто је А несамерљиво са В, 
размера А према В није једнака размери броја према броју. 
А како је А према В као Г према Д, неће бити ни Г према 
А у размери броја према броју, а тада је Г несамерљиво са А. 

На овај начин, ако су четири величине, итд.!“ 


ја Ва 
Г -———— 4. 


12. 


Величине самерљиве са истом величином самерљиве су 
и међу собом. 

Нека је свака од величина А и В самерљива са вели- 
чином Г. Тврдим да је и А самерљиво са В. 
Заиста, пошто је А самер- 


А ар сеје те љиво са Г, размера А премагГ 
гај — е је као број према броју. Нека 
2 — К то буде, и то као 4 према Е. 
'И А _. Даље, пошто је Г самерљиво 


са В, размера Г према В је каб број према броју. Нека и то 
буде, и то као 2 према Н. И за произвољно дате размере 
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као што је А према Е и 2 према Н, одредимо узастопне бро- 
јеве који су у датим размерама, наиме а, К, 2 и то тако 
да је А према Е као 8 према К и 2 према Н као К према А. 

Пошто је сад А према Г као А према Е, а А је према 
Е као О према К, биће и А према Г.као 8 према К. Даље, 
пошто је Г према В као 2 према Н, а 2 је према Н као Кк 
према ЛА, биће и Г према В као К према А. А и А је према 
Г као О према К. Одатле је, због једнакоудаљености, А према 
В као 8 према А. Према томе размера А према В је размера 
броја О према броју Л. Значи А је самерљиво са В. 

На овај начин, величине самерљиве са истом величином 
самерљиве су и међу собом. А то је требамо доказати.15 


~ 13. 


Ако су две величине самерљиве, а једна од њих неса. _ 


мерљива ма са којом другом величином, биће и друга неса- 
мерљива са том величином. | | 

Нека су Аип В две самерљиве вели- 
4————————— чине, а једна од њих А несамерљива са 
Ку неком величином Г. Тврдим да је и друга 
Не величина В несамерљива са Г. 


Заиста, ако је В самерљиво са Г,а и А самерљиво са 
В, биће и А самерљиво са Г, али оно је несамерљиво. А то 
је немогуће. Према томе В није самерљиво са Г. Оно је 
несамерљиво. 

На овај начин, ако су две величине, итд. 


Лема 


За две дате неједнаке дужи наћи дуж за чији квадрат 
ће квадрат веће дужи бити већи од квадрата мање. 

Нека су. дате две неједнаке дужи. АВи Г и нека је АВ 
већа. Треба наћи дуж за чији квадрат ће квадрат на АВ 
бити већи од квадрата на Г. 
| Нацртајмо на АВ полукруг АДВ и у њега уцртајмо АД 
једнако Г, па спојмо В и А. Јасно је да је угао АДВ прав и 
да: је квадрат на АВ' већи од квадрата на Ад, тј. од ква- 

драта на Г, за квадрат на 48. 
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Слично се одређује и дуж чији је квадрат једнак збиру 
квадрата две дате дужи. 

Нека су дате две дужи А4 и АВ, па треба наћи дуж | 
чији је квадрат једнак збиру крадрата на А4 и на АВ. Заиста, 
узмимо за краке правог угла А4 и дВ 
и спојмо А и В. Јасно је да је квадрат 
на АД са квадратом на АВ једнак ква- 
драту на АВ. А то је требало доказати'“. , ве 


14. 


Ако су дате четири пропорционалне дужи и квадрат прве 
је већи од квадрата друге за квадрат дужи самерљиве по 
дужини са првом дужи, биће и квадрат треће већи од ква- 
драта четврте за квадрат дужи самерљиве по дужини са тре- 
ћом. И ако је квадрат прве већи од квадрата друге за квадрат 
дужи несамерљиве по дужини са првом дужи, биће и квадрат 
треће већи од квадрата четврте за квадрат дужи несамерљиве 
по дужини са трећом. 

Нека су четири дужи А, В, Г, А пропор- 

(| ционалне и то нека буде А према В као Г 

према Д и нека квадрат А буде већи од ква- 

- 2. драта В за квадрат Е, а квадрат Г већи од 

квадрата Д за квадрат 2. Тврдим да ће, ако 

[ је А самерљиво са Е, бити и Г самерљиво са 

2, а ако је А несамерљиво са' Е, битни Г 
несамерљиво за 2. 


Заиста, пошто је А према В као Г према Д, биће и ква- 
драт на А према квадрату на В као квадрат на Г према 
квадрату на А. Но квадрат на А је збир квадрата на Е и на 
В, а квадрат на Г је збир квадрата на Д и на 2. Према томе 
је збир квадрата на Е и на В према квадрату на В као збир 
квадрата на А и на 2 према квадрату на 4. Стога, после 
одвајања, квадрат на Е је према квадрату на В као квадрат 
на 2 према квадрату на Д. Значи и Е је према В као 2 према 
ДА или, после пермутовања, В је према Е као Д према 2. Али 
и А је према В као Г према 4. Па према томе, због једнако- 
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удаљености, А је према Е као Г према 2. Ако је сад А са 
мерљиво са Е, биће и Г самерљиво са 7, а ако је Г с ~ 
љиво са Е, несамерљиво је и Г са 2. 

На овај начин, ако итд." 


15. 


Ако се "саберу две самерљиве величине, биђе и збир 
самерљив са сваком од њих, а ако је збир самерљив са јед- 
ном од њих (са једним сабирком), биће и полазне величине 
(сабирци) самерљиве. 

Образујмо збир од две самерљиве величине АВ и ВГ. 
Тврдим да је цело АГ самерљиво са сваком од величина, 
АВ и ВГ. | 
. Заиста, пошто су АВ и ВГ са- 
навео“ мерљиве, мери их нека већичина. 

илуј Нека их мери и нека је то А. Пошто 

сад величина Д мери АВ и РГ; ме- 
риће и цело АГ, а она мери АВ и ВГ.. Према томе Д мери 
АВ, ВГ и АГ. На овај начин је АГ самерљиво иса АВ и са ВГ. 

Нека је сад АГ самерљиво са АВ. пврлим, да су самер- 
љиве АВ и-ВГ. | . 

Заиста, пошто су:АГи АВ самерљиве, мери их нека 
величина. Нека их мери и нека је то 4. Пошто сад величина 
А мери ГА и АВ, она мери и остатак ВГ.,А она мери и АВг 
"Према томе Д мери АВ и РГ. према томе су АВ и ВГ 
самерљиве. 

На овај начин, ако се саберу два самерљиве величине 
итд,8 ' Миа | 


16. 


Ако се саберу две несамерљиве величине, биће и збир 
несамерљив са сваком од њих, а ако је збир несамерљив са 
једном од њих (са једним сабирком), биће и полазне величине 
(сабирци) несамерљиве. | 

Образујмо збир од две несамерљиве величине АВ и ВГ. 
Тврдим, да је цело АГ несамерљиво и са АВ и са ВГ. 
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Заиста, ако ГА и АВ нису несамерљиве, мери их нека 
иста величина. Нека их мери, ако је то могуће, и нека је то 
величина А. Пошто сад Д мери ГА и АВ, мери она и остатак 
ВГ. А она мери и АВ. Значи Д мери АВ и ВГ. Одатле 
излази да су АВ и ВГ самерљиве, али је претпо- -. | 
стављено да су оне несамерљиве. А то је немогуће. 

На тај начин не постоји величина која мери ГА и АВ. 

И према томе су ГА и АВ несамерљиве. Слично :8 
се доказује да су и АГи ГВ несамерљиве. На овај 
начин АГ је несамерљиво са сваком од величина 
АВ и ВГ. Е 


Нека је сад АГ несамерљиво са једном од АВи вВГ. 
Нека то прво буде са АВ. Тврдим да је несамерљиво и АВ 
са ВГ. Заиста, ако су самерљиве, мери их нека величина. 
Нека их мери и нека је то величина 4. Пошто сад 4 мери 
АВ и ВГ, мерићи и цело АГ. А она мери и АВ. На тај начин 
А мери ГА и АВ. Одавде излази да су ГА и АВ евмерљуве, 
али је претпостављено да су оне несамерљиве. А то је немо- 
гуће. На тај начин не постоји величина која мери АВ и ВГ. 
И према томе су АВ и ВГ несамерљиве. 

На овај начин, ако се саберу итд. 


Г 


Лема 


Ако се на дужи конструише паралелограм са квадратном 
допуном, конструисани (паралелограм) је једнак правоугаонику 
чији су стране они делови дужи који су настали услед кон- 
трукције. | 

2 Нека је на дужи АВ конструисан па- 

Цр а: | | _ ралелограм АД са квадратном допуном АВ. 

|: – 1 Тврдим да је (паралелограм) АД једнак 
правоугаонику са странама АГ и ГВ. 

То је само по себи јасно. Заиста, пошто је ДВ квадрат, 
АГ је једнако ГВ, а како је АА правоугаоник од АГ и ГА, 
биће и од АГ и ГВ. — 

На овај начин, ако се на дужи, итд.!" 


24 


1. 


Ако постоје две неједнаке дужи и ако је на већој кон- 
струншсан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 
четвртини квадрата на мањој, и дели ту дуж на делове са- 
мерљиве. по дужини, биће квадрат на већој дужи већи од 
квадрата на мањој за квадрат дужи која је самерљива по 
дужини сајвећом дужи. — И ако је квадрат на већој дужи 
већи од квадрата на мањој за квадрат дужи која је самер- 
љив по дужини са већом дужи, и на већој је конструисан 
са квадратном допуном паралелограм, који је једнак четвртини 
квадрата на мањој, он (паралелограм) ће делити већу дуж на 
делове самерљиве по дужини. | 

Нека су А(и ВГ две неједнаке дужи и ВГ је већа. 
И нека је на,ВГ конструисан са квадратном допуном пара- 

А лелограм једнак четвртини квадрата на А, 
тј. квадрату на половини А, а са странама 
ВА и АГ и нека је ВА самерљиво по дужи- 
| ни са АГ. Тврдим да је квадрат на ВГ већи 
од квадрата на А за квадрат на дужи самерљивој са ВГ. 

Заиста, преполовимо ВГ тачком Е, и одмеримо ДЕ јед- 


нако 27. Тада је остатак АГ једнак 82. И пошто је дуж ВГ_ 


подељена тачком Е на једнаке делове, а тачком АД на нејед- 
наке, биће правоугаоник са странама ВА и АГ, са квадратом 
на Е4, једнак квадрату на ЕГ. А и учетворостручени, наиме: 
четвороструки правоугаоник са странама ВА и 4Г,.са четво- 
роструким квадратом на ЕА, једнак је четвороструком квадрату 
на ЕГ. Али четвороструки правоугаоник са странама ВА и АГ 
једнак је квадрату на А, четвороструки квадрат на ДЕ једнак 
је квадрату на 42, јер је 427. двоструко ДЕ. И четвороструки 
квадрат на ЕГ једнак је квадрату на ВГ, јер је поново ВГ дво- 
струко ГЕ. И на тај начин збир квадрата на А и на А2 јед- 
нак ј2 квадрату на ВГ. Дакле, квадрат на ВГ већи је 
од квадрата на А за квадрат на 42. Треба доказати да је 
ВГ самерљиво са 42. Заиста, пошто је ВА самерљиво по 
дужини са ДАГ, биће самерљиво по дужини и ВГ са ГА, 
Али ГА је самерљиво по дужини са ГА и 87, 'јер је ГА 
једнако В27. Према томе је ВГ самерљиво по дужини са |574 
и ГА. На овај начин ВГ је самерљиво по дужини и са остат- 


Е 


25. 


ком 24. И тако је квадрат на ВГ већи од квадрата на А за 
квадрат на самерљивој дужи са ВГ. 

Нека је сад квадрат на ВГ већи од квадрата на А за 
квадрат на дужи самерљивој са ВГ, и нека је на ВГ кон- 
струнсан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 
четвртини квадрата на А, а са странама ВА и АГ. Треба до- 
казати да је ВДА самерљиво са АГ. 

Заиста, после исте припреме, на сличан начин се дока- 
зе да је квадрат на ВГ већи од квадрата на А за квадрат 
на 24. Но квадрат на ВГ је већи од квадрата на А за квад- 
рат на дужи самерљивој са ВГ. Значи ВГ је самерљиво по 
дужини и са остатком, збиром 82 са АГ. Но збир 82 са АГ 
је самерљив по дужини са ДГ. Премо томе је и ВГ самер- 
љиво по дужини са ГА. И на тај начин, после растављања, 
ВА је самерљиво по дужини са АГ. | 

На овај начин, зко постоје две неједнаке дужи, итд. 


18. 


Ако постоје две неједнаке дужи и ако је на већој кон- 
струисан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 
четвртини квадрата на мањој, и дели ту дуж на делове неса- 
мерљиве по дужини, биће квадрат на већој дужи већи од 
квадрата на мањој за квадрат на дужи која је несамерљива 
по дужини са већом дужи. — И ако је квадрат на већој дужи 
већи од квадрата на мањој за квадрат на дужи која је неса- 
мерљива по дужини са већом дужи, и ако је на већој кон- 
струнсан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 
четвртини квадрата на мањој, он (паралелограм) в;, 
ће делити већу дуж на делове несамерљиве по ду- | 
жини. . | | 

Нека су А и ВА две неједнаке дужи и ВГ већа. Е 
И нека је на ВГ конструисан са квадратном допу- | 
ном паралелограм једнак четвртини квадрата на А, | 
и са странама ВА и АГ, а ВА је несамерљиво по 
дужини са 4Г. Тврдим, да је квадрат на ВГ већи од квадрата 
на А за квадрат на дужи несамерљивој са ВГ. 

Заиста, ако урадимо оно исто што и раније, доказаћемо. 
на сличан начин да је квадрат на ВГ већи од квадрата на А 


~ 
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за квадрат на 24. Докажимо сад да је ВГ несамерљино. по 
дужини са А7. Заиста, пошто је ВА несамерљиво по дужини 
„са АГ, биће несамерљиво па дужини и ВГ са ГА. Али АГ је 
самерљиво са збиром 82 и ДГ, према. томе ВГ је несамер- 
-Љиво са збиром Ва и АГ. Биће на тај начин ВГ. несамерљиво 
по дужини и са остатком 24. Али квадрат на ВГ већи је од 
квадрата на А за квадрат на 24. На овај начин је квадрат. 
на ВГ већи од квадрата на А за квадрат на дужи 24 која је 
несамерљива са ВГ.. | | Рик 
Даље, нека је квадрат на ВГ већи од квадрата на А за 
квадрат на дужи несамерљивој са ВГ, и нека је на ВГ кдан- 
„струисан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 
"четвртини. квадрата на А, а са странама ВА и 4Г. Треба до- 
казати да је ВА несамерљиво по дужини га АГ... - 
Заиста, после исте припреме, доказује се, на сличан на- 
чин да је квадрат на ВГ већи од квадрата на А за квадрат 
на 24. Али квадрат на ВГ је већи од квадрата на А за квадрат 
на дужи несамерљивој са ВГ. Према томе ВГ је несамерљиво 
по дужини са 24. Значи ВГ је несамерљиво и са остатком _ 
"од збира В2.и ДГ. Међутим збир 82 и АГ је самерљив по 
дужини са АГ. Па према томе је ВГ несамерљиво по дужини 
са АГ. А после растављања и ВдД је несамерљиво по дужини 
"са АГ. | о 
На овај начин, ако постоје две неједнаке дужи, итд.» 


Лема 


Пошто је доказано да су дужи еамерљиве по дужини 
увек самерљиве и у степену, а самерљиве у степену нису 
увек самерљиве и по дужини, већ могу бити и самерљиве и 

_ несамерљиве по дужини, јасно је да, ако је нека дуж самер- 
љива по дужини са датом рационалном дужи, она се зове 
рационална и самерљива не само по дужини већ и у степену, 
јер су самерљиве па дужини увек самерљиве и у степену. А 
ако је нека дуж, самерљива у степену са датом рационалном 
дужи, у исто време самерљива и по дужини, она се зове 
рационална и самерљива, с њом како по: дужини тако и у сте- 
пену. Међутим, ако је нека дуж самерљива са датом рацио- 
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налном дужи у степену, али несамерљива по дужини, она се 
тада зове рационална али самерљива само у степену. 


19. 


Правоугаоник са рационалним странама које су самер- 
љиве по дужини према једном или другом од наведених на- 
чина рационалан је. 

Нека је АГ. правоугаоник са странама АВ и ВГ, које су 
самерљиве по дужини. Тврдим да ја правоугаоник АГ рацио- 
налан. 

Заиста, конструишимо на АВ квадрат АД. Квадрат А4 
је рационалан. Пошто је АВ самерљиво по дужини са ВГ, а 
АВ је једнако Ва, биће и ВА самерљиво са ВГ. И тада је 
ВА према ВГ као квадрат ДА према правоугаонику АГ. Па 
према томе је квадрат ДА самерљив са правоугаоником АГ. 
А како је квадрат ДА рационалан, биће и 


4 
правоугаоник АГ рационалан. 
На овај начин, правоугаоник са рацио- Г 
налним странама итд.= 
4 в 


20. 


Рационална површина конструисана на рационалној дужи 
има рационалну ширину, самерљиву по дужини са оном дужи, 
на којој је конструисана површина. 

- Нека рационална површића АГ, конструисана на дужи 
АВ, рационалној у раније протумаченом смислу, има ширину 
ВГ. Тврдим, да је ВГ рационално и самерљиво по дужини 


са ВА. 
Заиста, конструишимо на АВ квадрат АД; 


према томе је Ал рационално. А рационално 
је и АГ. Према томе је ДА самерљиво са АГ. 
И АА је према АГ као АВ према ВГ. Значи и 
АВ је самерљиво са ВГ. А како је АВ једнако 
ВА, биће и АВ самерљиво са ВГ. Али АВ је 
рационално, према томе је рационално и ВГ и 
самерљиво по дужини са АВ. 

На овај начин, рационална површина итд.“ 


„, 


21. 


Правоугаоник са рационалним странама самерљивим само 
у степену ирационалан је, а ирационална је и страна квадрата | 
једнаког површини правоугаоника. Нека се таква страна зове 
медијала. ; 
Нака је АГ правоугаоник са рационалним странама АВ 
и ВГ самерљивим само у степену. Тврдим, да је АГ ираци- 
оналан и страна 'њему једнаког квадрата ирационална. Нека 
се она зове медијала. ; | 
Заиста, конструишимо на АВ квадрат ДА. На овај мачин 
је АД рационално. И пошто су. АВ и ВГ несамерљиве по 
дужини, јер су самерљиве, по претпоставци 


4. само у „степену, и АВ је једнако ВА, биће и 
АВ несамерљиво по дужини са ВГ. И АВ је 
8 А _ према ВГ као АД према АГ. Биће на тај на- 


чин и ДА несамерљиво са АГ. А како је ДА 
рационално, онда је АГ ирационално. А биће 
и АГ, страна квадрата једнаког површини пра- · 
воугаоника, ирационална. И она се зове меди- 
јала. А то је требало доказати.=“ 


Г 


Лема. 

Ако постоје две дужи, биће једна према другој као 
квадрат на првој према правоугаонику са двема овим о а 
као странама. 

Нека су 2Е. и ЕН две дужи. Тврдим да је 22 према 
ЕН као квадрат на 2Е према правоугаонику са странама 
ХЕ и ЕН. | 


"Заиста, конструишимо на 2Е ква- 2 | Е Н 
дфат 42 и допунимо га са НА. И пошто је 
сад ТЕ према ЕН као 24 према АН, и. . | 
24 је квадрат на 26, а ДАН правоугаоник Па 


са странама ДЕ и ЕН, тј. са ХЕ и ЕН, Баке ТЕ према ЕН 
као квадрат на 2Е према правоугаонику. са стравама ЈЕ и 
ЕН. Исто тако је и правоугаоник са страна НЕ и Е2 према 
квадрату на Е2, тј. НА према ТА као НЕ драма Е2. А то је 
требало доказати.» 


, 
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22. 
Правоугаоник, једнак квадрату на медијали, конструи- 
сан на рационалној дужи има рационалну ширину несамер- 
љиву по дужини са дужи на којој је конструисан. 


Нека је А медијала, ГВ рационална 


_В . 
дуж, и нека правоугаоник ВА, са повр- # 
шином једнаком површини квадрата на А | 
и конструисан на ВГ, има ширину ГА. 

А 


Тврдим да је ГА рационално и самер- 
љиво са ГВ по дужини. 

Заиста, пошто је А медијала, биће правоугаоник, чија 
је површина једнака површини квадрата на А, обухваћен 
рационалним дужима, које су самерљиве само у степену. 
Нека је Н2 такав правоугаоник једнак квадрату. Али и ВА 
је правоугаоник једнак истом квадрату. Значи ВА је једнако 
Н2. А они су и са једнаким угловима. А како су код једна- 
ких паралелограма са једнаким угловима краци једнаких углова 
обрнуто пропорционални, биће пропорција: ВГ је према ЕН 
као Е2 према ГА. Према томе и пропорција: квадрат на ВГ 
је према квадрату на ЕН као квадрат на Е7. према квадрату 
на ГА. Али квадрат на ГВ је самерљив са квадратом на ЕН, 
пошто је свака од ових дужи рационална. Значи и квадрат 
на Е2 је самерљив са квадратом на ГА. А како је квадрат на 
Е2 рационалан, биће рационалан и квадрат на ГА, те према 
томе је рационална и дуж ГА. А пошто је Е2 несамерљиво 
са ЕН по дужини, јер су оне самерљиве само у степену, и 
Е7 је према ЕН као квадрат на Е2 према правоугаонику са 
странама ДЕ и ЕН, биће квадрат на Е2 несамерљив са пра- 
воугаоником са странама ХЕ и ЕН. Али са квадратом на Е7 
је самерљив квадрат на ГА, јер су они рационални у степену. 
И правоугаоник са странама АГ и ГВ је самерљив са право- 
угаоником са странама 2Е и ЕН, јер су оба једнаки квадрату 
на А. Према томе је и квадрат на ГА несамерљив са право- 
угаовиком са странама АГ и ГВ. Али квадрат на ГА је према 
правоугаонику са странама АГ и ГВ као ДГ према ГВ. Тако 
је АГ несамерљиво по дужини са ГВ. На овај начин дуж ГА 
је рационална и несамерљива по дужини са ГВ. А то је тре- 
бало доказати.2% 


Г 2 Е 


, 


23. 


Величина самерљива са медијалом је медијала. 

Нека је А медијала и нека је В таИор ава. са А. Тврдим 
да је и В медијала. 

Заиста, одмеримо рационалну дуж ГА и конструвшимо 
на ГА правоугаоник ГЕ са површином једнаком квадрату на 
А, који има ширину ЕД. Тада ће ЕД бити рационално и неса- 
мерљиво са:ГА по дужини. Конструишимо на ГА правобугао- 
ник Г2 са површином једнаком квадрату на В, која има 
ширину 47. Пошто је сад А самерљиво са. В, самерљив је 
и квадрат на А са квадратом на В. Али квадрат ва А „једнак 

је ЕГ и квадрат на В— Г2, значи ЕГ је са 

ПН ЈАН 8. мерљиво са Г27. И ЕГ је према [7 као ВА 
Г "према 42. Према томе је ЕЛ самерљивб по 
дужини са 42. Али ЕД је рационално и неса- 

мерљиво по дужини са ДГ. Према томе су 


ГА и 47. рационални и самерљиви самбо у сте: 


5 42 пењу. Али страна квадрата површине једнане 
површини правоугаоника. са странама рационалним. но самер- 


љивим само у степену је медијала. А како је В страна квадрата, 


једнаког површини правоугаоника са странама ГА и 47. 
биће В медијала.2! 


Последица 
из овог је јасно да је површина самерљива са медијалном 


површином и сама медијална [јер су стране квадрата једнаких, 
тим површинама самерљиве само у степену, и ако. је једна. . 


медијала и друга је медијалај. 


Лема 


Што је било речено о рационалним дужима, следује и 
за медијале, наиме: величина самерљива са медијалом по ду- 
жини зове се медијала и она.је самерљива са њбм не Само 
· пд дужини већ и у степену, јер су величине, које су самер. 
љиве по дужини, самерљиве и у степеву. А ако је нека ве 
личина самерљива са медијалом у степену, а самерљива и по 
дужини, Тада се обе величине "зову медијале, и то а сања 
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по дужини и у степену, а ако су самерљиве само у степену, 
тада се зову медијале самерљиве само у степену. 


24. 


Ако су стране правоугаоника медијале, самерљиве по 
дужини са раније наведеним тумачењем, правдугаоник је ме- 
дијалан. | | 

Нека су стране АВ и ВГ правоугаоника АГ медијале, а 
самерљиве по дужини. Тврдим да је (правоугаоник) 

АГ медијалан. и Е Р 

Занста, конструишимо на АВ квадрат А4. 
Тада је АД медијалан. А Пошто је АВ самерљиво 
по дужини са ВГ и АВ једнако са ВА, биће и АВ > 
самерљиво по дужини са ВГ, те према томе је и 
ДА самерљиво са АГ. Али ДА је медијалан, на 
овај начин и АГ је медијалан. А то је требало. доказати.38. 


В 


4 


25. 


Ако су стране правоугаоника медијале, самерљиве само 
у степену, биће правоугаоник или рационалан или медијалан. 

Нека су стране АВ и ВГ правоугаоника АГ медијале, а 
самерљиве само у степену. Тврдим, да је АГ или рационалан 
или медијалан. · 

Заиста, конструишимо на АВ и ВГ квадрате АД и ВЕ. 
Тада је сваки од АД, ВЕ медијалан. Одмеримо рационалну 
дуж 2 и конструишимо на 2Н правоугаоник НО, једнак 
квадрату АД, са ширином 28, а на ОМ правоугаоник МК, 
једнак правоугаонику АГ, са ширином ФК и, слично, на КМ 
конструишимо правоугаоник МАЛА, једнак квадрату ВЕ, са 
ширином КА, једнак квадрату ВЕ, са ширином КЛ. Тада су 

, 2 · ин 28, ОК, КА ва правој. Пошто је сваки 
о а — 71 од квадрата АД и ВЕ медијалан, а квад- 
| рат АД једнак је правоугаонику НО и 
квадрат ВЕ једнак правоугаонику МА, 
биће и сваки од правоугаоника НО и МА 
медијалан. А како су они конструисани 
на рационалној дужи 2, биће и свака од дужи 28 и КА 


4 ВВ 


па ЕЕ 
КЕ 
= 


[] 
к 
А. 
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рационална и несамерљива по дужини са 2. Али како је 
АД самерљиво са ВЕ, биће самерљиво и На са МА. Али НО 
је према МА. као 280 према КЛ. Па према томе биће н 78 
„самерљиво по дужини са КА. На овај начин су 28 и КА 
рационалне и самерљиве по дужини, значи и правоугаоник 
обухваћен дужима 20 и КА је рационалан. И пошто је дуж 
АВ једнака ВА, а ЕВ дужи ВГ, то је АВ према ВГ као АВ 
према ВЕ, Међутим АВ је према ВГ као ДА према АГ, па 
"према томе биће и АВ према Ва као АГ према ГЕ. Према _ 
"томе је ДА према АГ као АГ према ГЕ. Али квадрат АД 
једнак је правоугаонику НО, а правоугаоник АГ правоугао- 
нику МК и квадрат Га правоугаонику МА. На овај начин Нд 
је према МК као МК. према МА. Те, према томе, и 708 је 
према ОК као ОК према КЛ. Значи правоугаоник са странама 
28 и КЛ једнак је квадрату на ОК. Али правоугаоник са 
странама 20 и КЛ је рационалан, па ће гонда и квадрат на 
ОК бити рационалан, а то значи и дуж ОК рационална. И 
ако је она самерљива по дужини са 2, биће и правоугао- 
ник ОМ рационалан. А ако је она несамерљива по дужини са 
„ФН биће КО и ОМ рационалне; али самерљиве само_у сте- 
пену. На овај начин је правоугаоник ОМ или рационалан или 
медијалан. А како је ОМ једнако АГ, биће и правоугаоник 
АГ или рационалан или медијалан. 
На овај начин, ако су стране правоугаоника медијале, 
итд,» и | 
| 26. 

Медијална површина не може бити већа од друге меди- 
_јалне површине за неку рационалну површину. 

Заиста, нека буде, ако је то могуће, медијална површина 
АВ већа од медијалне површине АГ за рационалну површину 
„АВ, и 'нека је Е7. рационална дуж и на дужи 22 са ширином 
Ее конструисан правоугаоник 20 са површином једнаком по- 
вршини АВ, па одузмимо правоугаоник 2 једнак. правоуга- 
онику АГ. Тада је остатак ВА једнак остатку КО. А како је 
АВ рационална површина, биће рационална и површина Ка. 
Пошто је свака од површина АВ и АГ медијална, и АВ јед- 
мака 20, а АГ једнака 21, значи и свака од површина 28 и 21 је 
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медијална, а конструисана на рационалној дужи Е2. Према 
томе је свака од ВЕ и ЕН рационална и несамерљива по 
дужини са Е2. А пошто је ДВ рационална 

и једнака КО, биће и КО рационална, а кон- А 
струисана је на рационалној дужи Е2. Према = 
томе је НО рационална и самерљива по ду- 

жини са Е2. Али и ЕН је рационална и неса- 


2 
мерљива по дужини са Е2. На тај начин ЕН 
је несамерљива по дужини са НО. Међутим 
ЕН је према НО као квадрат на ЕН према " 


Г 
в 


Е 


правоугаонику са странама ЕН и НО. Па према + 


томе је квадрат на ЕН несамерљив са право- 
угаоником коме су стране ЕН и На. Али 
са квадратом на ЕН самерљиви су квадрати на ЕН и на На, јер 
су они рационални. Међутим са правоугаоником'коме су стране 
ЕН и НО је самерљив и двоструки правоугаоник са странама 
ЕНи Нд, јер је он двапут већи од њега. Према томе су квад- 
рати на ЕН и на НО несамерљиви са двоструким правоугаони- 
ком са странама ЕН и НО. А то значи-да- су заједно узети квад- 
рати на ЕН и на НО са двапут узетим правоугаоником коме су 
стране ЕН и НО — а то је квадрат на ЕД — несамерљиви 
са квадратима на ЕН и на НО. Али квадрати на ЕН и на НО 
су рационални, па према томе је квадрат на Е6 ирациона- 
лан, значи ирационална и дуж Е8, а она је и рационална. А 
то је немогуће. 

На овај начин, медијална површина не може бити већа 
од друге медијалне површине за неку рационалну површину. 
А то је требало доказати.) | 


8 


27. 


Наћи медијале, самерљиве само у степену, које су стране 
рационалног правоугаоника. 
| Узмимо две рационалне, само у степену самерљиве дужи 
А и В, конструишимо за њих средње пропорционалну дуж Г, 
и начинимо тако да се А односи према В као Г према А. 

И тада, пошто су дужи А и В рационалне и самерљиве 
само у степену, биће правоугаоник са странама А и В, једнак 
квадрату на Г, медијалан. И пошто је А према В као Г према 


Еуклидови елементи књ, 10 БЛ 
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д, а А и В су самерљиве само у степену, биће и Г самер- 
љиво са А само у степену. Али Г је медијала, значи и 4 је 
медијала. Према томе су Ги Д медијале; самерљиве само у 
степену. Тврдим да оне обухватају рационалан пра- 
воугаоник. Заиста, пошто је А према В као Г према 
д, биће, после пермутовања, А према Г као В пре- 
ма А. Међутим А је према Г као Г према В. Па 
према томе је Г према В као В према А. Одавде 
следује да је правоугаоник обухваћен дужима Г 
и А једнак квадрату на В. А како је квадрат на В 
рационалан, биће и правоугаоник обухваћен дужима Ги 
рационалан. | 

На овај начин су нађене медијале, самерљиве само у 
степену, стране рационалног правоугаоника. А то је требало 
доказати, 3! 


Би 


4 в 


28. 


Наћи медијале, самерљиве само у степену, које су стране 
медијалног правоугаоника. 

Узмимо три рационалне, само у степену самерљиве, дужи 
А, В, Г, конструишимо за А и В средње пропорционалну 
дуж А и начинимо да буде В према Е. као 4' према Е. 

Пошто су Аи В рационалне | 
дужи самерљиве само у степену, 4 р>“ 
биће правоугаоник у коме су стране В————— Бр ___. 
А и В, једнак квадрату на ДА, меди- Г ———- 7 
јалан. На овај начин Д је медијала. 
И пошто су В и Г самерљиве само у степену, и В је према 
Г као ДА према Е, биће према томе и 4 и Е самерљиве само 
у степену. А како је Д медијала, биће и Е медијала. На тај 
начин су А и Е медијале самерљиве само у'степену., Тврдим 
да је и правоугаоник, коме су оне стране, медијалан. Заиста, 
пошто је В према Г као Д према Е, биће, после пермуто- 
вања, В према Д као Г према Е. Али В је према 4'и као 4 
према А. Значи 4 је према А као Г према Е. Према томе је 
правоугаоник са странама А иГ једнак правоугаонику са 
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странама А и Е. Али правоугаоник са странама А и Г је ме- 
дијалан, па ће тада и правоугаоник са странама Д и Е бити 
медијалан. | - 

На овај начин су нађене медијале, самерљиве само у 
степену, стране медијалног правоугаоника. А то је требало 
доказати,32 


Лема ] 


Наћи таква два квадратна броја да и њихов збир буде 
квадратни број. 

Узмимо два броја АВ и ВГ, оба или парна или непарна. 
Пошто је остатак, кад се било од парног броја одузме паран 
број било од непарног броја одузме непаран број, паран број, 
остатак АГ је паран број. Преполовимо АГ тачком 


заједно са квадратом броја ГА једнак квадрату 
броја ВА. Али производ од АВ и ВГ је квадрат, пошто 
је доказано да ако. два слична површинска броја 
помножена један другим, производе нешто, оно што се добива 
биће квадрат. На овај начин су нађена два квадратна броја, 
наиме производ од АВ и ВГ и квадрат броја ГА, који, после. 
сабирања, производе квадрат броја ВА. 

И јасно је да су такође нађена два квадрата, квадрат 
броја ВА и квадрат броја ГА, од којих је.један већи од 
другог за производ АВ и ВГ, и да је тај производ исто тако 
квадрат ако су АВ и ВГ слични површински бројеви. Ако 
они нису слични површински бројеви, онда су нађена два 
квадрата, броја ВА и броја АГ, чија је разлика квадрата јед- 
нака производу АВ и ВГ, који није квадрат. А то је тре- 
бало доказати. 


4. Нека бројеви АВ и ВГ буду или слични повр- · | 
шински или квадратни, који су исто тако слични Ти 
површински бројеви. Тада је производ од АВ ивВгГ |, 


Лема Н 


Наћи два квадратна броја чији збир није квадратни број. 
Заиста, нека је производ од АВ и ВГ, како смо навели, 
квадрат и нека је број ГА паран, па преполовимо ГА тачком А. 


3» 
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Јасно је да је тада производ од АВ и ВГ, као квадрат, 
заједно са квадратом броја ГА једнак квадрату броја ВА. 
Одузмимо јединицу ДЕ. После тога је производ од АВ и ВГ 

заједно са квадратом броја ГЕ мањи од квадрата 


| · _ броја ВА. Сад тврдим да производ. АВ и ВГ, као 
а Н квадрат, заједно са квадратом броја ГЕ није квадрат. 
14 Заиста, ако је квадрат, онда је или једнак ква- 
Е1 7 драту броја ВЕ или мањи од квадрата броја ВЕ, но ни 
| у ком случају није већи, сем ако се јединица дели. 
Нека је, прво, ако је то могуће, производ од АВ и 

МЕ ВГ са квадратом броја ГЕ једнак квадрату броја 


ВЕ и неке је. НА двострука јединица ДЕ. По- 
што је цео број АГ удвостручен број ГА и АН удвостру- 
чен број ДЕ, биће и остатак НГ удвостручен остатак ЕГ. И 
према томе тачка Е полови НГ. Тада је производ од НВи 
ВГ са квадратом броја ГЕ једнак квадрату броја ВЕ. Но и 
производ од АВ и ВГ са' квадратом броја ГЕ једнак је, по 
претпоставци, квадрату броја ВЕ. Значи производ од НВи 
ВГ са квадратом броја ГЕ једнак је производу од АВ и ВГ 
са квадратом броја ГЕ. После одузимања заједничког квад- 
рата броја. ГЕ закључујемо да је АВ једнако НВ, а то је 
бесмислено. Значи. производ од АВ и ВГ заједно са квадра- 
том броја ГА није једнак квадрату броја ВЕ. Тврдим да није 
ни мањи од квадрата броја ВЕ. Заиста, нека је, ако је то мо- 
гуће, једнак квадрату 82 и нека :је ОА удвостручен број 
47. Тада излази да је ОГ удвостручен број. Г2. Значи тачка 
2 полови ГВ и из истих разлога је производ од ОВ и ВГ 
заједно са квадратом броја 21'једнак квадрату броја В2. А 
претпоставили смо да је производ од АВ и ВГ заједно са 
квадратом броја ГЕ једнак квадрату 82. Према томе је про- 
извод од ОВ и ВГ заједно са квадратом броја Г2. једнак про- 
изводу од АВ и ВГ заједно са квадратом броја Г2, а то је 
бесмислено. На овај начин производ од АВ и ВГ заједно са 
квадратом броја ГЕ неће бити мањи од квадрата броја ВЕ. 
А доказано је да није ни једнак са квадратом броја ВЕ. 
Према томе производ од АВ и ВГ заједно са квадратом броја 
ГЕ неће бити квадрат. [Без обзира на то-што се и многим 


37 


другим путевима могу пронаћи бројеви поменутих особина, 
зауставимо се на наведеном да не бисмо продужили расправу 
која је већ и без тога дуга). А то је требало доказати. 


29. 


Наћи две, само у степену самерљиве, такве рационалне 
дужи да квадрат на већој буде већи од квадрата на мањој 
за квадрат на дужи која је самерљива по дужини са већом. 

Узмимо неку рационалну дуж АВ и два таква квадратна 
броја, ГА и ДЕ, да њихова разлика ГЕ не буде квадрат; и 
нацртајмо на АВ полукруг А2В. Па начинимо тако да АГ 
буде према ГЕ као квадрат на ВА према квадрату на А2 и 
спојмо 2. са В. _ 

Пошто је сад квадрат на АВ према квадрату на А2 као 
АГ према ГЕ, значи да је размера квадрата на ВА према 


—-- 2 _ квадрату на А2 једнака размери броја АГ пре- 
4 ма броју ГЕ. Према томе је квадрат на АВ 
4 в самерљив са квадратом на А2. Но квадрат на 
| | АВ је рационалан, па према томе је рациона- 
Јони 4 лан и квадрат на А2, значи рационална и дуж 
А2. Пошто АГ према ГЕ није у размери квад- 
ратног броја према квадратном броју, ни размера квадрата 
на ВА према квадрату на А2. није једнака размери квадратног 
броја према квадратном броју. А то значи да АВ и А2 нису 
самерљиве по дужини. На овај начин АВ и А2 су рационалне али 
самерљиве само у степену. И пошто је АГ према ГЕ као квадрат на 
ВА према квадрату на А2, биће, после замене једног дела другим, 
ГА према ДЕ као квадрат на АВ према квадрату на 87. Но 
ГА је према ДЕ у размери квадратног броја према квадрат- 
ном броју. Значи и квадрат на АВ је према квадрату 
на В2 у размери квадратног броја према квадратном броју. 
Биће према томе АВ самерљиво по дужини са 82. Но квад- 
рат на АВ једнак је збиру квадрата на А2 и 28. На овај 
начин квадрат на АВ је већи од квадрата на А2 за квадрат 
на дужи 82, која је самерљива са АВ. 
На овај начин су нађене две, само у степену самерљиве, 
такве рационалне дужи ВА и А2 да квадрат на већој АВ 
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буде већи од квадрата на мањој А2 за квадрат на дужи 82, 
која је самерљива са АВ. А то је требало доказати, 


30. 
| Е 

Наћи две, само у степену самерљиве, "такве рационалне 
дужи да квадрат на већој буде већи од квадрата на мањој 
за квадрат на дужи која је несамерљива по дужини са 
већом. 

Узмимо неку рационалну дуж АВ и два таква квадратна 
броја, ГЕ и ГА, да њихов збир ГА не буде квадрат; и нацр- 


2 тајмо на АВ полукруг А2В. Па начинимо 
тако да буде АГ према ГЕ као квадрат 
на ВА према квадрату на А2 и спојмо 

и 7 ИУНо. "Дау, 
АКРЕ 4 Слично претходном“ доказује се да 


су ВА и А2 рационалне и самерљиве са- 
мо у степену. И пошто је АГ према ГЕ као квадрат на ВА | 
према квадрату на А2, биће после замене једног дела другим 
ГА према ДЕ као квадрат на АВ према квадрату на 82. Но 
„ГА према ДЕ није у размери као квадратни број према квад- 
ратном броју. Значи ни квадрат на АВ. према квадрату на 82 
није у размери као квадратни број према квадратном броју. 
На овај начин АВ је несамерљиво по дужини са 82. И 
према томе квадрат на АВ је већи од квадрата на А7. за 
квадрат на дужи 28 несамерљивој са АВ. 

На овај начин су АВ и А2 рационалне дужи, самерљиве 
сама у, степену, и квадрат на АВ је већи од квадрата на А2 
за квадрат на дужи 28, која је несамерљива са АВ. А то је 
требало доказатиз, | 


31. 


Наћи две, само у степену самерљиве, медијале тако да 
буду стране рационалног правоугаоника и да квадрат на ве- 
ћој буде већи од квадрата на мањој за квидрат на дужи са- 
мерљивој са већом. 
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Узмимо две рационалне дужи А и В, самерљиве само у 
степену, тако да квадрат на већој А буде већи од квадрата 
на мањој В за квадрат на дужи, која је самерљива 
по дужини са већом. И нека је правоугаоник са 
странама А и В једнак квадрату на Г. Но правоу- 
гаоник коме су стране А и В је медијалан, те значи 
медијалан и квадрат на Г, а сама дуж Г је медијала. Ри је 
Нека је, даље, квадрат на В једнак правоугаонику 
са странама Ги 4. Али квадрат на В је рационалан, значи 
и правоугаоник са странама Ги д рационалан. И пошто 
је А према В као правоугаоник са странама А и В према квадрату 
на В, а правоугаоник са странама А и В једнак квадрату на Г, 
усто квадрат на В једнак је правоугаонику са странама Г и А, 
биће А према В као квадрат на Г према правоугаонику са 
странама Г' и А. Но квадрат на Г је према правоугаонику са 
станама Г и Д као Г према А. И на овај начин А је према 
В као Г према А. Но А је самерљиво са В само у степену, 
па је према томе и Г самерљиво са ДА само у степену. ИГ 
је медијала, значи и д је медијала. МИ пошто је А премав 
као Г према А, и квадрат на А је већи од квадрата на В за 
квадрат дужи која је самерљива са А, биће и квадрат нагГ 
већи од квадрата на ДА за квадрат дужи која је самерљива 
са Г. 

На овај начин су нађене две медијале Г и 4, самерљиве 
само у степену, које су стране рационалног правоугаоника 
и квадрат на Г је већи од квадрата на А за квадрат на дужи 
самерљивој по дужини са Г. 

Слично се доказује и за дуж несамерљиву. са Г, ако је 
квадрат на А већи од квадрата на В за квадрат на дужи не- 
„самерљивој са А. 


32. 


Наћи две медијале самерљиве само у степену тако да 
буду стране медијалног правоугаоника и да квадрат на већој 
буде већи од квадрата на мањој за квадрат на дужи самер- 
љивој са већом. | | 

Узмимо три рационалне дужи А, В, Г самерљиве самд 
у степену и то такве да је квадрат на А већи од квадрата 
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на Г за квадратна дужи самерљивој са А, И нека је правоуга- 
оник са странама А и В једнак квадрату на А. Према томе је 
квадрат на А медијалан, а сама дуж Д је медијала. Нека је право- 

угаоник са странама Ви Г једнак 


-. У ЛН НЕ правоугаонику са странама Ди Е.И 
| Е———-—= _ пошто је правоугаоник са странама 


А и В према правоугаонику са 
странама В и Г као А према Г, а право- 
угаоник са странама А и В једнак је квадрату на д, сем тога 
правоугаоник са странама В и Г једнак је правоугаонику са 
странама ДА и Е, биће А према Г као квадрат на А према 
правоугаонику са странама Ди Е. Но квадрат на ДА према, 
правоугаонику са странама Ди Е је као Д према Е. И на 
овај начин је А према Г као А према Е. Али А је самерљиво 
са Г само у степену, те значи и А је самерљиво · са Е само 
у степену. И А је медијала, те је према томе и Е медијала. 
И пошто је А према Г као А према Е, а квадрат на А је 
већи од квадрата на Г за квадрат на дужи самерљивој са А, 
биће и квадрат на Д већи од квадрата на Е за квадрат на 
дужи самерљивој саЖд. И тврдим, да је правоугаоник обух- 
ваћен дужима А и Е медијалан.“ Заиста, пошто је правоугао- 
ник коме су стране В и Г једнак правоугаонику са странама 
А и Е, а правоугаоник са странама В и Г медијалан [јер су 
В и Г рационалне и самерљиве само у степенуј, биће и пра- 
воугаоник са странама А и Е медијалан. 

На овај начин су нађене две медијале Ди в самерљиве 
само у степену, које су стране медијалног правоугаоника и 
квадрат на већој је већи од квадрата на мањој за квадрат. 
на дужи самерљивој са 4. 

Слично се затим доказује и за несамерљиву дуж, ако 
је квадрат на А већи од квадрата на Г за квадрат на дужи 
несамерљивој са А 


Лема 


Нека је АВГ правоугли троугао са правим угломаА и 
нека је АД нормала. Тврдим, да је правоугаоник са странама 
ГВ и ВА једнак квадрату на ВА, правоугаоник. са странама 


5 


" воуглом троуглу из правог угла нормално . 
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ВГ и ГА једнак квадрату на ГА, и правоугаоник са странама 
ВА и АГ једнак квадрату на АД, и још правоугаоник са стра- 
нама ВГ и АД једнак је правоугаонику са странама ВА и АГ. 
Прво, правоугаоник са странама ГВ 
и Вл једнак је квадрату на ВА. 
Заиста, пошто је АД повучено у пра- 


на основу, биће троуглови АВА и АГ 
слични и целом троуглу АВГ и међу со- 
бом., И како је троугао АВГ сличан троуглу АВА, биће ГВ. 


„према ВА као ВА према ВА. Према томе је правоугаоник са 


странама ГВ и ВА једнак квадрату на АВ. 

Из истих разлога је и правоугаоник са странама ВГ и 
ГА једнак квадрату на АГ. 

И пошто је у правоуглом троуглу из правог угла спу- 
штена нормала на основу средња пропорционала отсечака 
основе, биће ВА према ДА као АЛ према АГ. Па је на тај 
начин правоугаоник коме су стране ВА.и АГ једнакуквад- 
рату на ДА. | 

Тврдим још и даје правоугаоник са странама ВГ и А4 
једнак правоугаонику са странама ВА и АГ. Заиста, пошто је, 
како смо навели, троугао АВГ сличан троуглу АВД, биће ВГ 
према ГА као ВА према А4 [а ако су четири дужи пропор- 
ционалне, правоугаоник на средњима је једнак правоугаонику 
на крајњима ј. На овај начин је правоугаоник од ВГ и АЛ јед- 
нак правоугаонику од ВА и АГ. А то је требало доказати. 


38. 


„Наћи такве две дужи, несамерљиве у степену, да повр- 
шина састављена од квадрата на њима буде рационална, а 
правоугаоник обухваћен тим дужима медијалан. 

Узмимо две рационалне дужи АВ и ВГ, самерљиве само 
у степену, и то такве да је квадрат на већој АВ већи од 
квадрата на мањој ВГ за ква- 
драт на дужи несамерљивој са 
јћ већом, преполовимо ВГ тачком 
2 в Е "1 А, и конструишимо на АВ па- 

ралелограм, једнак квадрату нз. 
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свакој од ВА н АГ, тако да њихова допуна буде у облику у 
квадрата; нека то буде правоугаоник са странама ДЕ и ЕВ, 
нацртајмо на АВ полукруг А 28 и повуцимо Е2 нормално на 
АВ и спојимо 2 са А и са В. 
Пошто су АВ и ВГ две неједнаке дужи и квадрат на 

АВ је већи од квадрата на ВГ за квадрат.на дужи несамер- 
-љивој са АВ, и на АВ је конструисан паралелограм са допу- 
ном у облику квадрата, једнак четвртини квадрата на ВГ, тј. 
једнак квадрату на половини ВГ, и то је правоугаоник са 
„странама АЕ и ЕВ, — биће АЕ несамерљиво са ЕВ. И како је 
АЕ према ЕВ као правоугаоник са странама ВА и АЕ према 
правоугаонику са странама АВ и ВЕ, а правоугаоник са-стра- 
нама ВА и АЕ једнак је квадрату на А2, и правоугаоник са 
„странама АВ и ВЕ једнак је квадрату на В2, биће квадрат 
на А2 несамерљив са квадратом на 28, а А7 и 28 су неса- 
мерљиве у степену. И пошто је дуж АВ рационална, биће 
рационалан и квадрат на дужи АВ. Па према томе је рацио- 
налан и збир квадрата на А2, и на 28. И пошто је, даље, 
правоугаоник са странама АЕ и ЕВ једнак квадрату на ЕХ 
га, према претпоставци, тај правоугаоник једнак је и квадрату 
на ВА, биће према томе 2 једнако ВА. Значи ВГ је дво- 
«струка дуж ДЕ. Према томе биће правоугаоник -са странама 
АВ и ВГ самерљив са правоугаоником са странама АВ и Е2. 
Но правоугаоник са странама АВ и ВГ је медијалан, па ће 
бити медијалан и правоугаоник са странама АВ и Е7. Али 
"правоугаоник са странама АВ и Е2 једнак је правоугаонику 
са странама А2.и 28. А доказано је да је рационална и повр- 
шина од квадрата на њима. | 

_ На овај начин су нађене. ове дужи, А2, и 78, такве да. 
површина састављена од квадрата на њима буде рационална, а 
правоугаоник обухваћен тим ду жима медијалан. А то је требало, 
„доказати, %9 


– 34. | 
Наћи две дужи, несамерљиве у степену, такве да повр- 


пшина састављена од квадрата на њима. буде медијална, а пра- 
„воугаоник обухваћен тим дужима рационалан. 


43 


Узмимо две медијале АВ и ВГ, самерљиве само у сте- 
пену, и то такве да обухватају рационалан правоугаоник и 
да је квадрат на АВ. већи од квадрата на ВГ за квадрат 
на дужи несамерљивој са АВ, нацртајмо на АВ полукруг 

# АДВ, преполовимо ВГ тачком Еи 

ДА конструишимо на АВ паралелограм 

5 ИЕ једнак квадрату на ВЕ са допуном 

' 7 Е у облику квадрата, наиме паралело- 

грам са странама А2 и 28. Тада је 

А7 несамерљиво по дужини са 28. Повуцимо из 2 нормалу 
24 према АВ и спојмо А са А и сав. 


5 | 


Пошто је: А7 несамерљиво са В2, биће и правоугаоник 
са странама ВА и А2, несамерљив са правоугаоником коме 
су стране АВ, 82. Но правоугаоник са странама ВА и А2 
једнак је квадрату на АЛ, а правоугаоник са странама АВ и 
87 једнак је квадрату на АВ, па је, услед тога, квалрат на 
АА несамерљив са квадратом на АВ. И пошто је квадрат на 
АВ медијалан, биће медијалан и збир квадрата на АД и на 
АВ. И пошто је ВГ удвостручено 42, биће правоугаоник са 
странама АВ и ВГ двапут већи од правоугаоника са странама 
АВ и 24. Но правоугаоник са странама АВ и ВГ је рацио- 
налан, значи и правоугаоник са странама АВ и 24 рациона- 
лан. А како је правоугаоник са странама АВ и 24 једнак 
правоугаонику са странама АД и АВ, биће и правоугаоник 
са странама АД и АВ рационалан. 


На овај начин су нађене две такве дужи АД и ДВ, не- 
самерљиве у степену, да је површина састављена од квадрата 
на њима медијална, а правоугаоник обухваћен тим дужима 
рационалан. А то је требало доказати.“! 


3 = 
~“. 


Наћи две дужи, несамерљиве у степену, такве да повр- 
шина састављена од квадрата на њима буде медијална и пра- 
воугаоник обухваћен тим дужима медијалан и, при томе, не- 
самерљив са површином састављеном од квадрата на њима. 
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Узмимо две медијале АВ и ВГ, самерљиве само у сте- 
пену и то тако да обухватају медијалан правоугаоник и да 
квадрат на АВ буде већи од квад- 
рата на ВГ за квадрат на дужи не- 
самерљивој са АВ, нацртајмо на АВ. 
Би В 1 полукруг ААВ и учинимо и све оста- 

ло као у претходном случају. 
Пошто је А7. несамерљиво по аужини са 28, биће АД 
несамерљиво са АВ у степену. И пошто је квадрат на АВ 
медијалан, биће медијалан и збир квадрата на АД и на АВ. И по- 
што је правоугаоник са странама А2, и 28 једнак квадрату на 
свакој од дужи ВЕ и ЛЕ, биће ВЕ једнако 42; значи ВГ је удво- 
стручена дуж 24, а правоугаоник са странама АВ и ВГ двапут 
већи од правоугаоника са странама АВ и 24. Но правоугао- 
ник са странама АВ и ВГ је медијалан, па је, према томе, и 
правоугаоник са странама АВ и 71 медијалан. Али он је јед- 
нак правоугаонику са странама ДА и АВ, па, према томе, ме- 
дијалан је и правоугаоник са странама. АД и АВ. И пошто је 
АВ несамерљиво по дужини са ВГ, а ВГ је самерљиво са ВЕ, 
биће АВ несамерљиво по дужини са ВЕ. На нај начин и квад- 
рат на АВ несамерљив је са правоугаоником са странама АВ 
и ВЕ. Но квадрат на АВ једнак је збиру квадрата на АЛ и 
на 24, тј. правоугаонику ча странама АДА и АВ. На овај на- 
чин је несамерљива површина збира квадрата на АД и на 48 

са површином правоугаоника са странама АДА и АВ. 

На овај начин су нађенедужи АД и АВ, несамерљиве у 
степену, такве да површина, састављена од квадрата на њима 


буде медијална, правоугаоник обухваћен тим дужима буде. 


медијалан и, при томе, несамерљив са површином саставље- 
ном од квадрата на њима.'2 


36. 


'Ако се саберу две рационалне дужи, самерљиве само у 
степену, биће цела дуж ирационална: нека се зове бино- 
мијала. | | | 

Саберимо две рационалне дужи АВ и ВГ самерљиве 
· само у степену. Тврдим да је цела дуж АГ -ирационална. 
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Заиста, пошто је АВ несамерљива са ВГ по дужини, јер 
су оне самерљиве само у степену, биће АВ према ВГ као 
правоугаоник са странама АВ и ВГ према квадрату на ВГ, 
па је, према томе, правоугаоник несамерљив са квадратом 
на ВГ. Но са правоугаоником са странама АВ и ВГ је самер- 
љив двоструки правоугаоник са странама АВ и ВГ,а са ква- 
дратом на ВГ самерљиви су квадрати на 
АВ и на ВГ заједно, јер су АВи ВГ ра- 7; Ћ т 
ционалне дужи самерљиве само у степе- 
ну. Према томе је двоструки правоугаоник са странама АВи 
ВГ несамерљив са квадратима на АВ и на ВГ. И, после са- 
стављања, двоструки правоугаоник са странама АВ и ВГ са 
збиром квадрата на АВ и на ВГ, тј. квадрат на АГ је неса- 
мерљив са површином састављеном од квадрата на АВ и на 
ВГ. Но површина састављена од квадрата на АВ и на РГ је 
рационална, те је према томе квадрат на АГ ирационалан; 
значи и дуж АГ је ирационална. Нека се она зове биномијала. 
А то је требало доказати“. 


37. 

Ако се саберу две дужи-медијале,. самерљиве само у 
степену, које обухватају рационалан правоугаоник, биће цела 
дуж ирационална. Нека се она зове прва бимедијала. 

Саберимо две медијале АВ и ВГ, самерљиве само у сте- 
пену, које обухватају рационалан правоугаоник. Тврдим да 
је цела дуж АГ ирационална. 

Заиста, пошто је АВ несамерљива са ВГ по дужини 
биће и збир квадрата на АВ и ВГ несамерљив са удвостру- 
Р ЊЕ ченим правоугаоником са странама АВ и ВГ. 
БИ после састављања квадрата на АВ и на ВГ 

са удвострученим правоугаоником са странама 
АВ и ВГ, а то је баш квадрат на АГ, биће тај квадрат неса- 
мерљив са правоугаоником са странама АВ и ВГ. Но право- 
угаоник са странама АВ и ВГ је рационалан, јер се претпо- 
ставља да АВ и ВГ обухватају рационалан правоугаоник. Зна- 
чи квадрат на АГ је ирационалан, те је, према томе, и дуж 
АГ ирационална. Нека се она зове прва бимедијала. А то је 
требало доказати." 
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38. 


Ако се саберу две дужи-медијале, самерљиве. само у 
степену, које обухватају медијалан правоугаоник, биће цела 
дуж ирационална. Нека се зове друга бимедијала. 

Саберимо две медијале АВ и ВГ, самерљиве само у 
степену, које обухватају медијалан правоугаоник. УРАН да 
је дуж АГ ирационална. 
| Занста, узмимо ранионал- 


В 
4. Г · ну дуж ДЕ и конструншимо 
4 8 Н на АЕ правоугаоник А7. шири- 
| не АН једнак квадрату на АГ. 
М Пошто је квадрат на АГ једнак 
Е 2 


збиру квадрата на АВ и на ВГ 
| | са удвострученим правоугаони- 
ком коме су стране АВ и ВГ, конструишимо на ДЕ право- 
угаоник ЕД једнак збиру квадрата на АВ и на ВГ.: Остатак 
07 биће једнак удвострученом правоугаонику са странама 
АВ и, ВГ. И пошто је свака од АВ и ВГ медијала, биће меди- 
јални и квадрати на АВ и на ВГ.'А по претпоставци је меди- 
јалан и удвостручени правоугаоник са странама АВ и ВГ. Но 
збир квадрата на АВ и на ВГ једнак је правоугаонику Ев, а 
удвостручени правоугаоник са странама АВ и ВГ једнак пра- 
воугаонику 28. Према томе је сваки од правоугаоника БЕО 
и 07, медијалан. А конструисани су.на рационалној. дужи ДЕ. 
Значи свака од дужи да и ВН рационална је и несамерљива 
_ по дужини са ДЕ. Пошто је сад АВ несамерљиво по дужини 
са ВГ и АВ је према ВГ као квадрат на АВ према правоуга- 
онику са странама АВ и ВГ, биће квадрат на АВ несамерљив 
са правоугаоником са странама АВ и ВГ. Али са квадратом 
на АВ је самерљива површина састављена од квадрата на АВ 
и на ВГ, а са правоугаоником са странама АВ и ВГ самерљив 
је удвостручени правоугаоник са странама АВ и ВГ. Према 
томе је површина састављена од квадрата на АВ и на ВГ 
несамерљива са удвострученим правоугаоником коме су стране 
АВ и ВГ..Но збир квадрата на АВ и на ВГ једнак је право. 
угаонику Ед, а двоструки правоугаоник са странама АВ и 
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ВГ једнак је правоугаонику 82. На овај начин је ЕО право- 
угаоник несамерљив са 02, те је, према томе, дуж ДО не- 
самерљива са ОН по дужини. Дакле, Дд и ВН су рационал- 
не дужи самерљиве само у степену. Стога је АН ирационал- 
на дуж. Али ДЕ је рационална дуж. Но правоугаоник обу- 
хваћен са рационалном и ирационалном дужи је ирационалан. 
Према томе је и површина А2 ирационална, а ирационална је 
и страна њој једнаког квадрата. Но страна квадрата једнаког 
површини 43 је АГ, па је према томе ирационална и дуж АГ. 
Нека се она зове друга бимедијала.“ 


39. 


Ако се саберу две дужи, несамерљиве у степену, за 
које је збир квадрата на њима рационалан, а правоугаоник 
обухваћен њима медијалан, биће цела дуж ирационална. Нека 
се она зове већа. 

Саберимо две дужи АВ и ВГ, несамерљиве у степену; 
под наведеним условима. Тврдим да је дуж АГ ирационална. 

Заиста, пошто је правоугаоник—са странама АВ и ВГ 
медијалан, биће и двоструки правоугаоник са странама АВ и 
_________- ВГ медијалан. Но збир квадрата на АВ и на 
4 В Г _ВГ је рационалан. Значи удвостручени пра- 
воугаоник коме су стране АВ и ВГ је несамерљив са збиром 
квадрата на АВ и на ВГ. Према томе је и збир квадрата на 
АВ и на ВГ заједно са удвострученим правоугаником коме су 
стране АВ и ВГ, а то је квадрат на АГ, несамерљив са збиром 
квадрата на АВ и на ВГ, [а збир квадрата на АВ и на РГ је 
рационалан |. На овај начин је квадрат на АГ ирационалан, 
те је, према томе, ирационална и дуж АГ. Нека се она зове 
„већа“,4% 


40. 


Ако се саберу две дужи, несамерљиве у степену, за 
које је збир квадрата на њима медијалан, а правоугаоник 
обухваћен њима рационалан, биће цела дуж ирационална. 
Нека се она зове „страна квадрата једнаког 
збиру рационалне и медијалне површине“. 
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Нека се саберу две дужи АВ и ВГ, несамерљиве у сте- 
пену, под наведеним условима. Тврдим да је дуж АГ ира- 


"ционална. 


Заиста, пошто је површина састављена од квадрата на 
АВ и на ВГ медијална, а удвостручен правоугаоник са стра- 
нама АВ и ВГ је рационалан, биће. збир квадрата на АВ и. 


„на ВГ.несамерљив са удвострученим правоугаоником са стра- 


нама АВ и ВГ. Па ће и квадрат на АГ бити неса- 

|4 мерљив са удвострученим правоугаоником коме су 

стране АВ и ВГ. Но удвостручени правоугаоник са 

странама АВ и ВГ је рационалан, па је квадрат на 

В АГ ирационалан. Дакле, и дуж АГ'је ирационална. 

Нека се она зове „страна квадрата, једнаког збиру 

рационалне. и медијалне површине“. А то је тре- 
бало доказати.“ 


41. 


Ако се саберу две дужи, несамерљиве у степену, за 


"које је збир квадрата на њима медијалан и правоугаоник обу- 
"хваћен њима медијалан, и при томе је правоугаоник несамер- 


љив са збиром квадрата, биће цела дуж ирационална. Нека 

се ' она зове „страна квадрата једнаког збиру две 

медијалне површине“. - | 
Саберимо две дужи АВ и ВГ, несамерљиве у степену, 


"под наведеним условима. Тврдим да је дуж АГ ирационална. 


Заиста, узмимо рационалну дуж ДЕ и конструишимо на 


ДЕ правоугаоник 47, једнак збиру квадрата на АВ и на ВГ, 


и правоугаоник Не једнак удвострученом пра- 
воугаонику са странама АВ и ВГ. Цео право- 
угаоник Дд је тада једнак квадрату на АГ. Н 5 
Пошто је површина једнака збиру квадрата 
на АВ и на ВГ медијална и једнака правоуга- 


К (2 


„онику 47, биће, према томе, и правоугаоник 4 Е 


47 медијалан. А он је конструисан на рацио- 
налној дужи ДЕ, те је, према томе, рационална 4 
и дуж АН и несамерљива по дужини са ДЕ. Из истих раз- 


„лога је рационална и дуж НК и несамерљива по дужини са 
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2, тј. са ДЕ. А пошто је збир квадрата на АВи на ВГ 
несамерљив са удвострученим правоугаоником коме су стране 
АВ и ВГ, биће несамерљив и правоугаоник А2 са правоугао- 
ником НО. Према томе је несамерљива и дуж АН са НК. 
Но оне су рационалне. Према томе су АН и НК рационалне 
и самерљиве само у степену. На овај начин је АК ирационална 
и такозвана биномијала. Но ДЕ је рационална, па је, према 
томе, АО ирационалан правоугаоник и страна једнаког му 
квадрата такође ирационална. Али страна квадрата једнаког 
правоугаонику ОД је дуж АГ. Према томе је ирационална и 
дуж АГ. Нека се зове „страна квадрата једнаког збиру две 
медијалне површине“. А то је требало доказати.“ 


Лема 


Да се наведене ирационалне дужи само на један начин 
деле на дужи, од којих се, као од сабирака, образују изне- 
сени типови ирационалности, доказаћемо после ове мале леме. 

Узмимо дуж АВ и поделимо је на нејед- 
наке делове тачкама Гил, претпостављајући 4 МЕГ Б 
да је АГ веће од АВ. Тврдим да је збир квад- 
рата на АГ и на ГВ већи од збира квадрата на АД и на АВ. 

Заиста, преполовимо АВ тачком Е. Пошто је АГ веће 
од АВ, биће, после одузимања заједничког дела АГ, остатак 
АД већи од остатка ГВ. Но АЕ једнако је ЕВ, па је према 
ДЕ мање од ЕГ. И на тај начин тачке Ги ДА нису подједнако 
удаљене од средине Е. И пошто је правоугаоник са странама 
АГ и ГВ заједно са квадратом на ЕГ једнак квадрату аа ЕВ, 
а и правоугаоник са странама АД и АВ заједно са квадратом 
на ДЕ једнак квадрату на ЕВ, биће правоугаоник са странама 
АГ и ГВ заједно са квадратом на ЕГ једнак правоугаонику 
са странама АД и АВ заједно са квадратом на ДЕ. Од ових 
је квадрат на ДЕ мањи од квадрата на ЕГ. Према томе је и 
остатак, правоугаоник са странама АГ и ГВ, мањи од право- 
угаоника са странама АД и АВ. А и удвостручени правоуга- 
оник са странама АГ и ГВ мањи је од удвострученог право- 
угаоника са странама А4 и АВ. И на тај начин остатак, збир 
квадрата на АГ и на ГВ, биће већи од збира квадрата на АД 
и на АВ. А то је требало доказати,“ 


Еуклидови елементи књ. 10 а 


42. 


Биномијала се дели на своје делове само једном тачком.5' 

Нека се биномијала АВ дели тачком Г на своје делове, 
при чему су АГ и ГВ две рационалне дужи самерљиве само 
у степену. Тврдим да се АВ не дели никаквом другом тач- 
ком на рационалне делове самерљиве само у степену: 

Заиста, ако је то могуће, нека се дели и тачком 4 и то 
тако да АД и АВ буду рационалне дужи самерљиве само у 
степену. Јасно је да АГ неће бити иста дуж као 


Бе што је АВ. Заиста, ако је то могуће, нека буде 
иста. Тада је и АД иста дуж што је и АВ. И АГ 
је према ГВ као ВА према ДА; те је, према томе, 
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АВ подељено тачком Г на исти начин као и тачком 
ЈГ А, а то се не претпоставља. Значи, АГ није исто 
што је АВ. Због тога тачке Г и ДА неће бити под- 
једнако удаљене од средине. На овај начин се оним 
| чиме се разликује збир квадрата на АГ и на ГВ од 
збира квадрата на АД и на АВ, тиме разликује и удвостру- 
чени правоугаоник са странама АД и АВ од удвострученог 
правоугаоника са странама АГ и ГВ, и то из разлога што је 
„збир квадрата на. АГ и на ГВ заједно са двоструким правоу- 
гаоником са странама АГ и ГВ и збир квадрата на АД и АВ 
заједно са двоструким правоугаоником коме су стране Ад и 48 
једнак квадрату на АВ. Но збир квадрата на АГ и на ГВ се 
разликује од збира квадрата на ДАи на АВ за рационалну 
величину, јер су оба збира рационална. И двоструки правоу- 
гаоник са странама АД и АВ се разликује од двоструког пра- 
воугаоника са странама АГ и ГВ за рационалну величину, но 
они су оба медијални. А то је бесмислено, јер медијална вели- 
чина вије већа од медијалне величине за рационалну величину. 

На овај начин се биномијала не дели једном и другом 
тачком на своје делове. Према томе она се дели само једном 
тачком. А то.је требало доказати.5! 


"В 


43. 
Прва бимедијала се дели само једном тачком. 
Нека је АВ прва бимедијала, подељена тачком Г. тако 
да АГ и ГВ буду медијале самерљиве само у степену и да 
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обухватају рационалан правоугаоник. Тврдим да се АВ не 
дели другом тачком. 

Заиста, ако је то могуће, нека се дели и тачком 4 и то 
тако да су АД и АВ медијале самерљиве само у степену и 
обухватају рационалан правоугаоник. 

Пошто се сад, оним чиме се разликује двоструки пра- 
воугаоник са странама АЛ и АВ од двоструког правоугао- 
ника са странама АГ и ГВ, тиме разликује и збир квадрата 
на АГ и на ГВ од збира квадрата на АД и на АВ, док се 
двоструки правоугаоник са странама АД и АВ разликује од 
двоструког правоугаоника на странама АГ и ГВ за рацио- 
налну величину, јер су оба рационална. Према томе се раз- 
ликује за рационалну величину и збир квадрата на АГ и на 
ГВ од збира квадрата на АД и на АВ, а они су оба меди- 
јални. А то је бесмислено. 

На овај начин прва бимедијала се не дели и једном и 
другом тачком на своје делове. Према томе она се дели само 
једном тачком. А то је требало доказати.5= 


44. 


Друга бимедијала се дели само једном тачком. 

Нека је АВ друга бимедијала, подељена тачком Г тако 
да АГ и ГВ буду медијале самерљиве само у степену и да 
обухватају медијалан правоугаоник. При томе је јасно да Г 
није средина, јер делови нису самерљиви по дужини. Тврдим 
да се АВ не дели другом тачком. 

Заиста, ако је то могуће, нека се дели и другом тачком 
А и то тако да АГ није исто што и АВ и да је АГ, по прет- 
поставци, веће. Очевидно је, 
како смо раније доказали, да 4 »аг В 


је збир квадрата на АЛ и на Е м • ж" 
ав мањи од збира квадрата 2 ||] 
на АГ и на ГВ, и да су Али 2 АН К 


АВ медијале, самерљиве само 

у степену, које обухватају медијалан правоугаоник. Узуимо 
рационалну дуж Е2 и конструишимо на Е7 правоугли пара- 
лелограм ЕК једнак квадрату на: АВ, и одузмимо правоуга- 
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оник ЕН једнак збиру квадрата ва АГ и на ГВ. Тада је оста- 
так ОК једнак двоструком правоугаонику са странама АГ и 
ГВ. Затим одузмимо правоугаоник ЕЛ једнак збиру квадрата 
на ДА и на 48, који је, како смо. доказали, мањи од збира ква- 
драта на АГ и ГВ. Тада је и остатак МК једнак двоструком 
правоугаонику са странама А4 и АВ, И пошто су квадрати 
на АГ џи на ГВ медијални, биће медијалан и правоугаоник 
ЕН, И он се конструише на рационалној дужи Е7, значи да 
је рационална и дуж Еди несамерљива по дужини са 22. 
Из истих разлога је и дуж ОМ. рационална и несамерљива 
по дужини са 27. И пошто су АГ и ГВ медијале, самерљиве 
само по дужини, биће АГ несамерљиво по дужини са ГВ. 
Но АГ је према ГВ као квадрат на АГ према правоугаонику 
са странама АГ и 'ГВ. Па према томе је квадрат на АГ неса- 
мерљив са правоугаоником коме су стране АГ и ГВ. Значи квад- 
рат на АГ је самерљив са збиром квадрата на АГ и на ГВ, 
јер су АГ и ГВ самерљиве у степену. Но двоструки право- 
угаоник са странама АГ и ГВ је самерљив са правоугаоником 
коме су стране АГ и ГВ. Према томе је збир квадрата на АГ и на 
ГВ несамерљив са двоструким правоугаоником коме су стране 
АГ и ГВ. Но збир квадрата на АГ и на ГВ једнак је право- 
угаонику ЕН, а двоструком правоугаонику са странама АГ и 
ГВ једнак је правоугаоник ОК. Према томе је ЕН несамер- 
љиво са ОК, па и БЕО несамерљиво по дужини са ОМ. А 
оне су рационалне. На овај начин су Ед и ОМ рационалне 
" дужи самерљиве само у степену. Али, ако се саберу две 
рационалне дужи самерљиве само у степену, биће целина 
(збир) ирационална, такозвана биномијала. Према томе је ЕМ · 
биномијала која се дели тачком 0. На исти нанин се дока- 
зује да су и ЕМ, ММ рационалне дужи самерљиве само у 

степену. И ЕМ је биномијала, која се дели и у једној иу | 
другој тачки, наиме у д иу М, а при томе ЕО није исто што 
је ММ, пошто је збир квадрата на АГ и на ГВ већи од збира 
квадрата на АД и на АВ. Но збир квадрата на АД и на АВ 
_је већи од двоструког правдугаоника са странама АД и АВ, 
У толико пре је и збир квадрата на АГ и на ГВ, тј, правоу- 
гаоник ЕН, већи од двоструког правоугаоника са странама 
АД и АВ, тј. правоугаоника МК. Значи Ед је већи од ММ. 
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И према томе Ед неће. бити исто. што и ММ. А то је требало 
доказати.5“ 
45. 

„Већа“ се дели само једном тачком. 

Нека је АВ „већа“ ирационалност, подељена тачком Г 
тако да АГ и ВГ буду дужи несамерљиве у степену и да 
је збир квадрата на АГ и на ГВ рационалан, а правоугаоник 
са странама АГ и ГВ медиј илви: Тврдим да се АВ не дели 
другом тачком. 

Звиста, ако је то могуће, нека се дели и "другом тачком 
А и то тако да су АД и АВ несамерљиве у степену и да је 
збир квадрата на АД и ДВ рационалан, а правоугаоник са 
странама А4 и 4В медијалан. МИ чиме се разликује | 4 
збир квадрата на АГ и на ГВ од збира квадрата 
на АЛ и на ДВ, тиме се разликује и двоструки пра- 4 
воугаоник са странама А4 и АВ од двоструког пра- | 
воугаоника са странама АВ и ГВ. А како је збир 
квадрата на АГ и на ГВ већи од збира квадрата 
на АД и АВ за рационалну величину, јер су оба В 
збира рационална, биће н двоструки правоугаоник са стра- 
нама АД и АВ већи од двоструког правоугаоника са странама 
АГ и ГВ за рационалну величину, а они су медијални. А то 
је немогуће. На овај начин „већа“ ирационалност се не' дели 
и једном и другом тачком на своје делове. Према томе она 
се дели само једном тачком. А то је требало доказати.“ 


46. 


„Страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди- 
јалне површине“ дели се само једном тачком. 
Нека је АВ „страна квадрата једнаког збиру рационалне 
и медијалне површине“, коју тачка Г дели тако да АГ и ГВ 
буду дужи несамерљиве у степену и да је збир квадрата на 
АГ и на ГВ медијалан, а правоугаоник са странама АГ и ГВ 
рационалан. Тврдим да се АВ не дели другом тачком. 
· Заиста, ако је то могуће, нека се дели и тачком 4 и то 
тако да су. дужи АД и АВ несамерљиве у степену и да је 
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збир квадрата на АД и на АВ медијалан, а двоструки пра- 
воугаоник са странама Ад и АВ рационалан. Како се сад оним, 
чиме се разликује двоструки правоугаоник са странама АГ и 
гВ од двоструког правоугаоника са странама Ади АВ, тиме 


к разликује и збир квадрата на АА п на АВ од збира 


| квадрата на АГ и на ВГ, а двоструки правоугаоник 
4 са странама АГ и ГВ је већи од двоструког пра- 
| воугаоника са. странама АЛ и АВ за рационалну 
величину, биће и збир квадрата на АД и на АВ већи 

од збира квадрата на АГ и на ГВ за рационалну вели- 

Е чину, а они су медијални. А. то је немогуће. На 


“ овај начин се „страна квадрата једнаког збиру 
рационалне и медијалне површине“ не дели једном и другом 
тачком. Према томе она се дели само једном тачком. А то је 
требало доказати. ; 


47. 


„Страна квадрата једнаког збиру две медијалне повр- 
шине“ дели се само једном тачком. 

Нека је АВ „страна квадрата једнаког збиру две меди- 
јалне површине“, која се дели тачком Г тако да су АГ и ГВ 
несамерљиве у степену и да је збир квадрата на АГ и на 
ГВ медијалан и правоугаоник са странама АГ и ГВ медијалан 
и несамерљив са збиром квадрата на њима. Тврдим да се АВ 
не дели другом тачком под наведеним условима. 

__ Заиста, ако је то могуће, нека _ „А ЕМ. к 
се дели и тачком ДА и то тако, ра- 
зуме се, да дуж АГ не буде једнака · 
са АВ, већ претпостављамо да АГ 14 
буде већа. Узмимо рационалну дуж . г- 


Е7 и конструишимо на 22. правоу- 
гаоник ЕН једнак збиру квадрата в 2 К 
на АГ и на ГВ. Тада је цео право- о АН 


угаоник ЕК једнак квадрату на АВ. Затим конструишимо. на 
27. правоугаоник ЕЛ једнак збиру квадрата на'АД и на АВ. 
Тада је двоструки правоугаоник са'странама ДА и АВ, као 
остатак, једнак остатку, правоугаонику. МК. И пошто се прет- 


55 


поставља да је збир квадрата на АГ и на ГВ медијалан, биће 
медијалан и правоугаоник ЕН. А он је конструисан на раци- 
оналној дужи Е2. Биће према томе рационална и дуж ВЕ 
и несамерљива по дужини са Е2. Из истих разлога је рацио- 
нална и дуж 6М и несамерљива по дужини са Е2. МИ пошто 
је збир квадрата на АГ и на ГВ несамерљив са двоструким 
правоугаоником коме су стране АГ и ГВ, биће и правоугаоник 
ЕН несамерљив са правоугаоником НМ. Па према томе је и 
дуж Ед несамерљива са дужи ОМ. А оне су рационалне. На 
овај начин су дужи ЕВ и 6М рационалне и самерљиве 
само у степену. Значи ЕМ је биномијала, која се дели 
тачком 0. На сличан начин се доказује да се она дели и тач- 
ком М. А при томе Ед није исто што и ММ. На овај начин 
се биномијала дели и једном и другом тачком. А то је бесми- 
слено. Према томе се „страна квадрата једнаког збиру две 
медијалне површине“ не дели и једном и другом тачком. На 
овај начин она се дели само једном тачком.5% 


Друге дефиниције 

1. Дата је рационална дуж и биномијала подељена на 
два дела тако да је квадрат на већем делу већи од квадрата 
на мањем за квадрат на дужи која је самерљива по дужини 
са већим делом. Ако је тај већи део самерљив по дужини 
са датом рационалном дужи, цела дуж се зове прва бино- 
мијала. | 

2. Ако је мањи део самерљив по дужини са датом раци- 
оналном дужи, нека се зове друга биномијала. 

3. Ако ниједан део није самерљив по дужини са датом 
рационалном дужи, нека се зове трећа биномијали. 

4. Затим, ако квадрат на већем делу буде већи од ква- 
драта на мањем за квадрат на дужи несамерљивој по дужини 
са већим делом, тада се, ако је већи део самерљив по дужини 
са датом рационалном дужи, цела дуж зове четврта 
биномијала.' ; | 

5. А ако је мањи део — пета биномијала. 

6. А ако није ниједан — шеста биномијала.7 
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48. . 


Наћи прву биномијалу. 


Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да је. размера 
њиховог збира АВ према ВГ' као квадратног броја према 


квадратном броју, а да размера према, ГА није као квадрат: . 


ног броја према квадратном броју, и узмемо неку дужа 
за рационалну и нека је Е2 самерљиво по дужини са 4. 
На тај начин и Е2 је рационално. И урадимо тако да се 
број ВА односи према броју АГ као квадрат на Е2 према 

"квадрату на 28. Како је раз- 


Ре у: ________- _ мера АВ према АГ размера броја 
Е = - + | према броју, биће и размера 
је г В квадрата нх Е2 према квадрату 


"на 2 размера броја према броју. 

Према томе ја квадрат на Е2 
самерљив са квадратом на 28. А како је Е2 рационално, 
биће рационално и 2. И,пошто ВА не стоји према АГ у 
размери квадратног броја према квадратном броју, неће бити 
ни квадрат на Е2 према квадрату на 28 у размери квадрат- 
ног броја према квадратном броју. Значи 22, је несамерљиво 
по дужини са 2. На овај начин 22 и 24 су рационалне, 
али самерљиве само у степену. Значи ЕН је бинбмијала. 


Тврдим да је прва. 
Заиста, пошто је број ВА према АГ као квадрат на 22 
према квадрату на 28, а ВА је веће од АГ, биће и квадрат 


на Е2 већи од квадрата на 28. Нека сад квадрат на Е2. . 


буде једнак збиру квадрата на 2 и на 8. И пошто је ВА 
према АГ као квадрат на Е2 према квадрату на 2, биће 
после пермутовања АВ према ВГ као квадрат на 27 према 
квадрату на 0. Али АВ је у размери према В као квадратни 
број према квадратном ·броју. Према томе и квадрат на 22. 
стеји у размери према 6' кад квадратни број према квадрат- 
ном броју. На овај начин Е2 је самерљиво по дужини са 8. 
И према томе је квадрат на Е7 већи од квадрата на 2 за 


квадрат на дужи која је самерљива са већим делом. Дужи. 


22 и 2 су рационалне и 22, је самерљиво по дужини са А 


57 


На овај начин ЕН је прва биномијала. А то је требало- 
доказати,58 


49. 

Наћи другу биномијалу. 

Узмимо два броја АГ и ГВи то твко да је размера. 
њиховог збира АВ према ВГ као квадратног броја према 
квадратном броју а да размера према АГ није као квадрат- 
ном броју, и нека буде дата рационална дуж 4 и нека је Е2. 
самерљиво по дужини са А. На овај начин и Е7 је рацио- 
нално. И урадимо тако да се број ГА односи према броју 
АВ као квадрат на Е7 према квадрату на 2. Тада је ква-- 


драт на Е2 самерљив са квадратом на 2. ја 1Е | 
Значи и 28 је рационално. И пошто број | |4 4 
ГА не стоји према броју АВ у размери 7 
квадратног броја према квадратном броју, 
неће бити ни квадрат на 27, према квадрату ка 

И 


на 24 у размери квадратног броја према 
квадратном броју. Значи Е2 је насамерљиво по дужини: 
са 21. На овај начин су дужи Е1 и 2 рационалне, али 
самерљиве само у степену.' Дакле, ЕН је биномијала. 

Треба даказати да је друга. 

Заиста, пошто се, обрнуто, број ВА односи према броју 
АГ као квадрат на Н2 према квадрату на 7Е, а ВА је веће 
од АГ, биће и квадрат на Н2 већи од квадрата на 2. Нека 
сад квадрат на Н2 буде једнак збиру квадрата ва 22. и на 6. 
На овај начин, после пермутовања, АВ је према ВГ као квад- 
рат на 2 према квадрату на 0. Али АВ је у размери према 
ВГ као квадратни број према квадратном броју. Према томе 
и квадрат на 24 стоји у размери према квадрату на 0 као- 
квадратни број према квадратном броју. На овај начин 2 
је самерљиво по дужини са 0. И према томе је квадрат на 
2Н већи од квадрата. на 2Е за квадрат на дужи која је 
самерљива са већим делом. Дужи ХН и 72 су рационалне и 
самерљиве 'по дужини са 4. 

На овај начин ЕН је друга биномијала. А то је требало- 
доказати. 5" 
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50. 


Наћи трећу биномијалу. 

Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да је размера 
њиховог збира АВ према ВГ као квадратног броја према 
квадратном броју, и да размера према АГ-није као квадрат- 
ног броја према квадратном броју и узмимо неки други, не 
квадратни, број А и нека се он не налази ни према једном 

"од бројева ВА и АГ у размери као квадратни број према 
а г в ' квадратном броју, и нека буде 
•___- к-—_ _2а.____ _ дата рационална дуж А и ура- 
2 Н е димо тако да је А'према АВ . 
ас ен као. квадрат на Е према квад- 
рату на 2. На овај начин квадрат на Е је самерљив са 
квадратом на 28. А Е је рационално, па према томе је раци- 
онално и 2. И пошто 4 не стоји према броју АВ у размери 
квадратног броја према квадратном броју, неће бити ни квад- 
рат на Е према. квадрату на 2. у размери квадратног „броја 
према квадратном броју. На овај начин Е је, несамерљиво по 
дужини са 2. Затим урадимо тако да је број ВА према броју 
АГ као квадрат на 2 према квадрату на Нд. Тада је квад- 
рат на 21 самерљив са квадратом на Нд. А кад је 21 
рационално, биће рационално и НО. И пошто „ВА не стоји 
_у размери према АГ као квадратни број према квадратном 
броју, неће бити ни квадрат на 24 према квадрату на бдН у 
размери квадратног броја према квадратном броју. Значи 28 
је несамерљиво по дужини са Не. На овај начин су 2 и Но 
рационалне, али самерљиве само у степену. Дакле, 20 је би- 
номијала. | | Е | 

Тврдим да је трећа. с 

· Заиста, пошто је ДА према АВ као квадрат. на Е према 
квадрату на 2, а ВА је према АГ као квадрат на 2 према 
квадрату на НО, биће, због једнакоудаљености, А према АГ | 
као квадрат на Е према квадрату на Нд, Али А према АГ 
није у размери квадратног, броја према. квадратном броју, па 
неће бити ни квадрат на Е према квадрату на Нд у размери 
квадратног броја према квадратном броја. На овај. начин Е 
је несамерљиво по дужини са Нд. И пошто је ВА према АГ 
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као квадрат на 24 према квадрату на Нд, биће квадрат на 
21 већи од квадрата на Нд. Нека је сад квадрат на 2Н јед- 
нак збиру квадрата на Нд и на К. Значи, после пермутовања, 
АВ је према ВГ као квадрат на 2Н према квадрату на К. 
Али АВ је у размери према ВГ као квадратни број према 
квадратном броју. Тада је и квадрат на 28 у размери према 
квадрату на К као квадратни број према квадратном броју. 
На овај начин 2 је несамерљиво ло дужини са К. И према 
томе је квадрат на 28 већи од квадрата на Не за квадрат 
на дужи која је самерљива са већим делом. Дужи 2Н и НО 
су рационалне самерљиве само у степену и: ниједна од њих 
вије самерљива по дужини са Е. 
На овај начин, 20 је трећа биномијала. А то је требало 
доказати.“ 
51. 


Наћи четврту биномијалу. 

Узмимо два броја АГ и ГВ ито тако да размера АВ ни према 
ВГ ни према АГ није размера квадратног броја према квадратном 
броју, и нека буде дата рационална дуж 4 и нека је Е7 са- 
мерљива по дужини са 4Д. На тај начин је и Е27 рапнонално, 
И урадимо тако да се број ВА тако односи према 
броју АГ као квадрат на Е2 према квадрату на 
2. Тада је квадрат на Е7 самерљив са квадра- ја 
том на 2. Значи и 2 је рационално; И пошто 
број ВА не стоји према АГ у размери квадрат- 
ног броја према квадратном броју, неће бити ни - 15 
квадрат на Е2 према квадрату на 2 у размери | 
квадратног броја према квадратном броју. И зна- 8 
чи Е2 је несамерљиво по дужини са 24. На овај начин су 
„ Е2 и 28 рационалне, али самерљиве само у степену. Значи 
Е2. је биномијала. | | 

Тврдим да је четврта. 

Заиста, пошто је ВА према АГ као квадрат на Е2 према 
квадрату на 2 (ВА је веће од АГ), квадрат на Е27 је већи 
од квадрата на 2. Нека је сад квадрат на Е2 једнак збиру 
квадрата на 2 и на д. На овај начин после 'пермутовања, 
број АВ је према ВГ као квадрат на Е2 према квадрату на 


А Е 


| 
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8. Али АВ није у размери према ВГ као квадратни број према 
квадратном броју, неће бити ни квадрат на Е2 према квад= 
рату на 6 у размери квадратног броја према квадратном 
броју. Па значи Е7 је несамерљиво по дужини са 8. И према 
томе је квадрат на 22 већи од квадрата на Н2 за квадрат 
на дужи која је несамерљива са већим делом. Дужи Е2 и 
2 су рационалне и самерљиве само у степену, и 22. је 
самерљиво по дужини са А. 

На овај начин, ЕН је четврта СноНИјила; Ме је тре- 
бало доказати“. | 


59. 
Наћи пету биномијалу. | 
„Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да размера АВ 


према_ сваком од њих није размера квадратног броја према 
квадратном броју, и нека буде Дата рационал- 


| 5 · на дуж 4 и нека'је Е2 самерљиво (по дужини) 
пре |, са А. На тај начин и Е2 рационално: И ура- 
а димо тако да се број ГА односи према АВ 
| _ као квадрат на Е7 према квадрату на 2Н. 

је | Како број ГА није у размери према броју АВ 


Ш: као квадратни. број према квадратном броју, 

неће бити ни-квадрат на 22 према квадрату 
на 2 у размери квадратног броја према' квадратном броју.. 
На овај начин су Е2 и 24 рационалне, али ЧИ рљи само 
у степену. "Значи ЕН је МАН 

Тврдим да је пета. : 

Заиста, пошто је ГА према АВ каб квакре на Е2 према 
квадрату на 2, биће, обрнуто, ВА. према АГ као квадрат 
на 2 према квадрату на 76; Према томе је квадрат на Н2 
већи од квадрата на 22. Нека је сад квадрат на Н27 једнак 
збиру квадрата на Е2 и на 0. Значи, после пермутовања, 
број АВ је према ВГ као квадрат на Н2' према квадрату на 
0. Али АВ није у размери према ВГ кад квадратни број према 
квадратном броју. Неће бити ни. квадрат на 21 према квад- 
рату на 0 у размери квадратног броја према квадратном 
броју. Значи 2 је несамерљиво пд-дужини са 67. Према тдме 
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је квадрат на 21 већи од квадрата на 2 за квадрат на дужи 
која је несамерљива са већим делом. Дужи Н; и ХЕ су 
рационалне и самерљиве само у степену и мањи део Е2 је 
самерљив по дужини са датом рационалном дужи А. 

На овај начин, ЕН је пета биномијала. А то је требало 
доказати.“ 
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Наћи шесту биномијалу. 
Узмимо два броја АГ и ГВ ито тако да 


[4Т Т размера АВ према сваком од њих није размера 
| |4јЕ квадратног броја према квадратном броју. Нека 
| | | А буде неки број који није квадратан и који 
| |“ се не налази ни према једном од бројева ВА 
"В 1 и АГ у размери квадратног броја према квад- 

зН јк ратном броју, и нека буде дата рационална 


дуж Е, и урадимо тако да је ДА према АВ као 
в · квадрат на Е према квадрату на 2. Према 
томе је квадрат на Е самерљив са квадратом 
на 2Н. А како је Е рационално, биће и 2 рационално. И пошто 
се Д према АВ не налази у размери квадратног броја према 
квадратном броју, неће бити ни квадрат на Е према квадрату 
на 28 у размери квадратног броја према квадратном броју. 
На овај начин Е је несамерљиво по дужини са 2. Урадимо 
затим тако да ВА буде према АГ као квадрат на 2 према 
квадрату на 09. Тада је квадрат на 248 самерљив са квад- 
ратом на ОР. Значи квадрат на ОН је рационалан, а према 
томе је рационално и ОН. И пошто се ВА према АГ не на- 
лази у размери квадратног броја према квадратном броју, 
неће бити ни квадрат на 2Н према квадрату на Нд у раз- 
мери квадратног броја према квадратном броју. На овај 
начин 21 је самерљиво по дужини са Н6. Дужи 2 и НО 
су рационалне, али самерљиве само у степену. Значи 20 је 
биномијала, | 
Треба доказати да је шеста. 
Заиста, пошто је А према АВ као квадрат на Е према 
квадрату на 28 и ВА према АГ као квадрат на 2 према 
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квадрату на НО, биће, због једнакоудаљености, А према АГ 
као квадрат на Е према квадрату на Н0. Али А према АГ 
се не налази у размери квадратног броја према квадратном 


броју, те неће бити ни квадрат на Е према квадрату на Но . 


у размери квадратног броја.према квадратном броју: Према 
томе је Е несамерљиво по дужини са 40. А доказано је да 


је оно несамерљиво по дужини и са 2. На овај начин је | 


свака од 28 и НО несамерљива по дужини са Е. И пошто 
је ВА ·према АГ као квадрат на 24 према квадрату на 8, 
биће квадрат на 21 већи од квадрата на НО. Нека сад квад- 
рат на 28 буде једнак збиру квадрата на Нд и на К. Значи, 
после пермутовања, АВ према ВГ биће кад, квадрат на 2 
према квадрату на К. Али АВ према ВГ није у размери 
квадратног броја према квадратном броју. Дакле, неће бити 
ни квадрат на 24 према квадрату на К у размери квадратног 
броја према квадратном броју. Значи 2 је несамерљиво по 
дужини са К. И према томе је квадрат на 2 већи од квад- 
рата на НО за квадрат на дужи која је несамерљива са већим 
делом. Дужи 2 и НО су рационалне и самерљиве само у 
степену, и ниједна од њих' није самерљива по дужини са 
датом рационалном дужи Е. 

На овај начин, 2 је шеста биномијалад. А то је требало 
доказати.“ | 


Лема 


Нека су АВ и ВГ два квадрата. Поставимо их тако да 
АВ и ВЕ буду у истој правој. Биће тада и 28 у истој пра- 
вој са ВН. Па допунимо паралелограм АГ. Тврдим да је АГ 
квадрат, и да је правоугаоник АН средња пропорционала за 
квадрате АВ и ВГ и правоугаоник АГ средња пропорционала 
за квадрате АГ и ГВ. | | 

Заиста, пошто је АВ једнака 82, и ВЕ једнака ВН, биће 
и цела ДЕ једнака целој 2. Но ДЕ једнако је свакој од Ад 
и КГ, а 2 једнако свакој од АК и ОГ. Значи свака од Ад 
и КГ једнака свакој од АК и ОГ. Према томе је АГ једнако- 
страни паралелограм, а он је и правоугли. Значи АГ је ква- 
. драт. 
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Пошто је 28 лрема ВН као АВ према ВЕ, али 28 је 
према ВН као АВ према АН, а АВ је према ВЕ | 
као АН према ВГ и на тај начин је АВ према К Н_г 
АН као АН према ВГ. Значи АН је средња „ Е 
пропорционала за АВ и ВГ. | 

| Тврдим још да је и АГ средња пропор- 
ционала за АГ и ВГ. 

Заиста, пошто је АД према АК као КН према НГ, јер 
је свака једнака свакој, биће, после додавања, АК прека КА 
као КГ према ГН, али АК је према КА као АГ према ГА, а 
КГ је према ГН као АГ према ГВ и, на тај начин, је АГ према 
АГ као АГ према ВГ. Значи АГ је средња пропорционала за 
АГ и ГВ. А то је требало и доказати.“ 


54. 


, 

Ако су рационална дуж и прва биномијала стране неког 
правоугаоника биће страна квадрата са површином једнаком 
том правоугаонику ирационална, и то биномијала. 

Нека је површина АГ обухваћена рационалном дужи АВ. 
и првом биномијалом АД. Тврдим да је страна квадрата са 
површином једнаком АГ ирационална, и то биномијала. 

Заиста, пошто је АД прва биномијала, поделимо је тачком 
Е на два рационална дела и нека АЕ буде већи део. Јасно 
је да су АЕ и ЕД рационалне и самерљиве само у степену 
и да је квадрат на АЕ већи од квадрата на ЕЛ за квадрат 
на дужи која је самерљива по дужини са ДЕ и да је АЕ са- 
мерљиво по дужини са АВ коју смо изабрали као рационалну. 


Преполовимо ЕЛ тачком 2. И пошто: 


А НЕ Б- 4 
; је квадрат на АЕ већи од квадрата на 
| | | | | ЕД за квадрат на дужи која је самер- 
в "век а Г Љива по дужини са АЕ, онда, ако се 
Бо = на већој АЕ конструиши правоугаоник, 
са квадратном допуном, једнак четвр- 
м Ки = тини квадрата на мањој, тј. квадрату 


| на 22, тај правоугаоник ће делити дуж 
АЕ на делове самерљиве са њом. Кон- 

> 0 струишимо сад на АЕ правоугаоник 
једнак квадрату на Е2 са странама једнаким АН и НЕ. Биће 
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тада АН самерљиво по дужини са ЕН. И повуцимо из тачака 
Н, Е, 2 паралелно свакој од АВ и ГА праве НО, ЕК, 74. 
Даље, конструишимо квадрат 2М једнак правоугаонику Ад 
и квадрат МП једнак правоугаонику НК и то тако да стране 
ММ и МЕ буду на истој правој. Тада су на истој правој и. 
стране РМ и МО. И допунимо паралелограм УП. Биће тада 
УП квадрат. И пошто је правоугаоник са странама АН и НЕ 
једнак квадрату на Е2, онда је АН према 22. као 2Е према 
ЕН. И на тај начин Ад је према ЕЛ као ЕЛ према КН. Према 
томе је ЕЛ средња пропорционала за Аб и НК. Али Ад је 
једнако УМ, а НК једнако МП. Због тога је ЕЛ средња прд- 
· порционала за УМ и МП. Али средња пропорционала за УМ 
и МП је такође и МР. На овај начин је ЕЛ једнако МР, а 
једнако и О. Једнак је и збир Ад и НК збиру ХМ и МП. 
Дакле цело АГ једнако је целом УП, тј. квадрату на МЕ. 
Значи МЕ је страна квадрата једнаког површини АГ. 


Тврдим да је МЕ биномијала. 


Заиста, пошто је АН самерљиво са НЕ, биће АЕ самер- 
љиво са сваким од АН и НЕ, А претпостављено је да је и ЛЕ 
самерљиво са АВ. Према томе АН и НЕ су самерљиви са 
АВ. А како је АВ рационално, биће рационално и свако од 
АН и НЕ, а рационално је и свако од Аби НК, и Ад је 
самерљиво са НК. Али дд је једнако 2М, а НК — МП, па 
су према томе, УМ и МП, тј. квадрат на. ММ и квадрат на 
МЕ, рационални и самерљиви. И пошто је АЕ несамерљиво 
по дужини са ЕД, али АЕ је самерљиво са АН и АЕ са- 
мерљиво са 22, биће АН самерљиво са Е2, па значи и АО 
несамерљиво са ЕЛ. Али је Ад једнако 2М, а ЕЛ једнако МР, · 
па је због тога и 2М несамерљиво са МР. Но 2М је према 
МР као ОМ према МР. Значи и ОМ је несамерљиво са МР. 
Али ОМ је једнако ММ и МП једнако МЕ, па према томе је и 
ММ несамерљиво с МЕ. И квадрат на ММ је самерљив са квад- 
ратом на МЕ и сваки је рационалан. Значи ММ и МЕ су ра- 
ционални и самерљиви само у степену. 


На овај начин је М5 биномијала и једнака страни квад- 
рата једнаког површини АГ. А то је требало доказати,“ 
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55. 


Ако су рационална дуж и друга биномијала стране не- 
ког правоугаоника, биће страна квадрата са површином јед- 
наком том правоугаонику ирационална и то прва бимедијала. 

Нека је површина АВГА обухваћена рационалном дужи 
АВ и другом биномијалом АЛ. Тврдим, да је страна квадрата 
са површином једнаком АВГА прва бимедијала. 

Пошто је АД друга биномијала, | 


поделимо је тачком Е на делове и' 4 = Е ои 
нека већи део буде АЕ. На овај на- | | | |. 
чин су дужи АЕ и ЕЛ рационалне и в - дин ава 
самерљиве само у степену и квад- Е 

рат на АЕ већи од квадрата на ЕЛ Ре наИ 
за квадрат на дужи која је самер- || У Е 
љива са АЕ и да је мањи део ЕД | 
самерљив по дужини са АВ. Препо- | | 
ловимо ЕЛ тачком 2 и конструи- < Б-— 


шимо на АЕ правоугаоник, са квад- 

ратном допуном, једнак квадрату на Е2 са странама АН и 
НЕ. Биће тада АН самерљиво по дужини са НЕ. И повуцимо 
из тачака Н, Е, 2 праве Но, ЕК 2Л паралелне са АВ и ГА. 
Даље, конструишимо квадрат 2М једнак правоугаонику АО 
и квадрат МП једнак правоугаонику НК и то тако да стране 
ММ и МЕ буду на истој правој. Тада ће на истој правој бити 
и стране РМ и МО. ИМ допунимо квадрат 2П. Јасно је из 
раније доказаног да је МР средња пропорционала за ХМ и 
МП и да је једнака површини ЕЛ и да је АГ. једнако повр- 
шини квадрата на М2. Треба доказати да је МЕ прва биме- 
дијала. Пошто је АЕ несамерљиво по дужини са Е4, а ЕД 
самерљиво са АВ, биће АЕ несамерљиво са АВ. И пошто је 
АН самерљиво са АВ, биће и АЕ самерљиво са сваким од . 
АН и НЕ. Но АЕ је несамерљиво по дужини са АВ. Према 
томе су АН и НЕ несамерљиве са АВ. На овај начин су ВА, 
АН, НЕ рационалне самерљкве само у степену. Због тога је 
свака од површина Абд и НК медијална, а према томе и сваки 
од квадрата је медијалан, а њихове стране ММ и МЕ меди- 
јалне. И пошто је АН самерљиво по дужини са НЕ, самерљиво 
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је и АО са НК, тј. ХМ са МП, тј. квадрат на ММ са квадратом на 
МЕ [ па према томе је МН самрљиво са МЕ у степену ]. И пошто 
је АЕ несамерљиво по дужини са ЕД, а АЕ је самерљиво са 
АН, и ЕД самерљиво са Е7, биће АН несамерљиво са Е2. 
А према томе и А несамерљиво са ЕЛ, тј. ХМ са МР, тј. 
ОМ са МР, тј. ММ несамерљиво по дужини са НЕ. А дока- 
зали смо да су ММ и: МЕ и медијале и самерљиве у степену. 
На овај начин су ММ и МЕ медијале самерљиве само у сте- 
пену. Тврдим да оне обухватају рационалну површину. Заиста, 
пошто се претпоставља да је АЕ, самерљиво са сваком од 
АВи Е2, биће самерљива и Е2, са ЕК. И свака од њих је 
рационална. На овај начин је рационална и површина Ел, тј. 
МР. Али МР је површина са странама ММ и МЕ. А ако се 
саберу две медијала, самерљиве само у степену, које обу- 
хватају рационалну површину, биће и цела дуж ирационална 
и то прва бимедијала. 
На овај начин је МЕ прва бимедијала,5% 


56. 


Ако су рационална дуж и трећа биномијала стране неког 
правоугаоника, биће страна квадрата са површином једнаком 
том правоугаонику ирационална и то друга бимедијала. · 

Нека је површина АВГА обухваћена рационалном дужи 
АВ и трећом. биномијалом АЛ подељеном на делове тачком 
Е, при чему је већи део АЕ. Тврдим, да је страна квадрата 

са површином једнаком АВГА ирацио- 
4 НЕ 2 4 нална и то друга бимедијала. Е 
| Заиста, извршимо исте конструк- 
ције као и раније. Пошто је Ад тре- 


- 4 Је ла ћа биномијала, биће АЕ и ЕЛ рацио- 
| П. · налне дужи самерљиве само у степену, 

М| ен и квадрат на АЕ већи од квадрата на 
ЕА за квадрат на дужи која је самер- 

љива са АЕ и ниједан део од АЕ и ЕД 

није самерљив по дужини са АВ. Тада 


се, слично претходном, доказује да је 
МЕ страна квадрата са површином јед- 
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наком површини АГ и дасу ММ и МЕ медијале самерљиве 
само у степену. Па према томе је МЕ бимедијала. 

Треба доказати да је она друга бимедијала. 

Пошто је ДЕ несамерљиво по дужини са АВ, тј. са ЕК, 
а АЕ је самерљиво са 22, биће Е7 несамерљиво по дужини 
са ЕК. Но оне су рационалне. Значи, дужи 7Е и ЕК су 
рационалне самерљиве само у степену. Према томе је меди- 
јална површина ЕЛ, а н МР. Али правоугаоник МР има 
стране једнаке ММ и МЕ. Према томе је медијалан и право- 
угаоник са странама ММ и МЕ. 

На овај начин је М= друга бимедијала. А то је требало 
доказати," 


57. 


Ако су рационална дуж и четврта биномијала стране 
неког правоугаоника, биће страна квадрата са површином 
једнаком том правоугаонику ирационална и то такозвана 
„већа“. 

Нека је површина АГ обухваћена рационалном дужи АВ 
и четвртом биномијалом АЛ, подељеном на делове тачком 
Е, при чему је већи део АЕ. Тврдим, да је страна квадрата 
са површином једнаком АГ ирационална и то такозвана „већа“, 

Заиста, пошто је АЛ четврта биномијала, биће АЕ, Е4 
рационалне дужи самерљиве само у степену и квадрат на 

АЕ већи од квадрата на ЕЛ за квадрат 

РК НЕ 2 2 на дужи, која је несамерљива са ДЕ, и 
| | | АЕ самерљива по дужини са АВ. Пре- 
ЕН. половимо ДЕ тачком 2 и конструиши- 
мо на АЕ паралелограм са странама 
АН и НЕ једнак површини квадрата | 
на Е2; тада је АН несамерљиво по 
дуживи са НЕ. Повуцимо паралелно 
са АВ праве На, ЕК и 24 и урадимо 
и све остало као и раније. Јасно је да 
је МЕ страна квадрата једнаког повр- 
шини АГ. Треба доказати да је М: ирационална дуж, тако- 
звана „већа“. Пошто је АН несамерљива по дужини са ЕН, 
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биће и површина АД несамерљива са НК, тј. ХМ са МП. Пре- 
ма томе су ММ и МЕ несамерљиве у степену. И пошто је 
АЕ самерљиво по дужини са АВ, биће АК рационална повр- 
шина. А како је она једнака збору квадрата на ММ и МЕ, 
рационалан је према томе и збир квадрата на ММ и МЕ. И 
пошто је АЕ несамерљиво по дужини са АВ, тј. са ЕК, али 
АЕ је самерљиво са Е2, биће. Е2 несамерљиво по дужини 
са ЕК. На овај начин су ЕК и Е2 рационалне и самерљиве 
само у степену. Према томе је површина ЛЕ, тј. МР, меди- 
јална. А обухваћена је она са ММ и МЕ, па због тога је ме- 
дијална и површина правоугаоника са странама ММ и МЕ. И. 
збир квадрата на ММ и МЕ је рационалан, ММ и МА су не- 
самерљиве у степену. Но ако се саберу две дужи, несамер- 
_ љиве у степену, а збир квадрата на њима је рационалан, а 
правоугаоник обухваћен њима медијалан, биће цела дуж ира- 
ционална, такозвана „већа“, ј 

На овај начин, М5 је рационална, такозвана „већа“; ква- 
драт на њој је једнак површини АГ. А то је требало дока- 
зати,%8 

58. 

Ако су рационална дуж и пета биномијала стране неког 
правоугаоника, биће страна квадрата са површином једнаком 
„том правоугаонику такозвана „страна квадрата једнаког збиру 
рационалне и медијалне површине“. | 

Нека је површина АГ обухваћена рационалном дужи АВ 
и петом биномијалом АД, подељеном на. делове тачком Е, при 
чему је већи део АЕ. Тврдим, да је страна квадрата са по-“ 
вршином једнаком АГ ирацаонална и такозвана „страна квад- 
рата једнаког збиру рационалне и медијалне површине“. 

Заиста, извршимо исте конструкције као и раније. Јасно 
је да је МЕ страна квадрата са површином једнаком АГ. 
Треба доказати да је то „страна квадрата једнаког, збиру рацио- 
налне и медијалне површине“. Заиста, пошто је АН несамер- 
љиво са НЕ, биће и Ад несамерљиво са дЕ, тј. квадрат на 
ММ са квадратом на МЕ, а ММ и МЕ биће дужи несамер- 
љиве у степену. А пошто је АЛ пета биномијала и њен 
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мањи део је ЕЛ, биће ЕД самерљиво по дужини са АВ. Но 
АЕ је несамерљиво са ЕЛ. Према томе је и АВ несамерљиво 


по дужини са АЕ [ВА и АЕ су рацио- 
налне и самерљиве само у степенуј. 
Значи површина АК, збир квадрата на 
ММ и на МЕ, медијална је. И пошто је 
АЕ самерљиво по дужини са АВ, тј. са 
ЕК, а ДЕ је самерљиво са Е2, биће 
и Е7. самерљиво са ЕК, а ЕК и рацио- 
нално. Према томе је рационална и 
површина ЕЛ, тј. МР, тј. површина 
са странама ММ и МЕ. На овај начин 
су ММ и МЕ несамерљиве у степену, 


збир квадрата на њима медијалан, а правоугаоник обухваћен 


њима рационалан. 


На овај начин дуж МЕ је страна квадрата једнаког збиру 
рационалне и медијалне површине и страна квадрата једнаког 
површини АГ. А то је требало доказати,' 


59. 


Ако су рационална дуж и шеста биномијала стране не- 

ког правоугаоника, биће страна квадрата са површином јед- 
наком том правоугаонику такозвана 

НЕ 2 2 „страна квадрата једнаког збиру две 


медијалне површине“, 
Нека је површина АВГА обухва- 


33 1_—_ 
В ФК А Т  ћена рационалном дужи АВ и шестом 
Р_п биномијалом АД подељеном на делове 
М || тачком Е, при чему је већи део АЕ. 
У | Тврдим да је страна квадрата са повр- 
| | шином једнаком АГ такозвана „страна 
х | квадрата једнаког збиру две медијалне 


површине“. 


Заиста, извршимо исте конструкције 


као и раније. 


Тада је јасно да је МЕ страна квадрата са површином једна- 
ком АГ и да су ММ и МЕ несамерљиве у степену. И пошто 
је ЕА несамерљива по дужини са АВ, биће ЕД и АВ рацио- 
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налне и несамерљиве само у степену. Према томе је меди- 
јална површина АК, збир квадрата на ММ и на МЕ. Даље, 
пошто је ЕД несамерљива по дужини са АВ, биће несамер- 
љива и дуж ХЕ са ЕК. На тај начин су 2ХЕ и ЕК рацио- 
налне и самерљиве само у степену. Према томе је површина 
ЕЛ медијална, а то значи да је медијална и површина МР, 
правоугаоника са странама ММ и МЕ. А пошто је АЕ неса- 
мерљиво са 227, биће несамерљива и површина АК са повр- 
шином ЕЛ. Но АК је збир квадрата на ММ и на М2,а ЕЛ је 
правоугаоник са странама ММ и МЕ. Према томе су неса- 
мерљиви збир квадрата на ММ и на МЕ и правоугаоник са 
странама ММ и МЕ. ИМ сваки од њих је медијалан. М дужи 
ММ и МЕ су несамерљиве у степену. ~ 


На овај начин, М2 је страна квадрата једнаког збиру 
две медијалне површине и страна квадрата једнаког повр- 
шини АГ. А то је требало доказати.79 


(Лема 


Ако је нека дуж подељена на неједнаке делове, збир 
квадрата на тим деловима је већи од двоструког правоуга- 
оника обухваћеног тим неједнаким деловима. 


Нека је АВ дуж подељена на неједнаке делове тачком 
Г и нека је АГ већи део. Тврдим да је збир квадрата на АГ 
и на ГВ већи од двоструког правоугаоника коме су 


А АГиИГВ стране. 


· Преполовимо АВ тачком А. Пошто је сад: дуж 


| подељена тачком А на једнаке делове, а тачком Г на 
КЕ неједнаке, биће правоугаоник са странама АГ и ГВ 
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томе је правоугаоник са странама АГ и ГВ мањи од 
квадрата на А. Па значи и двоструки тај исти правоугаоник 
је мањи од удвострученог квадрата на АД. Но збир квад- 
рата на АГ и на ГВ једнак је удвострученом збиру квадрата 
на АД и на АГ. На овај начин збир квадрата на АГ и на ГВ 
је већи од двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ. 
А то је требало доказати.":] 


са квадратом на ГА једнак квадрату на АЛ. Према 
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60. 


Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 
има површину једнаку површини квадрата на биномијали, 
његова ширина је прва биномијала, 

Нека је АВ биномијала подељена тачком Г тако да је 
већи део АГ; одмеримо рационалну дуж ДЕ и конструишимо 
на АЕ паралелограм ДЕХН, коме је ширина АН, једнак квад- 
рату на АВ. Тврдим, да је АН прва биномијала. Е 

Заиста, конструншимо на ДЕ правоугаоник ДАО једнак 
квадрату на АГ и правоугаоник КЛ једнак квадрату на ВГ. 

Тада је остатак М2 једнак двострукој 

К !|_н површини правоугаоника са странама АГ 

| | | и ГВ. Преполовимо МН тачком М и нека 
| . и; 


је МЕ паралелна свакој од МА и Н7. Тада 
– | је свака од површика МЕ и М2 једнака 
А ЈИ ов једанпут узетом правоугаонику са стра- 
нама АГ и ГВ. И пошто је АВ биномијала подељена тачком 
Г, биће АГ и ГВ рационалне самерљиве само у степену. 
Према томе су и квадрати на АГ и на ГВ рационални и самер- 
љиви међу собом. На тај начин и збир квадрата на АГ и на 
ГВ је самерљив са квадратима на АГ и на ГВ, па је, значи, 
збир квадрата на АГ и на ГВ рационалан. И једнак је тај 
збир правоугаонику АЛ. Према томе је рационалан и право- 
угаоник 4. А исти је конструисан на рационалној дужи ЛЕ, 
због тога је рационална и АМ и самерљива по дужини са 
АЕ. Затим, пошто су АГ и ГВ рационалне и самерљиве само 
у степену, биће двапут узети правоугаоник са странама АГ 
и ГВ, тј. правоугаоннк М2, медијалан. И он се конструише 
на рационалној дужи МА, значи да је рационална и дуж МН 
и несамерљива по дужини са МА, тј. са ДЕ. А и МА је ра- 
ционална и самерљива по дужини са ДЕ. Због тога је АМ 
несамерљива по дужини са МН. А оне су рационалне. На 
овај начин, АМ и МН су рационалне, самерљиве само у сте- 
пену, и АН је, стога, биномијала. 
Треба доказати да је прва. 
Пошто је за квадрат на АГ и на ГВ средња пропорци- 
онала правоугаоник коме су стране АГ и ГВ, биће и за до 
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и КА средња пропорционала МЕ. Но 46 је према МЕ као 
МЕ према КА, тј. АК је према ММ као ММ према МК. Значи 
правоугаоник са странама АК и КМ једнак је квадрату на 
ММА. И пошто је квадрат на АГ самерљив са квадратом на 
ГВ, биће самерљива и површина А0 са површином КА. Тада 
је и дуж АК самерљива са КМ. И пошто је збир квадрата 
на АГ и на ГВ, већи од двоструког правоугаоника коме су 
стране АГ и ГВ, биће и АЛ веће од М7. Због тога је и дуж 
АМ већа од: МН. И правоугаоник са странама АК и КМ јед- 
нак је квадрату на ММ, тј. четвртини квадрата на МН, и АК 
је самерљиво са КМ. Но постоје две ·-неједнаке дужи и на 
већој је конструисан паралелограм са квадратном допуном 
једнаком четвртини квадрата на мањој и ако је он се дели 
на самерљиве делове, биће квадрат на већој дужи већи од 
квадрата на мањој за квадрат на дужи, која је самерљива 
са већом. На овај начин, квадрат на АМ је већи од квадрата 
на мањој МН за квадрат на дужи самерљивој са АМ. И АМ 
и МН су рационалне дужи и ДАМ, већи део, биће самерљив 
по дужини са дужи ДЕ, узетој за рационалну. 

На ова начин АН је прва биномијала. А то је требало 
доказати.7= | 

61. 

Ако правоугаоник конструисан на рационалној дужи 
има површину једнаку површини квадрата на првој бимеди- 
јали, његова ширина је друга биномијала. 

Нека је АВ прва бимедијала подељена тачком Г на две 
медијале тако да је већа АГ; одмеримо рационалну дуж ДЕ 


и конструишимо на ДЕ паралелограм ДЕН, коме је ширина | 


АН, једнак квадрату на: АВ. Тврдим да је АН друга биномијала. 
| Заиста, извршимо исте конструкције 
АЕ" као и раније. И пошто је АВ прва биме- 
| | | | дијала подељена тачком Т, биће АГ и ГВ 
Е ал = 2 · две медијале, самерљиве само у степену, 
га: које обухватају рационалан правоугаоник. 

Биће према томе и квадрати на АГ и на 
ГВ медијални. Тада је и правоугаоник АЛ медијалан. А кон- 


струише се на рационалној дужи ДЕ. Значи рационална је и 
дуж МА и несамерљива по дужини са ДЕ. Затим, пошто је рацио- 
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налан и двоструки правоугаоник са странама АГ и ГВ, биће 
рационална и површина М2. А како је конструисана на раци- 
оналној дужи МА, биће рационална и МН и самерљива по 
дужини са МА, тј. са АЕ. Према томе је АМ несамерљива 
по дужини са МН. А оне су рационалне. На овај начин, АМ 
и МН су рационалне самерљиве само у степену, а то значи 
да је АН биномијала. . | 

Треба доказати да је друга. 

Заиста, пошто је збир квадрата на АГ и на ГВ већи од 
двоструког правоугаоника коме су стране АГ и ГВ, биће 
већа и површина ДАЛА од површине М2. А то значи и дуж 
АМ већа од дужи МН. И пошто је квадрат на АГ самерљив 
са квадратом на ГВ, биће самерљива и површина 40 са повр- 
шином КА. Па према томе, је самерљива и дуж АК са КМ. 
И правоугаоник са странама АК и КМ једнак је квадрату на 
ММ. Значи квадрат на АМ је већи од квадрата на МН за 
квадрат на дужи која је самерљива са АМ. И дуж МН је 
· самерљива по дужини са ЛЕ. 

Према томе, АН је друга биномијала.73 


62. 


Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 
има површину једнаку површини квадрата па другој бимеди- 
јали, његова ширина је трећа биномијала. 

Нака је АВ друга бимедијала подељена тачком Г на две 
медијале тако да је већа АГ. Одмеримо рационалну дуж ДЕ 
и конструишимо на АЕ паралелограм 42, коме је ширина ДАН, 
јаднак квадрату на АВ. Тврдим да је АН трећа биномијала. 

Заиста, извршимо исте конструкције као и раније. 
'И пошто је АВ друга бимедијала подељена тачком Г, биће 
АГ и ГВ две медијале, самерљиве само у степену, које обу- 
хватају медијалан правоугаоник. Према 


Ј | а км Мо н 
томе је медијалан и збир квадрата на АГ | а 
и на ГВ; и једнак је површини АЛ. Значи | | | | 
и ова површина је медијална. А конструни- _Е вл. = 7 
сана је на рационалној дужи ДЕ. Према Р. син 


томе је рационална и дуж МА и неса- 
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мерљива по дужини са АЕ. Мз истих разлога рационална је 
и дуж МН и несамерљива по дужини са МА, тј. са ДЕ. 
Значи рационална је свака од дужи АМ и МН и несамер- 
љива по дужини са ДЕ. И пошто је АГ несамерљиво по 
дужини са ГВ, а АГ је према ГВ као квадрат на АГ према 
правоугаонику са странама АГ и ГВ, биће несамерљив и ква- 
драт на АГ са правоугаоником коме су стране АГ и ГВ. Према 
томе и збир квадрата на АГ и на ГВ је несамерљив са дво- 
струким правоугаоником на АГ и на ГВ, тј. површина АЛ са 
површином М2. А тада су несамерљиве и дужи АМ и МН. 
А оне су рационалне. На овај начин, АН је биномијала. 


Треба доказати да је трећа. 


Слично претходном закључујемо да је АМ већа од МН, 
да је АК самерљива са КМ, и да је површина правоугаоника 
са странама АК и КМ једнака квадрату на ММ. Значи, ква- 
драт на АМ је већи од квадрата на МН за квадрат на дужи 
која је самерљива са АМ. И ниједна од АМ и МН неће бити 
самерљива по дужини са ДЕ. 

На овај начин, АН је трећа биномијала. А то је требало 
доказати.“ 


63. 


Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 
има површину једнаку површини квадрата на „већој“ биме- 
дијали, његова ширина је четврта биномијала. 

Нека је АВ „већа“ подељена тачком Г тако да је АГ 
већи део од ГВ, да је ДЕ рационална и да паралелограм А2 
једнак квадрату на АВ, конструисан на 


ада = зен АЕ, има ширину АН. Тврдим да је АН 
| ЊЕ ЈЕ четврта биномијала. 

2 ва = у Заиста извршимо исте конструкције 
а ин као и раније. МИ пошто је АВ „већа“ 


подељена тачком Г, биће АГ и ГВ неса- 
мерљиве у степену, збир квадрата на њима рационалан, 
а правоугаоник са таквим странама медијалан. Пошто је 
сад збир квадрата на АГ и на ГВ рационалан, због тога је 
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рационална и површина АЛ, а услед тога је рационална и дуж 
АМ и самерљива по дужини са ДЕ. Затим, пошто је медија- 
лан двоструки правоугаоник са странама АГ и ГВ, тј. повр- 
шина М2, а конструисан је на рационалној дужи МА, биће 
рационална и МН и несамерљива по дужини са ДЕ. А и АМ 
је несамерљива по дужини са МН. Према томе су АМ и МН 
рационалне самерљиве само у степену. На овај начин је АН 
биномијала. 


Треба доказати да је четврта. 

Слично претходном се доказује да је АМ веће од МН 
и да је правоугаоник са странама АК и КМ једнак квадрату 
на ММ. И пошто је сад квадрат на АГ несамерљив са ква- 
дратом на ГВ, биће и површина АД несамерљива са КА. 
Због тога је и дуж АК несамерљива са КМ. Но ако постоје 
две неједнаке дужи и ако је на већој конструисан са квад- 
ратном допуном паралелограм, који је једнак четвртини квад- 
рата на мањој, и дели ту дуж на делове несамерљиве 
по дужини, биће квадрат на већој дужи већи од 
квадрата на мањој за квадрат на дужи која је несамерљива 
по дужини са већом дужи. Према томе је квадрат на АМ 
већи од квадрата на МН за квадрат: на дужи која је неса- 
мерљива са АМ. И дужи АМ и МН су рационалне и самер- 
љиве само у степену. М АМ је самерљива са изабраном 
рационалном дужи ДЕ. 

На овај начин, АН је четврта биномијала. А то је тре- 
бало доказати.75 


64. 


Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 
има површину једнаку квадрату на „страни квадрата једнаког 
збиру рационалне и медијалне површине“, његова ширина је 
пета биномијала. 

Нека је АВ „страна квадрата једнаког збиру рационалне 
и медијалне површине“, подељена тачком Г на дужи и нека 
је АГ већа дуж, и одмерена је рационална дуж ДЕ, и нека 
паралелограм А2, једнак квадрату на АВ, конструисан на дЕ, 
има ширину АН. Тврдим да је АН пета биномијала. 


То 


Извршимо исте конструкције као и раније. Пошто је 
сад АВ „страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди- 
јалне површине“, подељена тачком Г, 
7105] биће АГ и ГВ несамерљиве у степену, 
4 али збир квадрата на њима медијалан, а 
о виа = # правоугаоник са таквим странама рацио- 

ни налан. Пошто је сад збир квадрата на 
АГ и на ГВ медијалан, биће медијална 
и површина АЛ, Према томе је АМ рационална и несамер- 
љива по дужина са ЛЕ. Затим, пошто је двоструки право- 
угаоник са странама АГ и ГВ, тј. површина М2 рационална, 
рационална је н дуж МН и несамерљива са АЕ. Према томе 
АМ је несамерљива са МН. На овај начин, дужи АМ и МН 
су рационалне, самерљиве само у степену. А то значи да је 
АН биномијала. 

Тврдим да је пета. 

Заиста, слично се доказује да је правоугаоник са стра- 
нама АК и КМ једнак квадрату на ММ, и да је АК несамер- 
љива по дужини са КМ. Значи квадрат на АМ је већи од 
квадрата на МН за квадрат на дужи, која је несамерљива са 
АМ. И дужи АМ и МН (рационалне) самерљиве су само у 
степену и мања, МН, самерљива је по дужини са ДЕ. 

На овај начин, ХН је пета биномијала. А то је требало 
доказати.“ 


65. 

Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 
има површину једнаку квадрату на „страни квадрата једна- 
ког збиру две медијалне површине“, његова ширина је шеста 
биномијала. 

Нека је АВ, „страна квадрата јед- 
наког збиру две медијалне површине“, 4 4 ЕОНН. 
подељена тачком Г, АЕ је рационална дуж | | | 
и на ДЕ је конструисан паралелограм 47, | 
једнак квадрату на АВ са ширином АН. | | 
Тврдим, да је АН шеста биномијала. 4 Го ов 

Извршимо исте. конструкције као и раније. Пошто је 
АВ, „страна квадрата једнаког збиру две медијалне површине“, 
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подељена тачком Г, биће АГ и ГВ несамерљиве у степену, 
збир квадрата на њима медијалан и правоугаоник са таквим 
странама медијалан, а збир квадрата на њима је несамерљив 
са наведеним правоугаоником. Према томе је на основу до- 
казаног, свака од површина ДЛ и М2 медијална. И оне су 
конструисане на рационалној дужи ДЕ. Према томе је свака 
од АМ и МН рационална и самерљива са ДЕ. И пошто је 
збир квадрата на АГ и на ГВ несамерљив са двоструким 
правоугаоником са странама АГ и ГВ, биће несамерљива и 
површина АЛ са М2. Због тога је несамерљива и дуж АМ 
са МН. Значи АМ и МН су рационалне, самерљиве само у 
степену. На овај начин, АН је биномијала. 

Тврдим да је шеста. 

Поново се на сличан начин доказује да је правоугаоник 
са странама АК и КМ једнак квадрату на ММ и да је АК 
несамерљива по дужини са КМ. И из истих разлога квадрат 
на АМ је већи од квадрата на МН за квадрат на дужи која 
је несамерљива по дужини са АМ. И ниједна од АМ и МН 
није самерљива по дужини са рационалном дужи ЛЕ. 

На овај начин, ДН је шеста биномијала. А то је требало 
доказати.78 ' 


66. 


Дуж самерљива по дужини са биномијалом и сама је 
биномијала и то истог реда. 

Нека је АВ биномијала и нека је дуж ГА самерљива по 
дужини са АВ. Тврдим, да је и ГА биномијала и то истог 
реда као.и АВ. | 
' Заиста, пошто је АВ биномијала, поделимо је тачком Е на 
делове (рационалне) и нека већи део буде АЕ. Према томе 
су АЕ и ЕВ рационалне дужи, самерљиве само у степену. 

Урадимо сад тако да буде АВ према 


4 Е _в " ГА као АЕ према Г2. Биће тада и 
5. Ми остатак ЕВ према остатку 24 као 
1 2 4 АВ према ГА. Но АВ је самерљиво 


по дужини са ГА, па ће и АЕ бити 
самерљиво са Г2 и ЕВ са 74. А како су АЕ и ЕВ рационалне, 
биће рационалне и Г2 и 24. И пошто је АЕ према Г2. као 
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ЕВ према 24, биће, после пермутовања, АЕ према ЕВ као 
72 према 24. Но Г2 и 24 су самерљиве само у степену, а 
при томе су рационалне. На овај начин, ГА је биномијала. 

Тврдим да је она истог реда као и АВ. 

Заиста квадрат на ДЕ је већи од квадрата на ЕВ за 
квадрат на дужи која је или самерљива са АЕ или несамер- 
љива са њом. Нека је сад квадрат на АЕ већи од квадрата 
на ЕВ за квадрат на дужи која је самерљива са АЕ; биће 
и квадрат на [2 већи од квадрата на 74 за квадрат на дужи 
која је самерљива са Г7. И ако је АЕ самерљива са одме- 
реном рационалном дужи, биће самерљива и Г2 са истом 
дужи, услед тога је свака од АВ и ГА прва биномијала, тј. 
истог су реда. А ако је ЕВ самерљива са одмереном рацио- 
налном дужи, биће самерљива 24 са истом дужи и услед 
тога су поново АВ и ГА истог реда, јер је свака од њих 
биномијала другог реда. А ако ниједна од АЕ и ЕВ није 
самерљива са одмереном рационалном дужи, неће бити ниједна 
од Г2 и 24 самерљива са том дужи и свака је трећа бино- 
мијала. Ако је квадрат на АЕ већи од квадрата на ЕВ за 
квадрат на дужи која је несамерљива са ДЕ, биће и квадрат 
на Г2 већи од квадрата на 24 за квадрат на дужи која је 
несамерљива са Г2. И ако је АЕ самерљива са одмереном 
рационалном дужи, биће и Г2. самерљива са њом, и свака је 
четврта биномијала. А ако су ЕВ и 24 самерљиве, свака је 
пета. Ако ниједна од АЕ и ЕВ није самерљива, а и од Г7 и 
25 ниједна није самерљива са одмереном рационалном дужи, 
свака је шеста биномијала. 

На овај начии, дуж самерљива по дужини са биномија- 
лом и сама је биномијала и то истога реда.'“ 


67. 


Дуж самерљива по дужини са бимедијалом и сама је 
бимедијала и то истога реда. 

Нека је АВ бимедијала и нека је дуж ГА самерљива са 
АВ. Тврдим, да је и ГА бимедијала и то истога реда као 
и АВ. 


Заиста, пошто је АВ бимедијала, поделимо је 
тачком Е на медијале. Тада су АЕ и ЕВ медијале пи 
самерљиве само у степену. Ургдимо тако да АВ го» а 
буде према ГА као АЕ према Г2. Тада је и оста- 
так ЕВ према остатку 24 као АВ према ГА. Но АВ је са- 
мерљиво по дужини са ГА. Због тога је свака од АЕ и ЕВ 
самерљива са сваком од Г2 и 24. Но АЕ и ЕВ су медијале, 
па према томе су медијале и Г2 и 24. МИ пошто је АЕ према 
ЕВ као Г2. према 74, а АЕ и ЕВ су самерљиве само у сте- 
пену, биће Г2 и 24 самерљиве само у степену. А доказано 
је да су оне медијале. На овај начин ГА је медијала. 
Тврдим па је она истог реда као и АВ. 


· Заиста, пошто је АЕ према ЕВ као Г2 према 24 и према 
томе је квадрат на АЕ према правоугаонику са странама АЕ 


и ЕВ као квадрат на Г2 према правоугаонику са странама 
Г2 и 24, онда, после пермутовања, квадрат на АЕ биће према 
квадрату на Г2 као правоугаоник са АЕ и ЕВ према право- 
угаонику са [2 и 24. Но квадрат на АЕ је самерљив са 
квадратом на Г27, па због тога је и правоугаоник са АЕи 
ЕВ самерљив са правоугаоником са [27 и 724. Ако је сад 
правоугаоник са АЕ и ЕВ рационалан, биће рационалан и 
правоугаоник са Г2 и 24 [и услед тока је прва бимедијалај. 
А ако је медијалан први, биће медијалан и други и то оба 
другог реда. 

И услед тога биће ГА истог реда као и АВ. А то је тре- 
бало доказати. | 


68. 


Дуж самерљива са „већом“ биће и сама „већа“. 

Нека је АВ „већа“ и ГА је самерљива са АВ. Тврдим, 
да је и Г „већа“, 

Поделимо АВ тачком Е. Тада су АЕ и ЕВ 
несамерљиве у степену и збир квадрата на њима 
[2 је рационалан, а правоугаоник од њих медијалан. 
ЈЕ | И урадимо оно исто што и раније. И пошто је 
| 4 АВ према ГА као АЕ према Г7 и као ЕВ према 
В 24, и на тај начин како је ДЕ према Г2 тако ин 
ЕВ према 24. Но АВ је самерљиво са ГА, па јеи 


ТА 1 
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свака од АЕ и ЕВ самерљива са сваком од Г2 74. И пошто 
је АЕ према Г2 као Г2 према 24, значи, после сабирања, АВ 
је према ВЕ као ГА према А7. Према томе и квадрат на АВ 
је према квадрату на ВЕ као квадрат на ГА према квадрату 
на А2. На сличан начин се доказује да како се квадрат на 
АВ односи према квадрату на АЕ тако се и квадрат на 
ГА односи према квадрату на Г2. Дакле, квадрат на АВ је 
према збиру квадрата на АЕ и на ЕВ као квадрат на ГА 
према збиру квадрата на Г2 и на 24. ИМ на тај начин, после 
пермутовања, квадрат на АВ је према квадрату на ГА као 
збир квадрата на АЕ и на ЕВ према збиру квадрата на Г2 
и на 24. Но квадрат на АВ је самерљив са квадратом на ГА, 
па према томе је самерљив и збир квадрата на АЕ и на ЕВ 
са збиром квадрата на Г2 и на 24. А збир квадрата на.АЕ 
и на ЕВ је рационалан, значи и збир квадрата на [2 и 24 
је рационалан. На сличан начин и двоструки правоугаоник са 
странама АЕ и ЕВ је самерљив са двоструким правоугаони- 
ком са странама Г2 и 24. А како је двоструки правоугаоник 
са АЕ и ЕВ медијалан, биће медијалан и двоструки правоу- 
гаоник са Г2 и 24. На овај начин Г2 и 24, несамерљиве у 
степену, дају збир квадрата на њима рационалан, а двоструки 
правоугаоник обухваћен њима“ медијалан. Цела дуж ГА је 
према томе ирационална, такозвана „већа“. 

На овај начин, дуж самерљива са „већом“ и сама је „ве- 
ћа“. А то је требало доказати. 


69. 


Дуж самерљива са „страном квадрата једнаког збиру 
рационалне и медијалне површине“ и сама је „страна квад- 
рата једнаког збиру рационалне и медијалне површине“. 

Нека је АВ „страна квадрата једнаког збиру рационалне 
и медијалне површине“ и ГА дуж самерљива са АВ. Треба 
доказати да је и ГА „страна квадрата једнаког збиру рацио- 
налне и медијалне површине“, 

Поделимо АВ на дужи тачком Е. Тада су АЕ и ЕВ не- 
самерљиве у степену и збир квадрата на њима медијалан, а 
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правоугаоник са таквим странама рационалан. Извршимо исте 
конструкције као и раније. Слично се доказује да су и Гл и 
ТА несамерљиве у степену и да је збир квадрата 
на АЕ и на ЕВ самерљив са збиром квадрата на 
Г2 и на 274 и да је правоугаоннк са странама АЕ 
и ЕВ самерљив са правоугаоником са странама 12 
Г2 и 7. Према томе је и збир квадрата на Г[2 и |! 
на 2ТА медијалан, а правоугаоник са странама Г7 В 
и 24 рационалан. 

На овај начин ГА је „страна квадрата једнаког збиру 
рационалне и медијалне површине“. А то је требало доказати. 


70. 


Дуж самерљива са „страном квадрата једнаког збиру 
две медијалне површине“ и сама је „страна квадрата једна- 
ког збиру две медијалне површине“. 

Нека је АВ „страна квадрата једнаког збиру две меди- 
јалне површине“ и ГА је дуж самерљива са АВ. Треба дока- 
зати, да је и ГА „страна квадрата једнаког збиру две меди- 
јалне површине“. | 

Заиста, пошто је АВ "страна квадрата једнаког збиру 
две медијалне површине", поделимо је тачком Е на дужи. 
Тада су АЕ и ЕВ несамерљиве у степену и збир квадрата на 
њима медијалан и правоугаоник са таквим странама медија. 
лан и тај збир квадрата на АЕ и на ЕВ несамерљив са пра- 
воугаоником коме су стране АЕ и ЕВ. Извршимо исте кон- 
струкције као и раније. Слично се доказује, да су 


| Г игГ2 и 24 несамерљиве у степену и да је неса- 

мерљив збир квадрата на АЕ и на ЕВ са збиром 
| | квадрата на Г2 и на 24, а такође да је правоуга- 
ЈЕ |, оник са странама АЕ и ЕВ самерљив са правоуга- 
Њ- оником са странама Г2 и 24. М према томе је збир 


квадрата на Г2 и на 24 медијалан и правоугаоник 
са странама Г2 и 24 медијалан и збир квадрата на Г2 и на 
24 несамерљив са правоугаоником са странама Г2 и 74. 
На овај начин ГА је „страна квадрата једнаког збиру 
две медијалне површине“. А то је требало доказати. 


Еуклидови елементи књ. 10 6 
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71. 


При сабирању рационалног и медијалног (рационалне и 
медијалне површине) могу се добити четири ирационалности: 
или биномијала, или прва бимедијала, или „већа“ или „стра- 
на квадрата једнаког збиру рационалне и медијалне повр- 
шине“. 


Нека је АВ рационална површина, а ГА — медијална. 
Тврдим да страна квадрата једнаког површини АД може бити: 
или биномијала, или прва бимедијала, или „већа“ или „страна 
квадрата једнаког збиру рационалне и медијалне површине". 


Заиста, АВ је или веће од ГА или мање. Нека је, прво, 
веће. Одмеримо рационалну дуж Е2, и конструишимо на 22 
правоугаоник ЕН једнак АВ, са ширином 6К и на Е2 право- 
угаоник 01 једнак АГ, са ширином ОК. Пошто је АВ рацио- 

нално и једнако ЕН, биће рационално 
а ГО Е да К и ЕН. И пошто је конструисано на 
| | | рационалној дужи Е7, а има ширину 

Ед, биће рационално и ЕО и самер- 

љиво по дужини са Е2. Затим, пошто 

је ГА медијално и једнако 01 меди- 

« Но јална је и површина 817. А како је кон- 
струисана на рационалној дужи 22 и 

има ширину ОК, биће рационална и ок 

и несамерљива по дужини са Е7. И пошто је ГА медијално, 
а АВ — рационално, биће АВ несамерљиво са ГА. Према 
томе је и ЕН несамерљиво са 01. Но ЕН је према 01 као 
Ед према ОК, па због тога је и Ед несамерљиво по дужини 
са ОК. А: обе те дужи су рационалне. На овај начин су 
ЕДО и ОК рационалне и самерљиве само у степену. Према 
томе је ЕК биномијала подељена тачком 0. И пошто је АВ 
веће од ГА, а АВ једнако ЕН, и ГА једнако 01, биће ЕН 
веће од 01, а услед тога и Ед веће од ОК. Сад је квадрат 
на Ед већи од квадрата на ОК за квадрат на дужи која је или 
самерљива по дужини са Ед или несамерљива. Нека је, прво, 
самерљива. М већа.6Е је самерљива са одмереном рацио- 
налном дужи Е2. Према томе је ЕК прва биномијала. Но ако 
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је површина обухваћена дужима рационалном и првом бино- 
мијалом, онда је страна квадрата једнаког тој површини 
биномијала. М према томе страна квадрата једнаког повр- 
шини ЕТ је биномијала. А тада је и страна квадрата једнаког 
површини АЛ биномијала. Но нека сад, као друго, квадрат 
на ЕО буде већи од квадрата на ОК за квадрат на дужи, 
која је несамерљива са Еб. И већа ЕО је самерљива по 
дужини са одмереном рационалном дужи Е2. А ЕК је тада 
четврта биномијала. И Е2 је рационална. Но ако је површина 
обухваћена дужима — рационалном и четвртом биномијалом, 
биће страна квадрата једнаког тој површини ирационална, 
такозвана „већа“. Значи, страна квадрата једнаког површини 
ЕГ је „већа“. На тај начин и страна квадрата једнаког повр- 
шини АЛ је „већа“. 


Нека је сад АВ мање од ГА. Биће тада и ЕН мање од 01. 
А због тога је и Ед мање од ОК. Но квадрат на ОК је већи 
од квадрата на Ед за квадрат на. дужи која је или самер- 
љива са ОК или несамерљива. Нека је, прво, самерљива по 
дужини. И мања Ед је самерљива по ду- 
живи са одмереном рационалном дужи Е2. 


Значи ЕК је друга биномијала. А Е7 је | | 
рационална. Но ако је површина обухва- у 


ћена дужима — рационалном и другом би- „__ = 7 
номијалом, биће страна квадрата једнаког е|-----—-- и 
тој површини прва бимедијала. Значи стра- К——————=== 


на квадрата једнаког површини Е! је прва 

бимедијала. На тај начин и страна квадрата једнаког површини 
АД је прва бимедијала. Нека сад квадрат на ОК буде већи 
од квадрата на дЕ за квадрат на дужи која није самерљива 
са ОК. И мања Ед је самерљива са одмереном рационалном 
дужи Е2. Значи ЕК је пета биномијала. А Е7, је рационална. 
Но ако је површина обухваћена дужима — рационалном и 
петом биномијалом, биће страна квадрата једнаког тој повр- 
шини „страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди- 
јалне површине". На тај начин страна квадрата једнаког по- 
вршини Е! је „страна квадрата једнаког збиру рационалне и 
медијалне површине“. А према томе и страна квадрата једна- 


6• 
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ког површини АД је „страна квадрата једнаког збиру рацио: 
налне и медијалне површине“. 

На овај начин, при сабирању рационалног и медијалног 
могу се добити четири ирационалности: или биномијала, или 
прва бимедијала, или „већа“ или „страна квадрата једнаког 
збиру рационалне и медијалне површине“.7 


72. 


При сабирању две међу собом несамерљиве медијалне 
површине могу се добити две остале ирационалности: или 
друга бимедијала или „страна квадрата једнаког збиру две 
медијалне површине“. 

Нека се саберу две међу собом несамерљиве медијалне 
површине АВ и ГА. Тврдим да је страна квадрата једнаког 
површини АД или друга бимедијала или „страна квадрата 
једнаког збиру две медијалне површине“. 

Заиста, АВ или је веће од ГА или је мање. Нека, прво, 
ако је то случај, АВ буде веће од ГА. Одмеримо рационалну 
дуж 22, и нека површина ЕН, једнака АВ и конструисана 
на 22, има ширину Ед,а површина 01, једнака површини ГА, 
; има ширину ОК. И пошто је свака од АВ 
пиле лог и ГА медијална, биће и свака ЕН и 01 
| медијална. МИ конструисане на рационал- 
| 


2 ној дужи ДЕ имају ширине Ед и 0К. На 
ЕР... _ __.______ 2 тај начин свака од Ед и ОК је рацио- 
8. ЗИННЕ нална и несамерљива по дужини са Е2. 
Ко И пошто је АВ несамерљиво са ГА, а АВ. 


је једнако ЕН и ГА једнако 01, биће не- 
самерљиво и ЕН са 01. Но ЕН је према 01 као ЕО према еК. 
Према томе је ЕО несамерљиво по дужини са ОК. На овај 
начин су Ед и ОК рационалне, самерљиве само у степену. 
И према томе је ЕК биномијала. Квадрат на Ед је већи од 
квадрата на ОК за квадрат на дужи која је или самерљива 
са ЕО или несамерљива. Нека, прво, она буде самерљива. И 
ниједна од Ед и ОК није самерљива са одмереном рацио- 
налном дужи Е27. ЕК је тада трећа биномијала. А 22 је ра- 
ционална. Но ако је површина обухваћена дужима — рацио- 
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налном и трећом биномијалом, биће страна квадрата једнаког 
тој површини друга бимедијала. Према томе страна квадрата 
једнаког површини Е!, тј. А4,.биће друга бимедијала. Квадрат 
на Ед је већи од квадрата на ОК за квадрат на дужи која 
. је несамерљива по дужини са Ед. И несамерљива је свака 
од Ед и ОК са Е2. На овај начин је ЕК шеста биномијала. 
Но ако је површина обухваћена дужима — рационалном и 
шестом биномијалом, биће страна квадрата једнаког тој повр- 
шини „страна квадрата једнаког збиру две медијалне повр- 
шине“. Због тога је и страна квадрата једнаког површини А4 
„страна квадрата једнаког збиру две медијалне површине“. 

[ Слично се доказује да је, ако је АВ мање од ГА, страна 
квадрата једнаког површини АЛ или друга медијала или 
„страна квадрата једнаког збиру две медијалне површине“.) 

На овај начин, при сабирању две међу собом несамер- 
љиве медијалне површине могу се добити две остале ира- 
ционалности — или друга бимедијала или „страна квадрата 
једнаког збиру две медијалне површине“. 


Биномијала и наредне ирационалне дужи нису исте ни са 
медијалом ни међу собом. Заиста, квадрат на медијали кон- 
струисан на рационалној дужи производи шириву рационалну 
и несамерљиву по дужини са оном дужи на којој је констру- 
исан. А квадрат на биномијали, конструисан на рационалној 
дужи, производи као ширину прву биномијалу. Квадрат на 
првој бимедијали, конструисан на рационалној дужи, произ- 
води као ширину другу биномијалу. Квадрат на другој би- 
медијали, конструисан на рационалној дужи, производи као 
ширину трећу биномијалу. Квадрат на „већој“, конструисан 
на рационалној дужи, производи као ширину четврту бино- 
мијалу. Квадрат на „страни квадрата једнаког збиру рацио- 
налне и медијалне површине“, конструисан на рационелној 
дужи, производи као ширину пету биномијалу. Квадрат на 
„страни квадрата једнаког збиру две медијалне површине“ 
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конструисан на рационалној дужи, производи као ширину 
шесту биномијалу. Наведене ширине се разликују како од 
прве тако и међу собом; од прве због тога што је она ра- 
ционална, а међу собом због тога што нису истог реда. Према 
томе се и саме ирационалности разликују међу сомом.39 


73. 


Ако се од рационалне дужи одузме рационална дуж, 
која је самерљива са целом само у степену, биће остатак 
ирационалан. Нека се он зове апотома. | 


Нека се од рационалне дужи АВ одузме рационална 
дуж ВГ самерљива са целом само у степену. Тврдим, да је 
остатак АГ ирационалан, тако звана апотома. 

Заиста, пошто је АВ несамерљиво по дужини са ВГа, 
АВ је према ВГ као квадрат на АВ према правоугаонику 
коме су стране АВ и ВГ, биће и квадрат на АВ несамерљив 

са правоугаоником коме су стране АВи ВГ. 

МР _ 8 Алиса квадратом на АВ је самерљив збир 

квадрата на АВ и на ВГ, а са правоугао- 

ником коме су стране АВ и ВГ самерљив је двоструки право- 

угаоник са истим странама. И пошто је збир квадрата на АВ 

и на ВГ једнак збиру двоструког правоугаоника са странама 

АВ и ВГ и квадрата на ГА, биће збир квадрата на АВ и на 

ВГ несамерљив са остатком, квадратом на АГ. Но квадрати 

на АВ и на ВГ су рационални, значи АГ је ирационална. И 
нека се зове апотома. А то је требало доказати,“ 


——— 


74. 


Ако се од медијале одузме медијала, самерљива са целом 
само у степену, која обухвата се целом дужи рационалан 
правоугаоник, биће остатак ирационалан. Нека се он зове 
прва апотома медијале. 

Нека се од медијале АВ одузме медијала ВГ самерљива 
са АВ само у степену, која са АВ обухвата рационалан пра- 
воугаоник коме су стране АВ и ВГ. Тврдим ла је остатак 
АГ ирационалан. Нека се он зове прва апотома медијале. 
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Заиста, пошто су АВ и ВГ медијале, биће и квадрат 
на АВ и на ВГ медијални. Али двоструки правоугаоник са 
странама АВ и ВГ је рационалан. Према томе је 


збир квадрата на АВ и на ВГ несамерљив са дво- | 
струким правоугаоником са странама АВи ВГ. И 
двоструки правоугаоник са странама АВ и ВГ је 
несамерљив са остатком, квадратом на АГ, јер ако ЈГ 
је цело несамерљиво са једним делом, биће и пр- | 
вобитне величине несамерљиве. Но двоструки пра- ГА 


воугаоник коме су стране АВ и ВГ рационалан је, па је 
ирационалан квадрат на АГ. А према томе је ирационална и 
дуж АГ. Нека се зове прва апотома медијале. 


75. 


Ако се од медијале одузме медијала, самерљива са целом 
само у степену, која са целом обухвата медијалан правоугаоник, 
биће остатак ирационалан. Нека се он зове друга апо- 
тома медијале. 

Нека се од медијале АВ одузме медијала ГВ, самерљива 
са целом АВ само у степену, која са целом АВ обухвата 
медијалан правоугаоник са странама АВ и ВГ. Тврдим да. је 
остатак АГ ирационалан. Нека се он зове друга апотома 
медијале. 

Заиста, одмеримо рационалну дуж А и конструишимо 
на А! правоугаоник једнак збиру квадрата на АВ и на ВГ 
ширине“ АН, затим на ДА! конструишимо правоугаоник 40 
ширине 42. Биће тада остатак 2 једнак квадрату на АГ. 
И пошто су квадрати на АВ и на ВГ медијални и самер- 
| љиви, медијална је и површина ДЕ. И 
Ме конструисана је она на рационадној дужи 
са ширином АН. Према томе је рационална 
и АН, и самерљива по дужини са А. 
Затим, пошто је правоугаоник коме су 
| стране АВ и ВГ медијалан, биће и дво- 
Ф Е струки правоугаоник коме се стране АВ 
и ВГ медијалан. И он је једнак д0. Значи и Д0 је медија- 
лан. А конструисан је на рационалној дужи АЈ са ширином 


| 
| 
| 
|| 
| 
| 
1 
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42. Према томе је рационална и дуж 42 и несамерљива по 
дужини са 41. И пошто су АВ и ВГ самерљиве само у степену, 
биће АВ несамерљива са ВГ по дужини. Значи и квадрат 
на АВ несамерљив је са правоугаоником коме су стране АВ и 
ВГ. Али са квадратом на АВ је самерљив збир квадрата на 
АВ и на ВГ, а са правоугаоником коме су стране АВ и ВГ 
двоструки правоугаоник са странама АВ и ВГ. А тада је 
двоструки правоугаоник коме су стране АВ и ВГ несамер- 
љив са збиром квадрата на АВ и на ВГ. Али збиру квадрата 
на АВ и на ВГ једнака је површина ДЕ, а двоструком право- 
угаонику коме су стране АВ и ВГ површина 40. Према томе 
је површина ДЕ несамерљива са дд. Но ДЕ је према 40 као 
НА према А2. Значи да је и НА несамерљива са 42. И ене 
су ирационалне. Значи, НА и 42 су рационалне и самерљиве 
само у степену. Према томе је 24 апотома. А 41 је раци- 
онална. Али површина обухваћена рацноналном и ирационал- 
ном дужи је рационална и страна квадрата једнаког тој 
површини је ирационална. Страна квадрата једнаког 2Е је 
АГ. Према томе је АГ ирационална. Нека се зове друга апо- 
тома медијале. А то је требало доказати. 


76. 


Ако се од дужи одузме дуж, несамерљипа у степену 
са целом, а збир квадрата на њој и на целој је рационалан, 
и правоугаоник обухваћен истим дужима медијалан, биће 
остатак ирационалан. Нека се он зове „мањи“! 


Нека се од дужи АВ одузме дуж ВГ, несамерљива у | 
степену са целом, и нека испуњава наведене услове. Тврдим, 
да је остатак АГ ирационалност такозвана „мања“. 


Заиста, пошто је збир квадрата на АВ и ВГ рационалан 
а двоструки правоугаоник са странама АВ и ВГ медијалан, 
биће збир квадрата на АВ и на ВГ 


4 | 


несамерљив са двоструким правоугао- · 


ником на АВ и на ВГ. М, после замене једног дела другим, 
збир квадрата на АВ и на ВГ је несамерљив са остатком, 
квадратом на АГ. Но збир квадрата на АВ и на ВГ је раци- 
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оналан. Према томе је ирационалан квадрат на АГ. Значи да 
је дуж АГ ирационална. Нека се зове „мања“. А то је тре- 
бало доказати. 


77. 


Ако се од дужи одузме дуж, несамерљива у степену 
са целом, а збир квадрата на њој и на целој је медијалан, и 
двоструки правоугаоник обухваћен истим дужима рациона- 
лан, биће остатак ирационалан. Нека се он зове „дуж која 
са рационалном образује цело медијално“.“) 

Нека се од дужи АВ одузме дуж БГ, несамерљива у 
степену са АВ, и нека испуњава наведене услове. Тврдим, 
да је остатак горе наведена ирационалност. 


Заиста, пошто је збир квадрата на АВ и на ВГ медија- 
лан, а двоструки правоугаовик коме су стране АВ и ВГ ра- 
ционалан, биће збир квадрата на АВ и на ВГ несамерљив са 
двоструким правоугаоником коме су стране АВи ВГ. 
Значи и остатак, квадрат на АГ, несамерљив је-са. дво- 
струким правоугаоником коме су стране АВ и ВГ. 
Но двоструки правоугаоник коме су стране АВи ВГ 
је је рационалан, па је квадрат на АГ ирационалан. Зна- 
| 


ТА 


чи ирационална је и АГ. А она се зове „дуж која са 
рационалном образује цело медијално“. А то је тре- 
бало доказати. 


В 


78. 


Ако се од дужи одузме дуж несамерљива у степену 
са целом, а збир квадрата на њој и на целој је медијалан и 
двоструки правоугаоник обухваћен истим дужима медијалан, 
а збир квадрата на тим дужима је несамерљив са двостру- 
ким правоугаоником истих страна, биће остатак ирационалан. 


. %) То је Еуклидово кратко изражавање дефиниције тог појма. Логички 
садржајније изражавање, аналогно, рецимо, дефиницији у ставу 40., било 
би ово: „страна квадрата једнаког разлици медијалне и рационалне повр- 
шине“. 
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Нека се он зове „дуж која са медијалном образује цело 
медијално“.“) 

Нека се од дужи АВ одузме дуж, несамерљива у сте- 
пену са АВ и нека испуњава наведене услове. Тврдим, да је 
остатак АГ ирационалан и нека се зове „дуж која са меди- 
јалном образује цело медијално“. 

Заиста, одмеримо рационалну дуж А! и нека површина 
АЕ, конструмсана на А, и једнака збиру квадрата на АВ и 
на ВГ образује ширину АН; одузмимо површину 40 (са 
ширином 42), једнаку двоструком правоугаонику коме су 
| > но стране АВ и ВГ. Тада је остатак, пра- 

| || воугаоник ХЕ, једнак квадрату на АГ. 

Према томе АГ је страна квадрата 
једнаког површини 2Е. И пошто је 
збир квадрата на АВ и на ВГ меди- 


| 
| 
1 С] Е 


површина ДЕ медијална. М она је конструисана на раци- 
оналној дужи АГ и образује ширину АН. Због тога је АН 
рационална и несамерљива са АГ по дужини. Затим, пошто 
је двоструки правоугаоник коме су стране АВ и ВГ меди- 
јалан, а он је једнак површини 40, медијална је и површина 
до. И конструисана на А! она образује ширину 42. Према 
томе је рационална и А2 и несамерљива по дужини са 41. 
ИМ пошто је несамерљив збир квадрата на АВ и на ВГ са 
двоструким правоугаоником коме су стране АВ и ВГ, биће 
несамерљива и површина АЕ са 40. Но ДЕ је према А0 као 
АН према 42. Значи, несамерљива је АН са 42. А обе су 
рационалне. Према томе су НА и А2 рационалне и самер- 
љиве само у степену. Дакле, 21 је апотома. А 20 је рацио- 
нална. Правоугаоник обухваћен рационалном дужи и апотомом 
је ирационалан, и страна квадрата једнаког правоугаонику 
ирационална. Но страна квадрата једнаког правоугаонику 2 је 
АГ. На овај начин АГ је ирационална. Нека се зове „дуж 


#) У вези са примедбом у претходној теореми наводимо и овде 
опшарнији назив: „Страна квадрата једнаког разлици две медијалне 
површине“. 


4 Г 8 · јалан и једнак површини ДЕ, биће и 
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која са медијалном образује цело медијално“. А то је тре- 
бало доказати. 


79. 


Апотоми се може додати једна једина рационална дуж 
само у степену самерљива са целом дужи. 


Нека је АВ апотома и ВГ њен додатак. Према томе су 
АГ и ГВ рационалне дужи самерљиве само у степену. Твр- 
дим, да се дужи АВ не може додати никаква друга рацио- 
нална дуж, самерљива само у степену са целом. И за колико 
је збир квадрата на АД и на АВ већи од двоструког право- 
угаоника коме су стране АД и АВ, за толико ће бити већи и 
збир квадрата на АГ и на ГВ од двоструког правоугаоника 
коме су стране АГ и ГВ, јер су они оба већи за јед- 


но исто, за квадрат на АВ. Значи, да ће, после пер- МА 
мутовања, за колико је збир квадрата на АД и на АВ |! 
већи од збира квадрата на АГ и на ГВ, за толико ће бити |8 


већи и двоструки правоугаоник са странама АД и АВ 
од двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ. 
Но збир квадрата на АД и на АВ је већи од збира Ј 
квадрата на АГ и на ГВ за рационалну величину, јер '4 
су оба рационални. А тада је и двоструки правоугао- 
вик: са странама АЛ и АВ већи од двоструког правоугаоника 
са странама АГ и ГВ за рационалну величину, а то је немо- 
гуће, пошто су оба медијални, а медијална величина није 
већа од медијалне за рационалну. Према томе, дужи АВ не 
може се додати друга нека рационална дуж самерљива са 
целом дужи само у степену. 

На овај начин, апотоми се може додати једна једина 
рационална дуж само у степену самерљива са целом дужи. 
А то је требало доказати.“ | 


80. 


Првој медијалној апотоми се може додати једна једина 
медијала, само у степену самерљива са целом дужи, и која, 
заједно са целом дужи, обухвата рационалан правоугаоник. 
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Нека је АВ прва медијална апотома и ВГ њој додата 
дуж. Значи, АГ и ГВ су медијале, самерљиве само у степену, 
које обухватају рационалан правоугаоник. Тврдим да се дужи 
АВ не може додати никаква друга медијала самерљива 
само у степену са целом која, заједно са целом, обухвата 
рационалан правоугаоник. _ 


Заиста, ако може, нека се дода дуж АВ. Значи, АД и 
АВ су медијале самерљиве само у степену, које обухватају 
правоугаоник са странама АД и АВ. И за колико је збир 
квадрата на А4 и на АВ већи од двоструког правоугаоника 
са странама Ад и АВ, за толико је већи и збир квадрата на 
АГ и ГВ од двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ, 
јер су они поново већи за квадрат на АВ. Значи, после пер- 
14  мутовања, збир квадрата на А4 и на АВ је за толико 
| већи од збира квадрата ва АГ и на ГВ, за колико је 
|“ двоструки правоугаоник са странама АЛ и АВ већи 
од двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ.. 
| Но двоструки правоугаоник са странама А4 и АВ је 
|| већи од двоструког правоугаоника са странама АГ 
и ГВ за рационалну велечину, јер су оба рационални. 
А због тога је и збир квадрата на АД и на АВ већи од 
збира квадрата на АГ и на ГВ за рационалну величину. А то 
је немогуће, јер су оба медијална, а медијално од медијалног 
не може да буде веће за рационалну величину. 


Г 
4 


На овај начин, првој медијалној апотом се може додати 
једна једина медијала, само у степену самерљива са целом 
дужи, и која, заједно са целом дужи, обухвата рационалан 
правоугаоник. А то је требало доказати. 


, 


81. 


Другој медијалној апотоми се може додати једна једина 
медијала, само у степену самерљива са целом дужи, и која, 
заједно са целом дужи, обухвата медијалан правоугаоник. 

Нека је АВ друга медијална апотома и ВГ њој додата 
дуж. Значи, АГ и ГВ су медијале самерљиве само у степену, 
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које обухватају медијалан правоугаоник. Тврдим, да се не може 
додати дужи АВ никаква друга медијала самерљива само у 
степену са целом, која заједно са целом обухвата медијалан 
правоугаоник. 
Заиста, ако може, нека се дода дуж АВ. Значи, Али 
АВ су медијале самерљиве само у степену, које обухватају 
медијалан правоугаоник. Одмеримо рационалну дуж Е2 и 
конструнишамо на Е7. правоугаоник ЕН са ширином ЕМ једнак 
збиру квадрата на АГ и на ГВ и одузмимо површину ФН, 
са ширином ОМ, једнаку двоструком правоугаонику коме су 
стране АГ и ГВ. Тада је остатак ЕЛ једнак квадрату на АВ. 
РБ г „ Према томе је АВ страна квадрата 
о ао по једнаког површини ЕЛ. Затим констру- 
А пажкине ишимо на 27. површину Е! са ширином 
| ЕМ једнаку збиру квадрата на АЛи 
на АВ. Такође је и површина ЕЛ једнака 
квадрату на АВ. Значи остатак 01 јед- 
| нак је двоструком правоугаонику са 
странама А4 и АВ. И пошто су АГ и 
|] м ГВ медијале, па према томе је меди- 
јалан и збир квадрата на АГ и нагГвВ. 
А он је једнак површини ЕН, значи и површина ЕН је меди- 
јална. А она је конструисана на рационалној дужи Е2 са 
ширином ЕМ. Због тога је ЕМ рационална дуж несамерљива 
по дужини са 22. Затим, пошто је правоугаоник коме су 
стране АГ и ГВ медијалан, биће медијалан и двоструки 
правоугаоник коме су стране АГ и ГВ. И он је једнак повр- 
шини ОН. Значи и ОН је медијална. А ова је конструисана 
на рационалној дужи Е2 са ширином ОМ. Према томе је 
рационална и дуж ОН и несамерљива по дужини са Е7. И 
пошто су АГ и ГВ самерљиве само у степену, онда је АГ 
несамерљива по дужини са ГВ, Но како АГ стоји према ГВ 
тако и квадрат на АГ стоји према правоугаонику коме су 
стране АГ и ГВ. Значи квадрат на АГ је несамерљив са 
правоугаоником коме су стране АГ и ГВ. Но са квадратом 
на АГ самерљив је збир квадрата на АГ и на ГВ, а са 
правоугаоником коме су стране АГ и ГВ је самерљив дво- 
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струки правоугаоник са истим странама. Према томе је збир 
квадрата на АГ и на ГВ несамерљив са двоструким право- 
угаоником коме су стране АГ и[ГВ. Но збир квадрата на АГ 
и на ГВ једнак је површини ЕН, а двоструки правоугаоник 
са странама АГ и ГВ једнак је НО. Дакле, ЕН је несамер- 
љиво са ОН. Али ЕН је према ОН као што је ЕМ према ОМ. 
Значи ЕМ је несамерљиво по дужини са Мд. И обе те дужи 
су рационалне. Према томе су ЕМ и МО рационалне, самер- 
љиве само у степену. На тај начин, Ед је апотома а ОМ је 
њој додата дуж. На сличан начин се доказује да јој се може 
додати и 9М. Према томе се апотоми могу додати и једна 
и друга дуж, које су самерљиве са целом само у степену. 
А то је немогуће. 


На тај начин, другој медијалној апотоми се може додати 
једна једина медијала, само у степен самерљива са целом 
дужи, и која, заједно са целом дужи, обухвата медијалан 
правоугаоник. А те је требало доказати. 


82. 


„Мањој“ се може додати једна једина дуж, у степену 
несамерљива са целом, која, заједно са целом, образује рацио- 
налан збир квадрата на тим дужима, и уз и са њом 
медијалан правоугаоник. 


Нека је АВ „мања“ (ирационалност) и ВГ додата јој 
дуж. Значи АГ и ГВ су несамерљиве у степену, које дају 
збир квадрата на њима рационалан и обухватају двоструки 
правоугаоник медијалан. Тврдим, да се не може додати дужи 
АВ никаква друга дуж која задовољава исте услове. 

Заиста, ако може, нека се дода дуж АВ. Значи Ад и 
АВ су дужи, несамерљиве у степену, које образују тражено. 
И за колико је збир квадрата на АД и на АВ већи од збира 

квадрата на АГ и на ГВ, за толико је 

а Г 4 већии двоструки правоугаоник коме 
су стране АД и АВ од двоструког 
правоугаоника коме су стране АГ и ГВ. И збир квадрата на 
ДА и на АВ већи је од збира квадрата на АГ и на ГВ за 


95 


рационалну величину, јер су оба збира рационални. Онда је 
и двоструки правоугаоник са странама АД и АВ већи од 
двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ за рацио- 
налву величину, — а то је немогуће, јер су оба медијална. 

На овај начин, „мањој“ се може додати једна једина 
дуж, у степену несамерљива са целом, која, заједно са целом, 
образује рационалан збир квадрата ни тим дужима, и обух- 
вата са њом медијалан правоугаоник. А то је требало доказати. 


83. 


„Дужи која са рационалном образује медијално" се може 
додати једна једина дуж, у степену несамерљива са целом, 
која, заједно са целом, образује збир квадрата на тим 
дужима медијалан, а обухвата са њом правоугаоник рацио- 
налан. 

а _вВ Г 4 

Нека је АВ „дуж која са рацио- · | а 
налном образује цело медијално“ и ВГ 
дуж која јој се додаје. Значи АГ и ГВ су несамерљиве дужи, које 
задовољавају наведене услове. Тврдим да се не може додати 
дужи АВ никаква друга дуж која задовољава исте услове. | 

Заиста, ако може, нека се дода дуж ВА. Значи АЛ и 
АВ су дужи, несамерљиве у степену, које образују тражено. 
И сад, за колико је збир квадрата на ДА и на АВ већи од 
збира квадрата на АГ и на ГВ, за толико је већи двоструки 
правоугавник коме су стране А4 и АВ од двоструког пра- 
воугаоника коме су стране АГ и ГВ, што одговара претходном; 
а двоструки правоугаоник са странама АД и АВ је већи од 
двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ за рационалну 
величину, јер су оба рационална. Према томе је збир ква- 
драта на АД и на АВ већи од збира квадрата на АГ и на 
ГВ за рационалну величину, а то је немогуће, јер су оба 
медијална. 

На овај начин, дужи АВ се не може додати никаква 
друга дуж, несамерљива у степену са целом, која заједно 
са целом задовољава наведене услове. Према томе се може 
додати једна једина. А то је требало доказати. 
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84. 


„Дужи која са медијалном образује цело медијално“ се 
може додати једна једина дуж, у степену несамерљива са 
целом, која, заједно са целом, образује збир квадрата на тим 
дужима медијалан, обухвата са њом медијалан двоструки 
правоугаоник и при томе је поменути збир квадрата неса- 
мерљив са тим двоструким правоугаоником. | 

Нека је АВ „дуж која са медијалном образује цело 
медијално“, и ВГ дуж која јој се додаје. Значи АГ и ГВ су 
дужи, несамерљиве у степену, које образују тражено. Твр- 
дим, да се не може додати дужи АВ никаква друга дуж која 
задовољава исте услове. 

Заиста, ако може, додајмо ВА. На тај начин су и дужи 
АА и АВ несамерљиве у степену, збир квадрата на А4 и на 
АВ је медијалан, двоструки правоугаоник са странама Ад и 
АВ је такође медијалан и збир квадрата на АД и на АВ је 
несамерљив са двоструким правоугаоником са странама АД 

и 48. Одмеримо рационалну дуж Е2 


ИДИ. 4 и конструишимо на Е2 правоугао- 
Е 9 м м Ник ЕН, ширине ЕМ, једнак збиру 


квадрата на АГ и на ГВ, а затими 
на дужи Е7 конструишимо правоу- 
гаоник ОН, ширине. ОМ, једнак дво- 
Џ 4 н 1 струкомправоугаонику коме су стра- 
не АГ и ГВ. Тада је остатак, ква- 
драт на АВ, једнак правоугаонику ЕЛ. Према томе је АВ страна 
квадрата једнаког правоуганику ЕЛ. Затим, конструишимо 


на Е2 правоугаоник ЕЈ, ширине ЕМ, једнак збиру квадрата на 
Ад и на АВ. Тада је квадрат на АВ једнак површини ЕЛ. Значи 


остатак, двоструки правоугаоник са странама А4 и АВ, јед- 
нак је правоугаонику 01. И како је збир квадрата на АГ и на 
ГВ медијалан и једнак површини ЕН, биће и та површина ЕН 
медијална. А како је она конструисана на рационалној дужи 
Е2 и има ширину ЕМ, биће и ЕМ рационална и несамерљива 
по дужини са Е2. Затим, пошто је двоструки правоугаоник 
коме су стране АГ и ГВ медијалан и једнак површини ОН, 
биће медијална и та површина ОН. А пошто је конструисана 
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ва рационалној дужи Е2 и има ширину ОМ, биће и ОМ ра- 
ционалнва дуж и несамерљива по дужини са. Е7. И пошто је 
збир квадрата на АГ и на ГВ несамерљив са двоструким 
правоугаоником коме су стране АГ и ГВ, несамерљива је и 
површина ЕН са површином ОН. Тада је дуж ЕМ несамер- 
љива по дужини са Мд. А обе су рационалне. Значи ЕМ и 
Ме су рационалне, самерљиве само у степену. Према томе 
Ед је апотома и ОМ је њој додата дуж. Слично се доказује 
да је и Ед апотома, а њој додата дуж ОМ. На овај начин 
апотоми се може додати и једна и друга дуж, свака самер- 
љива само у степену са целом, а то је, на основу доказаног 
немогуће. Према томе се дужи АВ не може додзти никаква 
друга дуж. 

На овај начин, „дужи која са медијалном образује цело 
медијално“ се може додати једна једина дуж, у степену 
несамерљива са целом, која са целом образује збир квадрат на 
тим дужима медијалан, обухвата са њом медијалан двоструки 
правоугаоник и при томе је поменути збир квадрата несамер- 
љив са тим двоструким правоугаоником. А то је требало 
доказати. ' 


Треће дефиниције 


1. Дате су рационална дуж и апотома. Ако је квадрат 
на целој дужи већи од квадрата на додатку за квадрат на 
дужи самерљивој по дужини са целом дужи и цела дуж је 
самерљива по дужини са датом рационалном дужи, зпото- 
ма се зове прва. 

2. А ако је додатак самерљив по дужини са датом ра- 
ционалном дужи и квадрат на целој дужи већи од квадрата 
ва додатку за квадрат дужи самерљиве са целом дужи, апо- 
тома се зове друга. | | 

3. А ако ниједна дуж (ни цела дуж ни додатак) није 
самерљива по дужини са датом рационалном дужи и квадрат 
на целој дужи је већи од квадрата на додатку за квадрат 
дужи самерљиве са целом дужи, апотома се зове трећа, 


Еуклидови елементи књ. 10 1 
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4. Затим, ако је квадрат на целој дужи већи од квад- 
рата на додатку за квадрат на дужи несамерљивој по дужини 
са целом дужи и цела дуж је самерљива по дужини са да- 
том рационалном дужи, апотома се зове четврта. 


5. А ако је самерљив додатак, — пета. 
6. А ако ниједна дуж није самерљива, — шеста". 
85. 


Наћи прву апотому. 

Нека је А дата рационална дуж и ВН дуж самерљива 
по дужини са А. Стога је и ВН рационална. Узмимо два 
квадратна броја ДЕ и Е27, чија разлика 24 није квадратни 
"број. Онда ЕД не стоји у односу према 42 као квадратни 
број према квадратном броју. Начинимо тако да ЕД према 
А2 буде као квадрат на ВН према квадрату на НГ. Биће 
тада квадрат на ВН самерљив са квадратом на НГ. Али ква- 
драт на ВН је рационалан, па ће и квадрат на НГ бити ра- 

8 но цоналан; према томе је рационална 

а. и дуж НГ. И пошто Е4 не стојну 

9 пЕ» „4 односу према 47. као квадратни број 

према квадратном, неће ни квадрат 

на ВН стојати у односу према квадрату на НГ као квадратни 

број према квадратном броју. Према томе је дуж ВН неса- _ 

мерљива са дужи НГ по дужини. А обе су рационалне. На 

овај начин ВН и НГ су рационалне и Сам СрљИве само у сте- 
пену. Дакле ВГ је апотома. 

Тврдим да је баш прва. 

Заиста, нека оно чиме се разликује квадрат на ВН од. 
квадрата на ВГ буде квадрат на 0. МИ пошто је ЕД према 
74 као квадрат на ВН према квадрату на НГ, биће, после 
замене једног члана другим, ДЕ према Е2 као квадрат на 
НВ према квадрату на 9. Али ДЕ је у односу према Е2 као 
квадратни број према квадратном броју, јер је сваки ква- 
драт. Према томе квадрат на НВ је у односу према ква- 
драту на 0 као квадратни број према квадратном броју. На 
овај начин ВН је самерљиво по дужини са 0. И квадрат на 
ВН је већи од квадрата на НГ за квадрат на 0. Дакле ква- 
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драт на ВН је већи од квадрата на НГ за квадрат на дужи 
самерљивој по дужини са ВН. И при томе је цела дуж ВН 
самерљива по дужини са датом рационалном дужи А. Дакле 
је ВГ прва апотома. 

На овај начин је нађена прва апотома. А то је требало 
доказати.“ 


86. 


Наћи другу апотому. 

Узмимо рационалну дуж А и дуж НГ самерљиву по 
дужини са А. Тада је и дуж НГ рационална. Нека су ДЕ и 
Е2 два квадратна броја, чија разлика 42. вије квадратни број. 
И начинимо тако да 24 према ДЕ бу- 


"=== де као квадрат на НГ према квадрату 

И 8 Н на НВ. Стога је квадрат на ГН самер- 
(2) љив са квадратом на НВ. Али квадрат 
Бе 5 на ГН је рационалан, па због тога је 
ДЕ рационалан и квадрат на НВ. Значи и 


НВ је рационална дуж. И пошто квадрат на НГ није у од- 
носу према квадрату на НВ као квадратни број према ква- 
дратном броју, дуж ГН није самерљива по дужини са НВ. 
А обе су рационалне, па су према томе ГН и НВ рационалне 
самерљиве само у степену. На овај начин ВГ је апотома. 

Тврдим да је баш друга. 

Заиста, нека квадрат на ВН буде већи од квадрата на 
НГ за квадрат на 0. Пошто се сад квадрат на ВН односи 
према квадрату на НГ као број ЕД према броју А2, биће, 
после замене једног члана другим, квадрат на ВН према ква- 
драту на 0 као ДЕ према Е2. А сваки од бројева ДЕ и Е2 
је квадрат. Према томе је квадрат на ВН у односу према ква- 
драту на 0 као квадратни број према квадратном броју. На 
овај начин је ВН самерљиво по дужини са 0. И како је 
квадрат на ВН већи од квадрата на НГ за квадрат на 0, 
значи квадрат на ВН већи је од квадрата на НГ за квадрат 
на дужи самерљивој по дужини са ВН. И додатак ГН је самер- 
љив са датом рационалном дужи А. Према томе је ВГ друга. 
апотома. 
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На овај начин је нађена друга апотома. А то је требало 
доказати“. 


87. 


Наћи трећу апотому. 

Узмимо рационалну дуж А и три броја Е, ВГ, ГА који 
нису међу собом у размери као квадратни број према ква- 
дратном броју, али нека размера ГВ према ВА буде као 
квадратног броја према квадратном броју. И начинимо тако 
да Е према ВГ буде као квадрат на А према квадрату на 
#Н и да ВГ буде према ГА као квадрат на 24 према квадрату 
на Н0. Пошто је сад Е према ВГ као квадрат на А према 
квадрату на 2, биће квадрат на А са- 
мерљив са квадратом на 21. Но квадрат 
на А је рационалан, значи рационалан 
'К је и квадрат на 28, а према томе је ра- 
ционална и дуж 2. И пошто Е не стоји 
према ВГ у односу квадратног броја пре- 
ма квадратном броју, ни квадрат на А неће бити према ква- 
драту на 2 као квадратни број према квадратном броју. 
Према томе је А несамерљиво по дужини са 2. Заиста, 
пошто је ВГ према ГА као квадрат на 2 према квадрату 
на 0, биће квадрат на 21 самерљив са квадратом на Нд. 
Но квадрат на 2 је рационалан, значи рационалан је и ква- 
драт на Нд, те према томе је рационална и дуж Нд. И пошто 
ВГ не стоји према ГА у односу квадратног броја према 
квадратном броју, неће ни квадрат на 2 према квадрату 
на Нд бити као квадратни број према квадратном броју. 
Према томе је 2 несамерљиво по дужини са Нд. И оба су 
рационални. Дакле рационалне дужи 2 и НО су самерљиве 
само у степену. На овај начин 20 је апотома. 

Тврдим да је баш трећа. у 

Заиста, пошто је Е према ВГ као квадрат. на А према 
квадрату на 2 и ВГ је према ГА као квадрат на 2 према 
квадрату на ОН, биће због једнакоудаљености Е према ГА 
као квадрат на А према квадрату на ФН. Но Е не стоји у 
односу према ГА као квадратни број према квадратном броју, 


„ЛЕНЕ ПРЕННЕ 
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па ни квадрат на А према квадрату на Нд није у односу 
квадратног броја према квадратном броју. Према томе А 
није самерљиво по дужини са Нд. Дакле ниједна од дужи 
ХН и НО неће бити самерљива по дужини са датом рацио- 
налном дужи А. Нека сад оно чиме је квадрат на 2 већи 
од квадрата на НО буде квадрат на К. Пошто је сад ВГ 
према ГА као квадрат на 28 према квадрату на Но, биће, 
после замене једног дела другим, ВГ према ВА као квадрат 
на 2 према квадрату ва К. Но ВГ је у односу према ВА 
као квадратни број према квадратном броју. Значи и квадрат 
на 21 је према квадрату на К као квадратни број према 
квадратном броју. Према томе је 2 самерљиво по дужини 
са К.'И квадрат на 2 је већи од квадрата на Нд за квадрат 
на дужи самерљивој са 28. И ниједна од дужи 2 и НО 
није самерљива по дужини са, датом дужи А. Дакле 20 је 
трећа апотома. 

На овај начин је нађена трећа апотома. А то је требало 
доказати, | 


88. 


Наћи четврту апотому. 


Узмимо рационалну дуж А м дуж ВН" самерљиву по 
дужини са А. Тада је и дуж ВН рационална. Узмимо два 
броја 47, ХЕ и то тако да цео број ДЕ не стоји у односу 
према сваком од бројева 42 ни 7 као квадратни број према 
квадратном броју. М начинимо тако да ДЕ према Е2 буде 

као квадрат на ВН према квадрату не · 

в гр н МГ. Стога ће квадрат на ВН бити са- 
#——— ——— мерљив са квадратом на НГ. Но ква- 
Р 5 драт на ВН је рационалан, значи раци- 
оналан је и квадрат ва НГ. Па према томе је рационална и 
дуж НГ. И пошто ДЕ не стоји у односу према Е2. као ква- 
дратни број према квадратном броју, ни квадрат на ВН не 
стоји у односу према квадрату на НГ као квадратни број 
према квадратном броју. Значи ВН је несамерљиво по дужини 
са НГ. А оба су рацнонална. Према томе ВН и НГ су раци- 


А 
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оналне дужи самерљиве само у степену. На овај начин ВГ 
је апотома. 

|Тврдим да је баш четврта.) 

Нека оно чиме је квадрат на ВН већи од квадрата на 
НГ буде квадрат на 8. Пошто је сад ДЕ према 22 као квадрат 
на ВН према квадрату на НГ, то је, после замене једног члана 
другим, Е4 према 42 као квадрат на НВ према квадрату на 0. 
Но Е4 не стоји према 42 у односу квадратног броја према 
квадратном броју. Значи ни квадрат на НВ не стоји према 
квадрату на 9 као квадратни број према квадратном броју. 
Према томе је дуж ВН несамерљива по дужини са 6. И ква- 
драт на ВН је већи од квадрата на НГ за квадрат на 6. 
Значи квадрат на ВН је вгћи од квадрата на НГ за квадрат 
на дужи несамерљивој са ВН. И цела дуж ВН је самерљива 
по дужини са датом рационалном дужи А. Према томе ВГ 
је четврта апотома. 

На овај начин је нађена четврта апотома. А то је тре- 
бало доказати,5" Зи 


- 89. 


Наћи пету апотому. 

Узмимо рационалну дуж А ни дуж ГН самерљиву по 
дужини са А. Тада је и дуж ГН рационална. Узмимо два 
броја 2 и ХЕ и то тако да се ДЕ поново не односи према сва- 
ком од бројева 427 и 2Е као квадратни број према квадрат- 
ном броју. И начинимо тако да 2 према ЕД буде као ква- 
драт на ГН према квадрату на НВ. Значи да је рационалан 
-В ;4 и квадрат на НВ, те према томе је рационална 
и дуж ВН. И пошто је ДЕ према 22 као квадрат 
на ВН према квадрату НГ, а ДЕ према Е2. није 


А 1! 12 у односу квадратног броја према квадратном 
| броју, ни квадрат на ВН неће бити према ква- 
г | драту на НГ у односу квадратног броја према 


је квадратном броју. Значи дуж ВН је несамер- 

љива по дужини са НГ. А обе су рационалне. 

Према томе су ВН и НГ рационалне самерљиве само у сте- 
пену. На овај начин ВГ је апотома. 
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Тврдим да је баш пета. 

Заиста, нека оно чиме је квадрат на ВН већи од квадрата 
ва НГ буде квадрат на 0. Пошто је сад квадрат на ВН према 
квадрату на НГ као ДЕ према Е7, биће, после замене једног 
члана другим, ЕЛ према 42 као квадрат на ВН према ква- 
драту на 0. Но ЕД не стоји у односу према 42. као квадратни 
број према квадратном броју, па ни квадрат на ВН не стоји 
у односу према квадрату на 6 као квадратни број према 
квадратном броју. Значи дуж ВН је несамерљива по дужини 
са 0. А квадрат на ВН је већи од квадрата на НГ за ква- 
драт на 0. Према томе квадрат на НВ је већи од квадрата 
ва НГ за квадрат на дужи која је несамерљива са НВ. И 
додатак ГН је самерљив по дужини са датом рационалном 
дужи А. Дакле ВГ је пета апотома. 

На овај начин је нађена пета апотома ВГ. А то је тре- 
бало доказати,“ 


90. 


Наћи шесту апотому. 

Узмимо рационалну дуж А и три броја Е, ВГ, ГА који 
нису међу собом у односу као квадратни број према ква- 
дратном броју. Нека ни ГВ не буде према ВА као квадратни 
број према квадратном броју. И начинимо тако да Е према 
ВГ буде као квадрат на А према квадрату на 28 и ВГ према 
ГА као квадрат на 2 према квадрату на Не. 

Пошто је сад Е према ВГ. као квадрат на А према ква- 
драту на 28, биће квадрат на АД самерљив са квадратом на 
%Н. Но квадрат на А је рационалан. Значи и квадрат на 2Н 
је рационалан. Према томе је рационална и дуж 28. И пошто 
Е вије према ВГ као квадратни број према 


А 


пп квадратном броју, неће ни квадрат на А према 
5 Н | Ч квадрату на 2 бити у односу квадратног 
р=-= броја према квадратном броју. Према томе А 


ак није самерљиво по' дужини са 2. Затим, 

пошто је. ВГ према ГА као квадрат на 2 пре- 
ма квадрату на Нд, биће квадрат на 2 самерљив са квадратом 
на НО. Но квадрат на 2 је рационалан, па према томе 
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је рационалан и квадрат на Нд. Значи рационална је и дуж 
Нд. И пошто ВГ не стоји у односу према ГА као квадратни 
број према квадратном броју, ни квадрат на 28 не стоји 
према квадрату на НО у односу квадратног броја према 
квадратном броју. Према томе 2Н није самерљиво по дужини 
са Нд. И оба су рационални. Дакле 2 и Нд су рационални 
и самерљиви само у степену. На овај начин 20 је апотома. 

Тврдим ла је баш шеста. 

Заиста, пошто је Е према ВГ као квадрат на А према 
квадрату на 28, а ВГ је према ГА као квадрат на 2 према 
квадрату на Нд, биће, због једнакоудаљености, Е према ГА. 
као квадрат на А према квадрату на Нд. Но Е не стоји према 
ГА у односу квадратног броја према квадратном броју, па 
ни квадрат на А не стоји у односу према квадрату на Не 
у односу квадратног броја према квадратном боју. Према 
томе А није самерљиво по дужини са Нд. Значи ниједна од 
4 и НО није самерљива по дужини са рационалном дужи 
А. Нека сад оно чиме је квадрат на 24 већи од квадрата 
на Но буде квадрат на К. Пошто је сад ВГ према ГА као 
квадрат на 21 према квадрату на Не, биће, после замене 
једног дела другим, ГВ према ВДА као квадрат на 24 према 
квадрату на К. Но ГВ не стоји према ВА као квадратин број 
према квадратном бр“ју, па према томе ни квадрат на 28 
није према К као квадратни број према квадратном броју 
Значи 2 није самерљиво по дужини са К. И квадратна 2Н 
је већи од квадрата на НО за: квадрат на К. На овај начин 
квадрат на 2 је већи од квадрата на НО за квадрат на 
дужи несамерљивој по дужини са 28. И обе дужи 2 и НО 
несамерљиве су по дужини са датом рационалном дужи А. 
Према томе је 29 шеста апотома. 

Ма овај начин је. нађена шеста апотома 20. А то је 
требало доказати." 


91. 


Ако је површина обухваћена рационалном дужи и првом 
апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за страну 
апотому. 


7105. 


Нека је површина АВ обухваћена рационалном дужи АГ 
и првом апотомом АЛ. Тврдим да квадрат једнак површини 
АВ има за страну апотому. 

Заиста, пошто је АД прва апотома, 


нека ДАН буде њен додатак. Према 4 а а 
томе су дужи АН и НА рационалне | | | 
и самерљиве само у степену. И цела у рссе РК 


дуж АН је самерљива са датом рацио- 
налном дужи АГ, и квадрат на АН је 
већи од квадрата на НА за квадрат на 
дужи самерљивој по дужини са АН, 
Према томе, ако се конструише на АН 
паралелограм једнак „четвртини ква- 
драта на АН са квадратном допуном, 
он ће поделити АН на самерљиве делове. Преполовимо АН 
тачком Е и конструишимо на АН паралелограм једнак ква- 
драту на ЕН са квадратном допуном и нека то буде паралело- 
грам обухваћен са А2 и 2. А2 биће самерљиво са 2Н. И. 
кроз тачке Е, 2, Н повуцимо· праве Ед, 21, НК паралелне 
правој АГ. | 3 

И пошто је А2 самерљиво. по дужини са 2, биће и АН. 
самерљиво по дужини са сваким од А2 и 28. Но АН је 
самерљиво са АГ, према томе је самерљива по дужини и 
свака од дужи А2 и 2 са АГ. И АГ је рационално, значи 
и свако од А2 и 28 је рационално. На тај начин је рацио-- 
нална и свака од површина А! и 2К. А пошто је ДЕ самер- 
љиво по дужини са ЕН, биће и АН самерљиво по дужини 
са сваким од ДЕ и ЕН. Али АН је рационално и несамерљиво 
по дужини са АГ. Значи и свако од ДЕ и ЕН је рационално 
и несамерљиво по дужини са АГ. Према томе је свака од 
површина 40 и ЕК медијална. 


Конструишимо квадрат ЛМ једнак површини А! и одуз- 
мимо од њега квадрат МЕ, са истим углом ЛОМ, једнак 
површини 2К. Према томе су квадрати АМ и МЕ: на истој 
дијагонали (дијаметру). Нека њихова дијагонала буде ОР па 
допунимо слику: Пошто је сад правоугаоник обухваћен са: 
А2 и 2Н једнак квадрату на ЕН, биће А7. према ЕН 
као ЕН према 2. Но А2. је према ЕН као А! према ЕК, 
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а ЕН је према 2 као ЕК према К2. Према томе је ЕК 
средња пропорционала за АГ и К7. Исто тако за АМ и МЕ 
средња пропорционала је ММ, како је то раније доказано, и 
површина А! је једнака квадрату ЛМ, а К2 — квадрату МЕ. 
Према томе је површина ММ једнака површини ЕК. Но ЕК 
је једноко 40 и ММ једнако 22. Према томе је АК једнако 
гномону УФХ са МЕ. Али и АК је једнако квадратима АМ 
и МЕ. Значи остатак АВ једнак је 2Т. Но СТ је квадрат на 
АМ. На овај начин квадрат на ЛАМ једнак је површини АВ. 
И према томе је АМ страна квадрата једнаког површини АВ. 

Тврдим да је АМ апотома. | 

Звиста, пошто је свака од површина АГи 2К рацио- 
нална, а једнаке су АМ и М2, биће и свака од површина 
АМ и МЕ рационална, тј. сваки од квадрата на ЛО и на О. 
Значи и свака од дужи ЛО и ОМ рационална је. Затим, 
пошто је површина 40 медијална и једнака ЛЕ, биће меди- 
јална и површина ЛХ. И пошто је сад ЛЕ медијална, а МЕ 
рационална, биће Аг несамерљиво са МЕ. А како је ЛЕ према 
МЕ као ЛАО према ОМ, биће несамерљиво по дужини и ЛО 
са ОМ. А оба су рационални. Значи, дужи ЛО и ОМ су ра- 
ционалне и самерљиве само у степену. Дакле АМ је апотома 
и квадрат на њој једнак је површини АВ. На овај начин 
страна квадрата једнаког површини АВ је апотома. 

Према томе, ако је површина обухваћена рационалном 
дужи итд. 


92. 


Ако је ловршина обухваћена рационалном дужи и дру- 
том апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за 
страну прву апотому медијале. 

Нека је површина АВ обухваћена рационалном дужи 
АГ и другом гзпотомом АЛ. Тврдим да је страна квадрата, 
једнаког површини АВ, прва апотома медијале. 

Заиста, нека АН буде додатак за АД. Према томе су 
дужи АН и НА рационалне самерљиве само у степену и 
додатак АН је самерљив са датом рационалном дужи АГ, и 
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квадрат на целој дужи АН већи је од квадрата на НА за 
квадрат на дужи самерљивој по дужини са АН. Пошто је 
сад квадрат на АН већи;од квадрата на НА за квадрат на дужи 
самерљивој са АН, онда, ако се кон- РК 
струише на АН паралелограм једнак у 
четвртини квадрата на НА са квадрат- | | | 
ном допуном, он ће поделити АН на Г в ве“ 1к 
самерљиве делове. Преполовимо АН 
тачком Е и конструишимо на АН: па- 
ралелограм једнак квадрату на ЕН са 
квадратном допуном и нека то буде 
паралелограм обухваћен са А2 и 2Н. 
Стога ће А2 бити самерљиво по лу- 
жини са 2. И према томе је АН самерљиво по дужини са 
сваким од А2 и 2. Но АН је рационално и несамерљиво 
ло дужини са АГ. Према томе је и свака од А2 и 28 ра- 
ционална и несамерљива по дужини са АГ. А свака од по- 
вршина Ај и 2К је медијална. Затим, пошто је дуж ЛЕ 
самерљива са ЕН, онда је АН самерљива са сваком од ЛЕ и 
ЕН, Но АН је самерљиво по дужини са АГ | значи, и свака 
. од ДЕ и ЕН је рационална и самерљива по дужини са АГ). 
Према томе је рационална и свака од површина 40 и ЕК. 

Конструишимо сад квадрат АМ једнак површини А! и 
одузмимо од њега квадрат М2, једнак површини 2К, са истим 
углом ЛОМ при ЛАМ. Према томе су квадрати АМ и МЕ на 
истој дијагонали. Нека њихова дијагонала буде ОР и допу- 
нимо слику. Пошто су сад површине АЈ и 2К медијалне и 
једнаке одговарајућим квадратима ЛО и ОМ, биће и квадрати 
АО и ОМ медијални. Према томе су и дужи ЛО и ОМ ме- 
дијалне и самерљиве само у степену. И пошто је правоуга- 
оник обухваћен од А2 и 28 једнак квадрату на ЕН, биће 
А7, према ЕН као ЕН према 28. Но А2. је према ЕН као! 
према ЕК, значи и ЕН је према 2Нјкао ЕК према 2К. Према томе 
је ЕК средња пропорционала за А!и 2К. А за квадрате АМи 
МЕ је средња пропорционала ММ. И површина А! једнака 
је квадрату АМ, а површина 2К — квадрату МЕ.: И према 
томе је површина ММ једнака ЕК. Но 40 је једнако ЕК, а 
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АБ површини ММ. Према томе је цела површина АК једнака 
гномону УФХ и квадрату МЕ. Пошто је сад цела површина 
АК једнака збиру површина ЛМ и МЕ, од којих је АК једнако 
гномону и квадрату МЕ, биће остатак АВ једнак Т2. Но Т> 
је квадрат на АМ, Значи квадрат на АМ једнак је површиви АВ. 
На овај начин је ЛАМ страна квадрата једнаког површини АВ. 

Тврдим да је АМ прва апотома медијале. 

Заиста, пошто је површина ЕК рационална и једнака Л5, 
биће рационална и површина 42, тј. површина обухваћена са 
АО и ОЦ. Али је доказано да је квадрат на МЕ медијалан. 
Према томе је АЗ несамерљиво са МЕ. Но.л2 је према МЕ. 
као АО према ОМ. Због тога су дужи ЛАО и ОМ несамер- 
љиве по дужини. Значи АО и ОМ су медијале, самерљиве 
само у степену, које обухватају рационалну површину. Према 
томе је АМ прва апотома медијале. И она је страна квадрата 
једнаког површини АВ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини 
АВ, прва апотома медијале. А то је требало доказати.“ 


93. 


Ако је површина обухваћена рационалном дужи и трећом 
апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за страну 
другу апотому медијале. 

Нека је површина АВ обухваћена рационалном дужи 
АГ и трећом апотомом АЛ. Тврдим да је страна. квадрата, 
једнаког површини АВ, друга апотома медијале. 

Заиста, нека је АН додатак за Ад. Према томе су дужи 
АН и НА рационалне и самерљиве само у степену, и ниједна 
од АН и НА није самерљива по дужини са датом рационалном 
дужи АГ, и квадрат на целој дужи АН је већи од квадрата 
на дужи АН за квадрат на дужи самерљивој са АН. Пошто 
је сад квадрат на АН већи од квадрата на НА за квадрат на 
дужи самерљивој са АН, онда, ако се конструише на АН 
паралелограм једнак четвртини квадрата на НА са квадратном 
допуном, он ће поделити АН на самерљиве делове. Препо- 
ловимо сад АН тачком Е и конструишимо на АН паралелограм 
једнак квадрату на ЕН са квадратном допуном, и нека то 
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буде паралелограм обухваћен са А2 и 28. М повуцимо кроз 
тачке Е, 2, Н праве Ед, 21, НК паралелне правој АГ. Стога 
ће дужи А2 и 21 бити самерљиве, А 
тада су самерљиве и површине Аји 4 
7К. И пошто су А2 и 24 самерљиве | 
по дужини, биће и АН самерљиво по > 
дужини са сваком од А2 и 2. НодАН 

је рационална дуж и несамерљива по | аташе ка 
дужини са АГ, те значи да су таквеи = и И 

А7 и 2. Према томе је свака од по- Е СЕ! 


вршина А! и 2К медијална. Затим, 
пошто је ДЕ самерљиво „по дужини са 
ЕН, биће и АН самерљиво по дужини и 
са сваким од ДЕ и ЕН. Но дуж НА је рационална и несамер- 
љива по дужини са АГ. Према томе је рационална и свака 
од ДЕ и ЕН и несамерљива по дужини са АГ. А свака од 
површина д0 и ЕК је медијална. МИ пошто су АН и НА са- 
мерљиве само у степену, биће АН несамерљиво по дужини 
са НА. Но АН је самерљиво по дужини са А2,а АН са ЕН, 
због тога је А2 несамерљиво по дужини са ЕН. Како је А2, 
према ЕН као А! према ЕК, биће несамерљиво и А! са ЕК. 

Конструишимо сад квадрат ЛМ једнак површини А!и 
одузмимо од њега квадрат МЕ, једнак површини 2К, са истим 
углом при АМ. Према томе су квадрати АМ и МЕ на истој 
дијагонали. Нека њихова дијагонала буде ОР н допунимо 
слику. Пошто је сад површина обухваћена од А2 и 2Н јед- 
нака квадрату на ЕН, биће А2 према ЕН као ЕН према 2. 
Но А2 је према ЕН као А! према ЕК, а ЕН је према 2 као 
ЕК према 2К; и према томе је А! према ЕК као ЕК према 7К. 
_ На овај начин је ЕК средња пропорционала за А! и 2К. А за квад- 
рате АМ и МЕ средња пропорционала је површина ММ. И повр- 
шина А! једнака је квадрату АМ, а површина 2К квадрату 
МЕ, па према томе је површина ЕК једнака површини ММ. 
Но ММ је једнако ЛЕ, а ЕК једнако д0. Због тога је цела 
површина АК једнака гномону УФХ са квадратом МЕ. Исто 
тако и цела површина АК је једнака збиру квадрата АМ и 
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МЕ. А тада је остатак АВ једнак површини 21, тј. квадрату 
на АМ, На овај начин је АМ страна квадрата једнаког повр- 
шини АВ. 

Тврдим да је АМ друга апотома медијале. 

Заиста, пошто је доказано да су површине А! и 2К 
медијалне и једнаке квадратима на ЛО и ОМ, биће медијални 
и сваки од квадрата на АО и на ОМ; па према томе је меди- 
јала и свака од ЛО и ОМ. И пошто је А! самерљиво са 7К, 
биће и квадрат на ЛО самерљив са квадратом на ОМ. Затим, 
пошто је доказано да је А! несамерљиво са ЕК, биће неса- 
мерљиво и АМ са ММ, тј. квадрат на ЛО са правоугаоником 
обухваћеним са АО и ОМ, Због тога је и дуж ЛО несамер- 
љива по дужини са ОМ. На тај начин су ЛО и ОМ меди- 
јалне самерљиве само у степену. 

Тврдим да оне и обухватају медијалну површину. 

Заиста, пошто је доказано да ЕК медијална површина 
и она је једнака површини обухваћеној са ЛО и ОМ, биће 
и та површина, обухваћена са ЛАО и ОМ, медијална. Значи 
АО и ОМ су медијале самерљиве само у степену које обу- 
хватају медијалну површину. Према томе је АМ друга апо- 
тома медијале. МИ она је страна квадрата једнаког повр- 
шини АВ. | | 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини 
АВ, друга апотома медијале. А то је требало доказати," 
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Ако је површина обухваћена рационалном дужи и 
четвртом апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има 
за страну „мању“ (ирационалност). 

Нека је површина АВ обухваћена рационалном дужи 
АГ и четвртом апотомом Ал. Тврдим, да је страна квадрата, 
једнаког површини АВ, „мања“. 

Заиста, нека је АН додатак за А4. Према томе су дужи 
АН и НА рационалне самерљиве само у степену и АН је 
самерљиво по дужини са датом дужи АГ, а квадрат на целој 
дужи АН већи од квадрата на додатку АН за квадрат на 
„дужи несамерљивој по дужини са АН. Пошто је сад квадрат 
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на АН већи од квадрата на НА за квадрат на дужи несамер- 
љивој по дужини са АН, онда, ако се конструише на АН 
паралелограм једнак четвртини квадрата на АН са квадратном 
допуном, он ће поделити АН на неса- 
мерљиве делове. Преполовимо ДАН тач- 
ком Е и конструнишимо на АН пара- 
лелограм једнак квадрату на ЕН са 
квадратном допуном и нека то буде 
паралелограм обухваћен са А2, и 28. 
Тада је А2 несамерљиво по дужини 
са 21. Повуцимо сад кроз тачке Е, 2, 
Н праве Ед, #, НК паралелне са АГ 
и ВА. Пошто је сад дуж АН рацио- 
нална и самерљива по дужини са АГ, 
рационална је и цела површина АК. Затим, пошто је дуж АН 
несамерљива по дужини са АГ, а обе су рационалне, биће 
површина АК медијална. Даље, пошто је дуж А27. несамер- 
љива по дужини са 2К, биће и површина А! несамерљива са 
површином 2К. Конструишимо сад квадрат ЛМ једнак повр- 
шини А! и одузмимо од њега квадрат МЕ једнак површини 
2, са истим углом ЛОМ при МЕ. Према томе су квадрати 
АМ и МЕ на истој дијагонали. Нека њихова дијагонала буде 
ОР и допунимо слику. Пошто је сад површина обухваћена 
од Аг и 21 једнака квадрату на ЕН, биће пропорција: А2 
према ЕН као ЕН према 28. Но А2 је према ЕН као АЈ 
према ЕК, а ЕН према 2 као ЕК према 2К. Према томе је 
ЕК средња пропорционала за А! и 2К. Но и ММ је средња 
пропорционала за квадрате АМ и МЕ и при томе АЈ је једнако. 
АМ, а 2К једнако МЕ. На овај начин је површина ЕК једнака 
површини ММ. Но ЕК је једнако 40, а површини ММ је 
једнака површина ЛЕ. А цела површина АК једнака је гно- 
мону УФХ са МЕ. Пошто је цело АК једнако збиру квадрата 
АМ и МЕ, а АК је једнако гномону УФХ са квадратом МЕ, 
биће остатак АВ једнак 2Т, тј. квадрату на АМ. На овај 
начин ЛАМ је страна квадрата једнаког површини АВ. 

Тврдим да је АМ ирационала такозвана „мања“. | 

Заиста, пошто је површина АК рационална и једнака збиру 
квадрата на ЛО и на ОМ, биће тај збир рационалан. Затим, пошто 


~ 
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је површина АК медијална и једнака двострукој површини 
обухваћеној. са АО и ОМ, биће та двострука површина обу- 
хваћена са ЛО и ОМ медијална.. М пошто је доказано да је 
А1 несамерљиво са 2К, биће несамерљив и квадрат на ЛО са 
квадратом на ОМ. Дакле дужи ЛО и ОМ су несамерљиве у 
степену, збир састављен од квадрата на. њима рационалан, а 
двоструки правоугаоник обухваћен њима медијалан. На овај 
начин је дуж АМ ирационална такозвана „мања“. И једнака је 
страни квадрата једнаког површини АВ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини АВ, 
„мања“. А то је требало доказати.3з 
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Ако је површина обухваћена рационалном дужи и петом 
апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за страну 
„дуж која са рационалном образује цело медијално“. 

Нека је површина АВ обухваћена рационалном дужи АГ 
и петом апотомом АД. Тврдим да је страна квадрата, једнаког 
површини АВ, „дуж која са рационалном образује цело меди- 
јално“. 

Заиста, нека је АН додатак за АЛ. Према томе су дужи 
АН и НА рационалне самерљиве само у степену и додатак НА 
је самерљив по дужини са датом рацио- 
налном дужи АГ, а квадрат на целој 
дужи АН је већи од квадрата на АН 
за квадрат на дужи несамерљивој са 
АН, Онда, ако се конструише на АН 
паралелограм једнак четвртини ква- 
драта на НА са квадратном допуном, он 
ће поделити АН на несамерљиве делове. 
Преполовимо АН тачком Е и констру- 
ишимо на АН паралелограм једнак ква- 
драту на ЕН са квадратном допуном и 
нека то буде паралелограм обухваћен са А2 и 28. Стога ће 
А2 бити несамерљиво по дужини са 28. И пошто је АН неса- 
мерљиво по дужини са ГА, а оба су рационални, биће АК 
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медијално. Затим, пошто је АН рационално и самерљиво по 
дужини са АГ, биће и АК рационално. Конструишимо сад 
квадрат АМ једнак А! и одузмимо од њега квадрат МЕ једнак 
2К са истим углом ЛОМ. Тада су квадрати ЛАМ и МЕ на истој 
дијагонали. Нека ОР буде њихова дијагонала и допунимо 
слику. На сличан начин се доказује да је ЛМ страна квадрата 
једнаког површини АВ. 

Тврдим да је ЛМ „дуж која са рационалном образује 
цело медијално“. | 

Заиста, пошто је доказано да је АК медијално и једнако 
збиру квадрата на ЛО и на ОМ, онда је тај збир квадрата на 
АО и на ОМ медијалан. Затим, пошто је АК рационално и 
једнако двоструком правоугаонику обухваћеном са ЛО и ОМ, 
биће и тај правоугаоник рационалан. А како је А! несамерљиво 
са 2К, биће и квадрат на ЛО несамерљив са квадратом на ОМ. 
Према томе су ЛО и ОМ несамерљиви у степену, збир ква- 
драта на њима је медијалан и двоструки правоугаоник од њих 
рационалан. На овај начин, остатак, дуж ЛАМ је ирационална 
и зове се „дуж која са рационалном образује цело медијално“, 
а једнака је страни квадрата једнаког површини АВ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини АВ, 
„дуж која са рационалном образује цело медијално“. А то је 
требало доказати,“ 
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Ако је површина обухваћена рационалном дужи и шестом 
апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за страну 
„дуж која са медијалном образује медијално“. 

Нека је површина АВ обухваћена рационалном дужи АГ 
и шестом апотомом АД. Тврдим да је страна квадрата, једна- 
ког површини АВ, „дуж која са медијалном образује цело 
медијално“. 

Заиста, нека је АН додатак за АЛ. Према томе су дужи 
АН и НА рационалне самерљиве само у. степену, и ниједна од 
њих није самерљива по дужини са датом рационалном дужи 
АГ, и квадрат на целом АН је већи од квадрата на АН за 
квадрат на дужи несамерљивој по дужини са АН. Пошто је 
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сад квадрат на АН већи од квадрата на НА за квадрат на 
дужи несамерљивој по дужини са АН, онда, ако се конструише 
на АН паралелограм једнак четвртини квадрата на НА са ква- 
дратном допуном, он ће поделити АН 
на несамерљиве делове. Преполовимо 
| сад АН тачком Е и конструишимо на 
гР "в .«е Гк АН паралелограм једнак квадрату на 
ЕН са квадратном допуном и нека то 
буде паралелограм обухваћен са А2 
и 2. А2 ће стога бити несамерљиво 
по дужини са 2. Но А2 је према 
24 као А! према 2К. Према томе је 
несамерљиво и А! са 2К. И пошто су 
АН и АГ рационални самерљиви само 
у степену, биће АК медијално. Затим, пошто су дужи АГ и 
АН рационалне и несамерљиве по дужини, медијално је и 
АК. Пошто су сад АН и НА самерљиви само у степену, 
биће АН несамерљиво по дужини са НА. ИМ како је АН 
према НА као АК према КА, биће несамерљиво и АК са 
КА. Конструишимо сад квадрат АМ једнак површини А! и 
одузмимо квадрат МЕ, једнак 2К, са истим углом при М2. 
Тада су квадрати ЛАМ и МЕ на истој дијагонали. Нека то 
буде дијагонала ОР, и допунимо слику. Слично, као раније, 
може се доказати да је квадрат ча ЛМ једнак површини АВ. 
Тврдим да је АМ „дуж која са медијалном образује 
цело медијално“. з 
Заиста, пошто је доказано да је АК медијално и једнако. 
збиру квадрата на ЛО и на ОМ, онда је и тај збир квадрата 
на ЛАО и на ОМ медијалан. Затим, пошто је доказано да је 
АК медијално, а једнако је двоструком правоугаонику обу- 
хваћеном са ЛО и ОМ, онда је и тај двоструки правоугаоник 
са странама ЛО и ОМ медијалан. И пошто је доказано да је 
АК несамерљиво са АК, биће несамерљив и збир квадрата 
на ЛО и на ОМ са двоструким правоугаоником обухваћеним 
од АО и ОМ. И пошто је несамерљиво А! са 2К, несамер- 
љив је и квадрат на ЛО са квадратом на ОМ. Према томе 
су дужи ЛАО и ОМ несамерљиве у степену, збир квадрата 
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на њима је медијалан и двострука површина правоугаоника 
састављена од њих медијална и збир квадрата на њима је 
несамерљив са двоструким правоугаоником од њих. Према 
томе је дуж АМ ирационална, такозвана „дуж која са медн- 
јалном образује цело медијално“, и једнака је страни ква- 
драта једнаког површини АВ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини 
обухваћеној рационалном дужи и шестом апотомом, „дуж која са 
медијалном образује цело медијално“. А то је требало доказати. 
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Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и једнак 
квадрату на апотоми, има за ширину прву апотому. 

Нека је АВ апотома, ГА рационална дуж и на ГА кон- 
струисани правоугаоник ГЕ, једнак квадрату на АВ, коме је 
ширина [27. Тврдим да је Г2 прва апотома. 

Заиста, нека је ВН додатак за апотому АВ. Тада су АН 
и НВ рационалне дужи самерљиве само у стелену. ИМ кон- 
струишимо на ГА правоугаоник Гд, једнак квадрату на АН, 
и правоугаоник КА једнак квадрату на 


ВН. Према томе је цела површина ГА 4 в_н 

једнака збиру квадрата на АНи на НВ. 7 мки 
Преполовимо 2М тачком М и повуцимо | 
кроз тачку М праву МЕ паралелну ГА. | | [| 
Биће тада свака од површина 22, АМ а Е 50 л 


једнака правоугаонику обухваћеном са 

АН и НВ. Пошто је збир квадрата на АН и на НВ рацио- 
налан, а тај збир је једнак површини АМ, биће и површина 
АМ рационална; а конструисана је на дужи ГА са ширином 
ГМ. Према томе је дуж ГМ рационална и самерљива по 
дужини са ГА. Затим, пошто је двоструки правоугаоник 
обухваћен са АН и НВ медијалан, а тај двоструки правоу- 
гаоник једнак површини 2, биће и површина 2 медијална. 
Али она је конструисана на рационалној дужи ГА са шири- 
вом 2М. Према томе је рационална и 2М и несамерљива по 
дужини са ГА. И пошто је збир квадрата на АН и на НВ 
рационалан, а двоструки правоугаоник обухваћен са АН и НВ 
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медијалан, биће збир квадрата на АН и на НВ несамерљив 
са двоструким правоугаоником коме су стране АН и НВ. А како 
је збир квадрата на АН и на НВ једнак површини ГА, а 
двоструки правоугаоник са АН и НВ једнак површини 24, 
биће несамерљива површина ГА са површином 21. Но АМ 
је према 24 као ГМ према 2М. Значи дуж ГМ је несамер- 
љива по дужини са 2М. А обе су рационалне. На овај начин 
су дужи ГМ и М2 рационалне и самерљиве само у степену. 
И према томе је Г2. апотома. 

Тврдим да је прва. 

Занста, пошто је за квадрате на АН и на НВ средња 
пропорционала правоугаоник са странама АН и НВ, а квадрат 
на АН је једнак површини ГО, квадрат на ВН једнак повр- 
шини КА и правоугаоник са странама АН и НВ површини МА, 
биће средња пропорционала за површине Гд и КЛ површина 
МА, И према томе је ГО према МЛ као МЛ према КА. Но ГО 
је према МА као ГК према ММ, а МА је према КЛ као ММ 
према КМ. Према томе је правоугаоник обухваћен са ГК и 
КМ једнак квадрату на ММ, тј. четвртини квадрата на 2М. И 
пошто је квадрат на АН самерљив са квадратом на НВ, биће 
самерљива и површина Гд са површином КА. Но ГО је према 
КА као ГК према КМ. Према томе је самерљива и дуж ГК са 
дужи КМ. Сад, пошто су ГМ и М2 две неједнаке дужи и на 
ГМ је конструисан правоугаоник, једнак четвртини квадрата 
ан 2М, са квадратном допуном, наиме правоугаоник обухваћен 
са ТК и КМ, а ГК је самерљиво са КМ, биће квадрат на ГМ 
већи од квадрата на М2, за квадрат на дужи која је самерљива 
по дужини са ГМ. И ГМ је дуж самерљива по дужини са 
датом рационалном дужи ГА. Према томе је Г2 прва апотома. 

На овај начин, правоугаоник, конструисан на рационалној 
дужи и једнак квадрату на апотоми, има за ширину прву 
апотому. А то је тебало доказати,“ 
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Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и једнак 
квадрату на првој медијалној апотоми, има за ширину другу 
апотому. 
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Нека је АВ прва медијална апотома, ГА рационална дуж _ 
и на ГА је конструисан правоугаоник ГЕ, једнак квадрату на 
АВ, коме је ширина Г2. Тврдим да је Г2 друга апотома. 

Заиста, нека је ВН додатак за АВ. Тада су АН и НВ 
медијале, самерљиве у степену, које обухватају рационалну 
површину. И конструишимо на ГА правоугаоник ГО, једнак 
квадрату на АН, са ширином КМ. Према томе је цела повр- 
шина ГА једнака збиру квадрата на АН и на НВ. Значи и ГА 
је медијална површина. И конструисана 
је на рационалној дужи ГА и има за ши- 4 в нН 
рину ГМ. На овај начин и ГМ је рационална 
дуж и несамерљива по дужини са ГА. И 
пошто је површина ГАЛ једнака збиру ква- 
драта на АН и на НВ, а квадрат на АВ , Е кв а 
једнак је површини ГЕ, биће остатак, дво- 
струки правоугаоник са странама АН и НВ, једнак површини 
74. Но двоструки правоугаоник са странама АН и НВ је 
рационалан. Према томе је рационална и површина 24. И кон- 
струисана је на рационалној дужи ДЕ и има за ширину 2М. 
На тај начин је рацибнална и дуж 2М и самерљива по дужини 
са ГА. Пошто је сад збир квадрата на АН и на НВ, тј. повр- 
шина ГА, медијална, а двоструки правоугаоник са странама 
АН и НВ, тј. површина 2/, рационалан, биће површина ГА 
несамерљива са површином 2. Но ГЛ је према 24 као ГМ 
према 2М, па према томе и дуж ГМ је несамерљива по дужини 
са 2М. А обе су рационалне. Значи дужи ГМ и М2 су рацио- 
налне и самерљиве само у степену. Дакле Г2 је апотома. 

Тврдим да је друга. 

Заиста, преполовимо 2М тачком М и повуцимо кроз М 
праву МЕ паралелну правој. ГА. Тада је свака од површина 
од 28 и МЛ једнака правоугаонику са странама АН и НВ. И 
пошто је за квадрате на АН и на НВ средња прапорционала 
правоугаоник са странама АН и НВ, и квадрат на АН једнак је 
ГО, правоугаоник са странама АН и НВ једнак МЛ и квадрат 
на ВН једнак је КЛ, онда је средња прапорционала за Гд и Кл 
површина МА. И према томе је Гд према МА као МЛ према КА. 
Но ГО је према МЛ као ГК према ММ, а МЛ је према КЛ као 
ММ према МК. Према томе је ГК према ММ као ММ према КМ, 
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те значи да је правоугаоник обухваћен са ГК и КМ једнак 
квадрату на ММ, тј. четвртини квадрата на 2М | и пошто је ква- 
драт на АН самерљив са квадратом на ВН, самерљива је и 
површина ГО са површином КА, тј. дуж ГК са дужи КМ |. 
Сад, пошто су ГМ и М2 две неједнаке дужи и на већој ГМ 
је конструисан правоугаоник једнак четвртини квадрата на М27, 
са квадратном допуном, наиме правоугаоник обухваћен стра- 
нама ГК и КМ, а и ГК је самерљиво са КМ, биће квадрат на 
ГМ већи од квадрата на М2 за квадрат на дужи самерљивој 
са КМ. И додатак 2М је самерљив по дужини са датом рацио- 
налном дужи ГА. Према томе је Г2 друга апотома. 

На овај начин, правоугаоник, конструисан на рационално! 
дужи и једнак квадрату на првој медијалној апотоми, има за 
ширину другу апотому. А то је требало доказати. 

99. 

Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и једнак 
квадрату на другој медијалној апотоми, има за ширину трећу 
апотому. . 

Нека је АВ друга медијална апотома, ГА рационална лу 
и на ГА конструисан правоугаоник ГЕ једнак квадрату на АВ, 
са ширином Г27. Тврдим да је Г2 трећа апотома. 

Заиста, нека је ВН додатак за АВ. Тада су АН и НВ 
медијале, самерљиве у степену, које обухватају медијалну 

површину. И конструишимо на ГА пра- 

а __в_нН воугаоник ГО, једнак квадрату на АН, са 

Е ко кком _ ШИРИНОМ ГК, и на КО правоугаоник КА 
пије сек Бе једнак квадрату на ВН, са ширином КМ. 
|. | | | | Према томе је цела површина ГАЛ једнака 
а __Е о=е а збиру квадрата на АН и НВ [а квадрати 
на АН и на НВ су медијалниј. Према 

томе је медијална и површина ГА. ИМ она је конструисана на 
рационалној дужи ГА и има за ширину ЕМ. На овај начин и 
ГМ је рационална дуж и несамерљива по дужини са ГА. И 
пошто је цела површина ГА једнака збиру квадрата на АНи 
на НВ, а површина ГЕ је једнака квадрату на АВ, биће оста- 
так, површина 47, једнака двоструком правоугаонику обухва- 
кеном странама АМ и НВ. Преполовимо сад 2М тачком М и 
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повуцимо МЕ паралелно ГА. Значи, свака од површина 25 и 
МЛ је једнака правоугаонику са странама АН и НВ. Али тај 
правоугаоник је медијалан, значи да је медијална и површива 
ТА. А конструисана је на рационалној дужи Е2 и има за 
ширину 2М. На тај начин је рационална и дуж 2М и неса- 
мерљива по дужини са ГА. А пошто. су АН и НВ самерљиве 
само у степену, биће АН несамерљиво по дужини са НВ. Па 
према томе је несамерљив и квадрат на АН са правоугаоником 
коме су стране АН и НВ. Но са квадратом на АН су самер- 
љиви квадрати на АН и на НВ, а са правоугаоником са странама 
АН и НВ двоструки правоугаоник са странама АН и НВ. 
Значи квадрати на АН и НВ несамерљиви су са двоструким 
правоугаоником коме су стране АН и НВ. Но збир квадрата 
ва АН. и на НВ једнак је површиви ГА, а двоструки правоу- 
гаоник са странама АН и НВ једнак површини 2л. Отуда 
следује да је ГЛ несамерљиво са 2л. Но ГА је према 2Л као 
ГМ према 2М. Према томе је дуж ГМ несамерљива по дужини 
са 2М. И обе су рационалне. Према томе су дужи ГМи М2 
рационалне, самерљиве само у степену. На овај начин је Г2 
апотома. 

Тврдим да је трећа. | 

Заиста, пошто је квадрат на АН самерљив са квадратом 
на НВ, самерљива је и површина ГО са површином КА. Па 
према томе и ГК са КМ. И пошто је за квадрате на АН и на 
НВ средња пропорционала правоугаоник са странама АН и 
РВ, а квадрат на АН је једнак површини ГО, квадрат на НВ 
једнак површини КЛ, правоугаоник са АН и НВ једнак повр- 
· шини МА, биће за површине ГО и КЛ средња пропорционала 
површина МЛ, те је према томе ГО према МА као МА према 
КА. Но Гд је према МЛ као ГК према ММ, а МЛ је према 
КА као ММ према КМ; према томе је ГК према ММ као ММ 
према КМ. И на тај начин је правоугаоник са странама ГК и 
КМ једнак квадрату на ММ, тј. четвртини квадрата на 2М. 
Пошто су сад ГМ и М2 две неједнаке дужи и на ГМ је кон- 
струисан правоугаоник једнак четвртини квадрата на 2М са 
квадратном допуном и он дели ГМ на самерљиве делове, биће 
квадрат на ГМ већи од квадрата ва М2 за квадрат на дужи 
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самерљивој са ГМ. И ниједна од дужи ГМ и М2 вије самер- 
љива по дужини са датом рационалном дужи ГА. Дакле, Г2. 
је трећа апотома. 

На овај начин, правоугаоник, конструисан на рационал- 
ној дужи и једнак квадрату на другој медијалној апотоми, 
има за ширину трећу апотому. А то је требало доказати. 


100. 


Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и јед- 
нак квадрату на „мањој“ (ирационали),.има за ширину 
четврту апотому. 

Нека је АВ „мања“ (ирационала), ГА рационална дуж 
и на ГА конструисани правоугаоник ГЕ једнак квадрату на 
АВ са ширином Г2. Тврдим да је Г2 четврта апотома. 


Заиста, нека је ВН додатак за АВ. Тада су. АН и НВ 
несамерљиве у степену, збир квадрата на АН и НВ је рацио- 
налан, а двоструки правоугаоник обухваћен са АН и НВ је 
медијалан. МИ конструишимо на ГА правоугаоник ГО, једнак 
квадрату на АН, са ширином ГК, и правоугаоник КЛ, једнак 
квадрату на ВН, са ширином КМ. Значи цела површина ГА 
је једнака збиру квадрата на АН и на НВ. Но збир ових 


у в н квадрата је рационалан, па је рационална 
Пе ши му и цела површина ГА. А она је конструисана 

Г 2 МК М на рационалној дужи ГА и има ширину ГМ. 
Значи да је рационална и ГМ и самерљива 
по дужини са ГА. И пошто је цела површи- 


на ГА једнака збиру квадрата на АН и на | 
НВ, а површина ГЕ једнака квадрату на АВ, биће остатак 21 
_ једнак двострукој површини правоугаоника са странама АН и 
НВ. Сад преполовимо 2М тачком М и повуцимо кроз тачку М 
праву МЕ паралелну свакој од ГА и МА. Значи свака од површина 
72, МА једнака је правоугаонику са странама АН и НВ. И пошто 
је двоструки правоугаоник са странама АН и НВ медијалан и јед- 
нак површини 24, медијална је и површина 24. А конструисана 
је на рационалној дужи 2Е са ширином 2М. Према томе је раци- 
онална и ширина 2М и'несамерљива по дужини са ГА. И пошто је 
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збир квадрата на АН и на НВ рационалан, а двоструки пра- 
воугаоник са странама АН и НВ медијалан, биће збир ква- 
драта на АН и на НВ несамерљив са двоструким правоугао- 
ником са странама АН и НВ. Но збир квадрата на АН и на 
НВ једнак је површини ГА, а двоструки правоугаоник са 
странама АН и НВ — површини 22, према томе је несамер- 
љива и површина ГЛ са површином 24. Но ГЛ је преме 2Л 
као ГМ према М2, због тога је дуж ГМ несамерљива по 
дужини са М2. И обе су оне рационалне; дакле дужи ГМ 
и М2 су рационалне, самерљиве само у степену. На овај 
начин Г2 је апотома. 

Тврдим да је четврта. 

Заиста, пошто су дужи АН и НВ несамерљиве у сте- 
пену, биће несамерљив и квадрат на АН са квадратом на НВ. 
И. једнака је површина ГО квадрату на АН, а површина КА 
квадрату на НВ. Према томе је несамерљива и површина 
ГО са површином КА. Но Гд је према КЛ као ГК према КМ. 
Услед тога је дуж ГК несамерљива по дужини са КМ.. 
И пошто је за квадрате на АН и на НВ средња пропорцио- 
нала правоугаоник са странама АН и НВ, квадрат на АН. 
једнак. површини ГО, квадрат на НВ површини КА, а пра- 
воугаоник са странама АН и НВ површини МЛ, биће за 
површине ГО и КА средња пропорционала површина МА.. 
Стога је ГО према МА као МЛ према КЛ. Но Гб је према 
МА као ГК према ММ, и МЛ према КА као ММ према КМ. 
Према томе је ГК према ММ као ММ према КМ. Значи пра- 
воугаоник са странама ГК и КМ једнак је квадрату на ММ,. 
тј. четвртини квадрата на 2М. Пошго су сад ГМ и М2 две 
неједнаке дужи и на ГМ је конструисан правоугаовик једнак 
четвртини квадрата на М2 са квадратном допуном, наиме. 
правоугаоник са странама ГК и КМ, и он дели ГМ на неса- 
мерљиве делове, биће квадрат на ГМ већи од квадрата на 
М2 за квадрат на дужи која је несамерљива са ГМ. А цела, 
дуж ГМ је самерљива по дужини са датом рационалном дужи. 
ГА. Према томе је Г7. четврта апотома. 

На овај начин, правоугаоник итд. 
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101. 


Правоугаоник конструисан на рационалној дужи и једнак 
жвадрату на „дужи која са рационалном образује цело меди- 
јално“ има за ширину пету апотому. 

Нека је АВ „дуж која са рационалом образује цело 
медијално", ГА рационална дуж и на ГА је конструисан право- 
угаоник ГЕ, једнак квадрату на АВ, са ширином [Г2. Тврдим 
да је Г2 пета апотома. 

А в нН Заиста, нека је ВН додатак за АВ. 
| Зак Тада су АН и НВ дужи несамерљиве у 


-—— ИВЕ А степену, збир квадрата на њима медија- 

| лан, а двоструки правоугаоник образован 
5 

4 __Е че да Од њих рационалан. И конструишимо на 


| ГА правоугаоник ГО, једнак квадрату на 
АН, и правоугаоник КЛ једнак квадрату на НВ. Према томе 
је цела површина ГА једнака збиру квадрата на АН и на НВ. 
Но збир квадрата на АН и на НВ је медијалан, те је меди- 
јална и површина ГА. И она је конструисана на рационалној 
дужи ГА и има ширину ГМ, због тога је рационална и дуж 
ГМ и несамерљива са ГА. И пошто је цела површина ГА једнака 
збиру квадрата на АН и на НВ, а површина ГЕ једнака квад- 
рату на АВ, биће остатак 2 једнак двоструком правоугао- 
нику са странама АН и НВ. Преполовимо 2М тачком Ми 
повуцимо кроз М праву МЕ паралелну свакој од ГА и МА. 
Тада је свака од површина 2, МА једнака правоугаонику са 
странама АН и НВ. И пошто је двоструки правоугаоник са 
странама АН, НВ рационалан и једнак површини 24, рацио- 
нална је и површина 24. И конструисана је на рационалној 
дужи Е2 а има ширину 2М. Према томе је рационална и дуж 
2М и самерљива по дужини са ГА. А како је ГЛ медијално, 
а 2 рационално, биће ГА несамерљиво са 21. Но ГА је 
према 24 као ГМ према М2, према томе је дуж ГМ несамер- 
„љива по дужини са М7. И обе су оне рационалне. Значи ГМ 
и М2 су рационалне самерљиве само у степену. На овај 
начин Г2. је апотома. 


Тврдим да је пета. 
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Заиста, слично се доказује да је правоугаоник са стра- 
нама ГК и КМ једнак квадрату на ММ, тј. четвртинн квад- 
рата на 2М. ИМ пошто је квадрат на АН несамерљив са 
квадратом на НВ, квадрат на АН једнак површини ГО, квадрат 
ва НВ површини КА, биће и површина ГО несамерљива са 
површином КА. А како је ГО према КА као ГК према КМ, 
биће несамерљива по дужини и дуж ГК са дужи КМ. Пошто 
су сад ГМ и М2 две неједнаке дужи и на ГМ је конструн- 
сав правоугаоник једнак четвртини квадрата на 2М, са квад- 
ратном допуном, а он дели ГМ на несамерљиве делове, биће 
квадрат на ГМ већи од квадрата на М2 за квадрат на дужи 
несамерљивој са ГМ. ИМ додатак 2М је несамерљив са датом 
рационалном дужи ГА. На овај начин је Г7 пета апотома. А 
то је требало доказати. 


102. 


Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и јед- 
вак квадрату на „дужи која са медијалном образује цело 
медијално“, има за ширину шесту. апотому. 

Нека је АВ „дуж која са медијалном образује цело 
медијално“, ГА рационална дуж, и на ГА конструисан право- 
· угаоник ГЕ једнак квадрату на АВ, са ширином Г2. Тврдим 
да је Г2 шеста апотома. 

Заиста, нека је ВН додатак за АВ. 


Тада су АН и НВ дужи несамерљиве у ма Мел 
степену, збир квадрата на њима је мед  г. 2 муком 
јалан и двоструки правоугаоник са стра- | 
нама АН и НВ медијалан и збир квадрата 

4 Е 5а ал 


на АН и на НВ несамерљив са двостру- 
ким правоугаоником коме су стране АНи 
НВ. И конструишимо на ГА површину Гд једнаку квадрату на 
АН са ширином ГК и површину КА једнаку квадрату на ВН. 
Према томе је цела површина ГЛ једнака збиру квадрата на 
АН и на НВ. Значи и ГЛ је медијална површина. И конструисана 
је на рационалној дужи ГА са ширином ГМ, због тога је раци- 
онална и дуж ГМ и несамерљива по дужини са ГА. И пошто 
је цела површина ГА једнака збиру квадрата на АН и на НВ, 
а површина ГЕ једнака квадрату на АВ, биће остатак 2л 
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једнак двоструком правоугаонику са странама АН и НВ. И 
двоструки правоугаоник са странама АН и НВ је медијалан, 
значи и површина 2 је медијална. И конструисана је на 
ЖЕ а има ширину 2М. Према томе је рационална и дуж 
2#М и несамерљива по дужини са ГА. МИ пошто је збир 
квадрата на АН и на НВ несамерљив са двоструким право- 
угаоником коме су странама АН и НВ, и збиру квадрата на 
АН и НВ је једнака површина ГА, а двоструки правоугаоник 
са странама АН и НВ једнак површини 2, биће несамер- 
љива и површина ГА са површином 24. Но ГА је према 21 
као ГМ према М2, па: према томе су несамерљиве по дужини 
и дужи ГМ и М2. И обе су рационалне. На овај начин су 
дужи ГМ и М2 рационалне, самерљиве само у степену. А 
према томе је Г2 апотома. 3 

Тврдим да је шеста. 

Заиста, пошто 27 једнако двоструком правоугаонику са 
странама АН и НВ, преполовимо 2М тачком М и повуцимо 
кроз тачку М праву МЕ паралелну ГА. Тада је свака од површина 
2 и МА једнака правоугаонику са странама АН и НВ. И пошто 
су дужи АН и НВ несамерљиве у степену, биће и квадрат на 
АН несамерљив са квадратом на НВ. Но квадрат на АН је 
једнак површини Гд, а квадрат на'НВ једнак површини КА. 
На тај начин је и површина ГО несамерљива са површином 
КА. Но ГО је према КЛ као дуж ГК према дужи КМ. Значи 
и дуж ГК је несамерљива са дужи КМ. И пошто је за ква- 
драте на АН и на НВ средња пропорционала прављугаоник 
са странама АН и НВ, квадрат на АН једнак је површини ГО, 
квадрат на НВ једнак површини КЛ и правоугаоник са стра- 
нама АН и НВ једнак површини МА, биће и за површине Гд и КЛ 
средња пропорционала површина МА. Но ге је према МА 
као МА према КА. Из истих разлога квадрат на ГМ је већи 
од квадрата на М2 за квадрат на дужи несамерљивој са ГМ. 
И ниједна од њих није самерљива са датом рационалном дужи 
ГА. -На евај начин Г2 је шеста апотома. А то је требало 
доказати. 

103. 

Дуж самерљива по дужини са апотомом је апотома и 

то истога реда. 
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Нека је АВ апотома и ГА дуж самерљива по дужини 
са АВ. Тврдим да је ГА апотома и истога реда као и АВ. 
Заиста, пошто је АВ апотома, нека ВЕ буде 


њен додатак. Тада су дужи АЕ и ЕВ рационалне и “] ђ 
самерљиве само у степену. И начинимо тако да АВ 50] 
буде према ГА у истом односу као што је ВЕ | 7 
према 42. Но део једног целог је према одговара- Е! 
јућем делу другог целог као прво цело према ; 


другом. И према томе је цела дуж АЕ према це- 
лој дужини Г2 као АВ према ГА. Но дуж АВ је самерљива 
по дужини са ГА, па је према томе самерљива и дуж АЕ са 
"72, а ВЕ са 47. И АЕ и ЕВ су рационалне самерљиве само 
у степену, значи и дужи Г2 и 74 рационалне и самерљиве 
само у степену. [На овај начин, ГА је апотома. | 

Тврдим да је она истога реда као и АВ] 

Пошто је сад АЕ према Г2 као ВЕ према 47, биће, 
после измене реда средњих чланова, АЕ према ЕВ као Г2 
према 24. Тада је квадрат на АЕ већи од квадрата на ЕВ за 
квадрат на дужи која је или самерљива са АЕ или несамер- 
љива. Ако је квадрат на АЕ већи од квадрата на ЕВ за ква- 
драт на дужи самерљивој са АЕ, биће и квадрат на Г2 већи 
од квадрата на 24 за квадрат на-дужи самерљивој са Г7. И 
ано је дуж АЕ самерљива по дужини са датом рационалном 
дужи, биће самерљива и Г2, а ако је самерљива дуж ВЕ, 
биће и 242, а ако ниједна од АЕ и ЕВ није самерљива, неће 
бити ниједна ни од Г2 и 24. А ако је квадрат на АЕ већи 
од квадрата на ЕВ за квадрат на дужи несамерљивој са ДЕ, 
биће и квадрат на Г2 већи од квадрата на 24 за квадрат на 
дужи несамерљивој. са Г2. И ако је АЕ самерљиво по ду- 
жини са датом рационалном дужи, биће самерљива и Г2, а 
ако је ВЕ, биће и Д2, а ако ниједна од АЕ и ЕВ, неће бити 
ниједна ни од Г2 и 24. 

__На овај начин ГА је апотома и то истога реда као и 
АВ. А то је требало доказати." 


104. 


Дуж самерљива са медијалном апотомом је медијална 
апотома и то истога реда. 


126 


Нека је АВ медијална апотома и дуж ГА самерљива по 
дужини са АВ. Тврдим да је ГА медијална апотома и истога 
реда као и АВ. 


Ас Заиста, пошто је АВ медијална апотома, нека 
је ЕВ њен додатак. Према томе су АЕ и ЕВ 
в! медијале самерљиве само у степену. И начинимо 


14 тако да буде АВ према ГА као ВЕ према А7. 
| Значи и дуж АЕ самерљива је са Г2, а дуж ВЕ 
2 · са А2. Но АЕ и ЕВ су медијале самерљиве само у 
степену. Значи и Г2 и 24 су медијале самерљиве само у 
степену. На овај начин ГА апотома. 

Тврдим да је истога реда као и АВ. 

Заиста, пошто је АЕ према ЕВ као Г2 према 24 [но 
АЕ је према ЕВ као квадрат на АЕ према правоугаонику са 
странама АЕ и ЕВ, а Г2 је према 24 као квадрат на Г2 
према правоугаонику са странама Г2 и 24], биће квадрат на 
АЕ према правоугаонику са странама АЕ и ЕВ као квадрат на 
Г2 према правоугаонику са странама Г2 и 24 [и, после пер- 
мутације, квадрат на АЕ према квадрату на Г2. као правоуга- 
оник са странама АЕ и ЕВ према правоугаонику са страна- 
нама Г2 и 24]. Но квадрат на АЕ је самерљив са квадратом 
на Г2. Значи самерљив је и правоугаоник са странама АЕ и 
ЕВ са правоугаоником са странама Г2 и 24. Сад, ако је пра- 
воугаоник са странама АЕ и ЕВ рационалан, биће рациона- 
лан и правоугаоник са странама Г2, и 24, а ако је правоугао- 
ник са странама АЕ и ЕВ медијалан, биће медијалан и пра- 
воугаоник са странама Г2 и 24. 

На овај начин, дуж самерљива са медијалном апотомом 
је медијална апотома и то истога реда. А то је требао до- 
казати. 


105. 


Дуж самерљива са „мањом“ (ирационалом) је „мања“. 

Нека је АВ „мања“ и ГА дуж самерљива са АВ. Твр- 
дим да је и ГА „мања“. 

Заиста, урадимо исто што и раније. И пошто су дужи 
АЕ и ЕВ несамерљиве у степену, биће Г2 и 24 несамерљиве 
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у степену. Сад, пошто је АЕ према ЕВ као Г2 према 24, 
биће и квадрат на АЕ према квадрату на ЕВ као квадрат на 
Г2 према квадрату на 24. И, после спајања, збир квадрата на. 
АЕ и на ЕВ је према квадрату на ЕВ као збир 
квадрата на Г2 и на 24 према квадрату на 24 ји 
са пермутацијомј. Но квадрат на ВЕ је самерљив 
са квадратом. на 42. Значи и збир квадрата на АЕ 
и на ЕВ самерљив је са збиром квадрата на Г2 и .| Е 
на 24. Но збир квадрата на ДЕ и на ЕВ је раци- 
оналан, због тога је и збир квадрата на Г2 и на 
2 рационалан. Затим, пошто је квадрат на АЕ према право- 
угаонику са странама ДЕ и ЕВ као квадрат на Г2 према пра- 
воугаонику са странама Г2 и 24, а квадрат на АЕ је са- 
мерљив са квадратом на Г2, биће самерљив и правоугаоник 
коме су стране АЕ и ЕВ са правоугаоником коме су стране 
Г2 и 24. Но правоугаоник са странама ДЕ и ЕВ је медијалан, 
значи медијалан је и правоугаоник са странама Г2 и 24. Према 
томе су дужи Г2 и 24 несамерљиве у степену и збир ква- 
драта образованих на њима је рационалан, а правоугаоник 
од њих медијалан. 

На овај начин ГА је „мања“ (ирационала). А то је тре- 
бало доказати. 


А. ЈГ 


2 


а 106. 


Дуж самерљива са „дужи која са рационалном образује 
цело медијално“ је „дуж која са рационалном образује цело 
медијално“. | 


А. |Г Нека је АВ „дуж која са рационалном обра- 
зује медијално“ и ГА дуж самерљива са АВ. Твр- 
в! дим да ја ГА „дуж која са рационалном образује 


[а _ цело медијално“". 

Заиста, нека је ВЕ додатак за АВ. Тада су АЕ 
|; и ЕВ дужи несамерљиве у степену, оне образују 

медијалан збир квадрата на ДЕ и на ЕВ и рационалан право- 

угаоник са овим странама. И урадимо исто што и раније. 

Слично претходном се доказује да.су Г7 и 24 у истој раз- 

мери као и АЕ и ЕВ и да је збир квадрата на АЕ и на ЕВ 
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самерљив са збиром квадрата на Г2 и на 24, а правоуга- 
оник коме су стране АЕ и ЕВ самерљив са правоугаоником 
коме су стране Г2 и 24. Према томе су дужи [2 и 74 не- 
самерљиве у степену и образују медијалан збир квадрата на 
Г2 и на 24 и рационалан правоугаоник од њих. 

На овај начин, ГА је „дуж која са рационалном образује 
цело медијално“. А то је требало доказати. 


107. 


Дуж самерљива са „дужи која са медијалномо бразује цело 
медијално" и сама је „дуж која са медијалном образује цело 
медијално“. 

Нека је АВ „дуж која са медијалном образује цело ме- 
дијално“ и ГА дуж самерљива са АВ. Тврдим да је ГА „дуж 
која са медијалном образује цело медијално". __ 

Заиста, нека је ВЕ додатак за АВ. И урадимо исто што 
и раније. Тада су дужи ДЕ и ЕВ несамерљиве у степену, 

РЕН образују медијалан збир квадрата на њима и ме- 

| дијалан правоугаоник са тим странама и тај збир 
5! квадрата је несамерљив са тим правоугаоником. И 

| а тада су, како је доказано, дужи АЕ и ЕВ самер- 
51 | љиве и са дужима Г2 и 24, и збир квадрата на 
| АЕ и на ЕВ је самерљив са збиром квадрата на 
Г2 и 24, и правоугаоник коме су стране АЕ и ЕВ 
«са правоугаоником коме су стране [2 и 24. Према томе су 
дужи Г2 и 24 несамерљиве у степену, образују медијалан 
збир квадрата на њима и медијалан правоугаоник од њих и 
тај збир квадрата је несамерљив са тим правоугаоником. 

На овај начин, „дуж која са медијалном образује цело 
медијално“ и сама је „дуж која са медијалном образује цело 
медијално“. А то је требало доказати. 


152 


108. 


При одузимању медијалне површине од рационалне појав- 
љују се две ирационалне дужи: апотома или „мања“. 

Нека се од рационалне површине ВГ одузима медијална 
површина ВА. Тврдим да је страна квадрата једнаког повр- 
шини ЕГ једна од две ирационалне — апотома или „мања". 


. 
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Заиста, узмимо рационалну дуж 2, конструишимо на 
7 правоугли паралелограм НО једнак површини ВГ и одуз- 
мимо НК, једнак површини АВ. Тада је остатак ЛО једнак 
површини ЕГ. Сад, пошто је површина ВГ рационална, а ВА 
медијална, а ВГ је једнако Нд, а ВА једнако НК, биће НО 
рационално, а НК медијално. И те површине су конструисане 
на рационалној дужи 2. Значи да је рационална и дуж 70 
и самерљива по дужини са 2, а рационална је и дуж 2Ки 
несамерљива по дужини са 2. Према томе је дуж 20 неса- 
мерљива по дужини са 2К. Дакле дужи 20 и 2К су рацио- 
налне, самерљиве само у степену. На овај начин, КО је апотомз, 
а К2 је њен додатак. И квадрат на 02 је већи од квадрата 
на 2К за квадрат на дужи или самерљивој са 02 или неса- 
мерљивој. | 

Нека је прво за квадрат 
на дужи самерљивој. И цела А Е в 
дуж 902 је самерљива по ду- 
жини са датом рационалном 
дужи 28. Тада-је Кд-прва-апо- ј 
тома. И страна квадрата, који | | 

4 


је једнак правоугаонику обух- . 

ваћеном рационалном дужи и | 

првом апотомом, једнака је апо- Б | | 
томи. Значи страна квадрата, 9 К 7 


који је једнак површини 10, 
тј. површини ЕГ, једнака је апотоми. 

А ако је квадрат на 02 већи од квадрата на 2К за ква- 
драт на дужи незамерљивој са 82, и цела дуж 20 је самерљива 
по дужини са узетом рационалном дужи 2, биће КО четврта 
апотома. И страна квадрата једнаког површини обухваћеној 
рационалном дужи и четвртом апотомом, једнака је „мањој“, 
А то је требало доказати.8 


109. 


При одузимању рационалне површине од медијалне појав- 
љују се две ирационалне дужи: прва медијална апотома или 
„дуж која са рационалном образује цело медијално“. 


Еуклидови елементи књ. 10 9 
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Нека се од медијалне површине ВГ одузме рационална 
површина ВА. Тврдим, да се као страна квадрата, једнаког 
површини остатка ЕГ, појављује једна од две ирационалне: 
или прва медијална апотома, или „дуж која са рационалном 
образује цело медијално“. 

Заиста, узмимо рационалну дуж 21 и слично претход- 
ном конструишимо површине. Тада следује да је дуж 70 
рационална и несамерљива по дужини са 28, а К2 је рацио- 
нална и самерљива по дужини са 2. Према томе су 20 и 
- ФК рационалне и самерљиве само у степену. На тај начин, 
КО је апотома и 2К је њен додатак. ИМ тада је квадрат на 
02 већи од квадрата на 2К за квадрат на дужи или самер- 
љивој са 02 или несамерљивој са 027. 

Сад, ако је квадрат на 02 већи 
од квадрата на 2К за квазрат на ду- 
жи самерљивој са 62 и додатак 2К 
је самерљив по дужини са датом 
| рационалном дужи 2, дуж КО једру- 
га апотома. Но дуж 2 је рационална. 
Према томе страна квадрата једнаког 
А 4 Г површини 160, тј. површини ЕГ, јед- 
нака је првој медијалној апотоми. 

А ако је квадрат на 02 већи 
од квадрата на 2К за квадрат на дужи несамерљивој са 02 
и лодатак 2К је самерљив по дужини са узетом рационалном 
дужи 2, биће КО пета апотома. И страна квадрата, једна- 
ког површини ЕГ, једнака је „дужи која са рационалном“ 
образује цело медијално“. А то је требало доказати. 


10. 


При одузимању од једне медијалне површине друге 
медијалне површине, несамерљиве са првом, појављују се 
две остале ирационале — друга медијална апотома или „дуж 
која са медијалном образује цело медијално“. 

Одузмимо, слично као на претходним сликама, од меди- 
јалне површине ВГ медијалну површину ВА несамерљиву са 
целом. Тврдим, да се као страна квадрата једнаког површини 


В Е 2 к о 


Н 4 
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ЕГ појављује једна од две ирационале: или друга медијална 
апотома или „дуж која са медијалном образује цело медијално". 

Заиста, пошто је свака од површина ВГ и ВА медијална 
и ВГ је несамерљиво са ВА, биће свака од 70 и 2К рацио- 
нална и несамерљива по дужини са 2. И пошто је ВГ неса- 
мерљиво са ВА, тј. Нд са НК, биће и 02 несамерљиво са 
7К. Према томе су дужи 70 и 2К рационалне и самерљиве 
само у степену. Значи, КО је апотома [а 2К је додатак. И 
квадрат на 20 је већи од квадрата на 2К за квадрат на дужи, 
која је или самерљива са 20 или несамерљива ]. 

Ако је квадрат на 20 већи од 
квадрата на 2К за квадрат на дужи 
самерљивој са 20, и ниједна од 20 8 Е 
и 2К није самерљива по дужини са 
датом дужи 28, биће КО трећа апо- | 
тома. Но КЛ је рационална дуж, а | 
„правоугаоник обухваћен рационал- 
ном дужи и трећом апотомом је ира- | 
ционалан, и страна једнаког му квадрата такође је ирационална 
и зове се друга медијална апотома. Према томе је страна 
квадрата једнаког површини 20, тј. површини ЕГ, једнака 
лругој медијалној апотоми. 

А ако је квадрат на 20 већи од квадрата на 2К за квад- 
рат на дужи несамерљивој по дужини са 20, и ниједна од 
дужи 02 и 7К није самерљива по дужини са 2Н, КО је 
шеста апотома. Но страна квадрата, једнаког правоугаонику 
обухваћеном рационалном дужи и шестом апотомом, једнака 
је „дужи која са медијалном образује цело медијално“. На 
овај начин, страна квадрата једнаког површини 16, тј. повр- 
шини ЕГ, једнака је „дужи која са медијалном образује цело 
медијално“. А то је требало доказати. 

1. 

Апотома није исто што и биномијала. 

Нека је АВ апотома. Тврдим, да АВ није исто што и 
биномијала. 

Заиста, ако је могуће, нека буде исто. Узмимо рацио- 
налну дуж АГ и конструишимо на ГА правоугаоник ГЕ једнак 

у. 
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квадрату на АВ са ширином ДЕ. Пошто је АВ апотома, биће. 
АЕ прва апотома, а Е7 њен додатак. Према томе су 47 и ЈЕ 
рационалне дужи самерљиве само у степену. И квадрат на 
47 је већи од квадрата на 2 за квадрат на дужи самерљи- 
твој са 2, и А7 је самерљиво по дужини 
д—————----- н са узетом рационалном дужи АГ. Затим, 
5 Н Е 5 пошто је АВ биномијала, биће ДЕ прва 
биномијала. Поделимо је на рационалне 
делове тачком Н и нека је већи део АН, 
Тада су дужи АН и НЕ, рационалне, са- 
мерљиве само у степену. ИМ квадрат на 
АН је већи од квадрата на НЕ за квадрат 
на дужи самерљивој са АН и већи део 
АН је самерљив по дужини са узетом 
рационалном дужи АГ. Значи А2, је са- 
мерљиво по дужини са АН. Па према томе и остатак Н2 је 
је самерљив по дужини са 427. Пошто је сад А7 самерљиво_ | 
са Н2, а А2 је рационално, биће рационално и Н2. Пошто 
је 42 самерљиво по дужини са Н2, несамерљиво је по дужини 
42 са Е2. Према томе је несамерљиво по дужини и 2 са 
Е7. Дакле дужи Н2 и ХЕ су рационале самерљиве само у 
степену. На овај начин ЕН је апотома. Али она је рацио- 

нална. А то је немогуће. 
На овај начин, апотома није исто што и биномијала. А 

то је требало доказати. 


Т 


Последица. 


Апотома и ирационале које јој следују нису исте ни са 
медијалом ни међу собом. 

Заиста, правоугаоник, једнак квадрату на медијали, је кон- 
струисан на датој рационалној дужи, има за ширину рацио- 
налну дуж несамерљиву по дужини са дужи, на којој је кон- 
стручсан правоугаоник, а правоугаоник, једнак квадрату на 
апотоми, конструисан на датој рационалној дужи, има за 
ширину прву апотому; једнак квадрату на првој медијал- 
ној апотоми има за ширину другу апотому; једнак ква- 
драту на другој медијалној апотоми има за ширину трећу 
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апотому; једнак квадрату на „мањој“ има за ширину четврту 
апотому; једнак квадрату на „дужи која са рационалном 06- 
разује цело медијално“ има за ширину пету апотому; једнак 
квадрату на „дужи која са медијалном образује цело медијално“ 
има за ширину шесту апотому. Пошто се сад наведене ши- 
рине разликују како од прве, тако и једна од друге: од прве, 
јер је она рационална, а једна од друге, јер нису истог реда, 
јасно је да се и саме ирационале разликују једна од друге. 
И пошто је доказано да апотома није исто што и биномијала, 
и затим оне ирационале, које следују после апотоме, дају 
при конструкцији правоугаоника на рационалној дужи, као 
ширине, апотоме свака свог реда, а. оне које следују после 
биномијале дају, као ширине, биномијале свога реда, онда 
су различите једне и друге ирационале. На овај начин према 
реду имамо свега 13 ових ирационала: | 

Медијала, . 

Биномијала, | 

Прва бимедијала, 

Друга бимедијала, 

„Већа“, 

Страна квадрата једнаког збиру рационале и медијалне 
површине, 

Страна квадрата једнаког збиру две медијалне површине, 

Апотома, 5 

Прва медијална апотома, 

Друга медијална апотота, 

„Мања“, 

„Дуж која са рационалном образује цело медијално“, 

„Дуж која са медијалном образује цело медијално“.% 


112. 


Квадрат на рационалној дужи, конструисан на биномијали 
има за ширину апотому, чије су рационале самерљиве са 
рационалама биномијале и у истој размери; и тако добивена 
апотома је истога реда као и биномијала. 

Нека је А рационална дуж, а ВГ биномијала, чија је 
већа рационала АГ, и квадрат на А једнак правоугаонику са 
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странама ВГ и 227. Тврдим да је Е2 апотома чији су делови 
самерљиви са ГА и АВ, и у истој размери и да је Е2 истога 

реда као и ВГ. 
Заиста, нека је поново квадрат на А једнак правоугао- 
нику са странама ВА и Н. Пошто је сад правоугаоник са 
странама ВГ и Е2 једнак 


РА правоугаонику са странама 
4 5 ВА и Н, биће ГВ према 
една Ра : ВА као Н према Е2. Но 


к. , , :д ГВ је веће од ВА, према 

томе и Н је веће од Е2. 
Нека је Е6 једнако Н. Тада је ГВ према ВА као бЕ према Е2. 
И, после одвајања, ГА је према ВА као 02, према 2Е. Начи- 
нимо тако да буде 02 према 22 ка 2К према КЕ. И цело 
ОК је према целом К2 као 2К према КЕ, јер је један прет- 
ходни према једном наредном као сви претходни према свима 
наредним. И 2К је према КЕ као ГА према АВ. Значи, ОК 
је према Ка као ГА према АВ. Но квадрат на ГА је самерљив 
са квадратом на АВ. Па према томе је самерљив и квадрат 
на ОК са квадратом на К2. И квадрат на ОК је према ква- 
драту на Ка као ОК према КЕ, уколико су три дужи СК, 
К2 и КЕ пропорционалне. Значи ОК је самерљиво по дужини 
са КЕ. На тај начин и ОЕ је самерљиво по дужини са ЕК. 
И пошто је квадрат на А једнак правоугаонику са странама 
Ед и ВА, а квадрат на А рационалан, биће рационалан и 
правоугаоник са странама Ед и ВА. И конструисан је на ра- 
ционалној дужи ВА. Па према томе је рационална и дуж. Е0 
и самерљива по дужини са ВА. На тај начин и самерљива 
са њом ЕК је такође рационална и самерљива по дужини са 
ВА. Пошто је сад ГА према АВ као 2К према КЕ и ГА и АВ 
су самерљиве само у степену, биће и 2К и КЕ самерљиве 
само у степену. Но дуж КЕ је рационална. Значи да је ра- 
ционална и дуж 2К. Према томе су дужи 2К и КЕ рацио- 
_ налне, самерљиве само у степену. На овај начин Е2 је апотома. 


Но квадрат на ГА је већи од квадрата на АВ за квадрат 
на дужи која је или самерљива са ГА или несамерљива. 

Ако је квадрат на ГА већи од квадрата на АВ за квад- 
рат на дужи самерљивој са ГА, биће и квадрат на 2К већи 
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од квадрата на КЕ за квадрат на дужи самерљивој са 27К. 
И ако је дуж ГА самерљива по дужини са датом рационалном 
дужи, биће самерљива и 2К; ако је ВА самерљива, биће са- 
мерљива и КЕ; ако није ниједна од ГА и АВ самерљива, неће 
бити ниједна ни од 2К и КЕ. 

А ако је квадрат на ГА већи од квадрата на ДВ за квад- 
рат на дужи несамерљивој са ГА, биће и квадрат на 2К већи 
од квадрата на КЕ за квадрат на дужи несамерљивој са 7К. 
И ако је дуж ГА самерљива по дужини са датом рационал- 
ном дужи, биће самерљива и дуж 2К; ако је самерљива ВА, 
самерљива је и КЕ; ако није ниједна од ГА и АВ самерљива, 
неће бити ниједна ни од 7К и КЕ. Према томе је 72 апотома, 
чије су рационале 2К и КЕ самерљиве са рационалама ГА и 
АВ биномијале, у истој су размери и истога реда као и ВГ. 
А то је требало доказати.з0 


113. 


Квадрат на рационалној дужи, конструисан на апотоми 
има за ширину биномијалу, чије су рационале самерљиве са 
рационалама апотоме и у истој су размери; и тако добивена 
биномијала је истога реда као и апотома. 

Нека је А рационална дуж, ВА — апотома, || |К: 

и квадрат на А нека је једнак правоугаонику 


са странама ВА и Ко, тако да квадрат на ра- 14 Н 
ционалној дужи А, конструисан, као правоу- | 
гаоник, на апотоми ВА има за ширину дуж К6. В [ЈЕ 


Тврдим, да је КО биномијала, чије су рацио- 12 
нале самерљиве са рационалама апотоме ВА и 
__у истој размери и да је КО истога реда као и ВА. 

Заиста, нека је АГ додатак за ВА. Тада су дужи ВГи 
ГА рационалне и самерљиве само у степену. М квадрат на 
А једнак је правоугаонику са странама ВГ иН. А како је 
квадрат на А рационалан, биће рационалан и правоугаоник са 
странама ВГ и Н. И конструисан је на рационалној дужи ВГ. 
Због тога је рационална и дуж Н и самерљива по дужини 
са ВГ. Пошто је сад правоугаоник са странама ВГ и Н једнак 
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правоугаонику са странама ВА и Ка, постоји пропорција: ГВ 
је према ВА као КО према Н. Но ВГ је веће од ВА, па значи 
и КО је веће од Н. Узмимо КЕ једнако Н, значи КЕ је са- 
мерљиво по дужини са ВГ. И пошто је ГВ према ВА као ОК 
према КЕ, биће, после замене једног дела другим, ВГ према 
ГА као КО према ВЕ. Начинимо тако да КО буде према дЕ 
као 02. према ЖЕ, па ће и остатак К2 бити према 20 као 
Ко према дЕ, тј. као ВГ према ГА. Но дужи ВГ и ГА самер- 
љиве само у степену, па према томе и дужи К; и 20 биће 
самерљиве само у степену. И пошто је КО према ВЕ као К2 
према 20, то је и К7 према 20 као 02 према ХЕ. А пошто је прво 
према трећем као квадрат на првом према квадрату на дру- 
гом, то је и Ка према 7Е као квадрат на К2 према квадрату 
на 20. Но квадрат на К2 је самерљив са квадратом на 20, 
јер су дужи К2 и 20 самерљиве у степену. Значи К7 и ЈЕ 
су самерљиве по дужини, те је К2 самерљиво по дужини 
и са КЕ. Но дуж К2 је рационална и самерљива по дужини 
са ВГ. И пошто је ВГ према ГА као К2 према 20, биће, 
после пермутовања, ВГ према К2 као АГ према 20. Но ВГ 
је самерљиво са К2, према томе и 20. је самерљиво по ду- 
жини са ГА. Но дужи ВГ и ГА су рационалне, самерљиве 
само у степену. Због тога су и дужи К2 и 20 рационалне, 
самерљиве само у степену. Дуж КО је према томе бино- 
мијала. 

Ако је сад квадрат на ВГ већи од квадрата на ГА за 
квадрат на дужи самерљивој са ВГ, биће и квадрат на К2 
већи од квадрата на 20 за квадрат на дужи самерљивој са 
К2. И ако је ВГ самерљиво по дужини са узетом рационал-. 
ном дужи, биће самерљиво и К2, а ако је ГА самерљиво по 
дужини са узетом рационалном дужи, биће и 20, а ако ни- 
једна од ВГ и ГА није самерљива, неће бити самерљива ни- 
једна од К2 и 270. 

А ако је квадрат на ВГ, већи од квадрата на ГА за 
квадрат на дужи несамерљивој са ВГ, биће и квадрат на К2 
већи од квадрата на 209 за квадрат на дужи несамерљивој 
са К7. И ако је ВГ самерљиво по дужини са узетом раци- 
оналном дужи, биће самерљиво и К2, а ако је ГА самерљиво, 
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биће и 270, а ако ниједна од ВГ и ГА није самерљива, неђе 
бити ниједна ни од К2 и 20. 

На овај начин, КВ је биномијала, чије су две рационале 
К2, и 20 самерљиве са рационалама ВГ н ГА апотоме и у истој 
размери са њима. МИ КО има исти ред са ВГ. А то је тре- 
бало доказати. 


114. 


Ако је површина (правоугаоника) обухваћена зпотомом 
и биномијалом чије су рационале самерљиве са рационалама 
апотоме иу истој размери, биће страна квадрата једнаког 
тој површини рационалнза. 

Нека је површина (правоугаоника) са 
странама АВ и ГА обухваћена апотомом АВ Ј 
и биномијалом ГА и нека је ГЕ већа рацио- Г Е 4 
вала биномијале; нека су рационале ГЕ и ЕД „ | 
биномијале самерљиве са рационалама А2 „ 

и 28 апотоме и у истој размери са њима, и К А мМ 
нека је Н страна квадрата једнаког правоу- 
гаонику са странама АВ и ГА. Тврдим да је дуж Н рационална. 

Заиста, узмимо рационалну дуж 6 и конструишимо на 
ГА правоугаоник, једнак квадрату на 0, коме је ширина КЛ. 
Према томе је КЛ апотома, чије су рационале КМ им МА 
самерљиве са рационалама ГЕ и ЕД биномијале и у истој 
размери са њима. Према томе је А7. према 28 као КМ према 
МА. И, после пермутовања, А2. је према КМ као В2 према 
АМ. Значи и остатак АВ је према остатку КЛ као А2 према 
КМ. Но А2 је самерљиво са КМ, па значи и АВ је самер- 
љиво са КЛ. И АВ је према КЛ као правоугаоник са странама 
ГА и АВ према правоугаонику са странама ГА и КЛ. Значи 
и правоугаоник са странама ГА и АВ је самерљив са првво- 
угаоником са странама ГА и КЛ. Но правоугаоник са стра- 
нама ГА и КЛ једнак је квадрату на Н. Због тога је право- 
угаоник са странама ГА и АВ самерљив са квадратом на 0. 
Али правоугаоник са странама ГА и АВ једнак је квадрату на 

" Н. Значи и квадрат на Н је самерљив са квадратом на 0. А како је 
квадрат на д рационалан, биће рационалан и квадрат на Н. Значи 
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рационална је и дуж Н. И квадрат на њој је једнак право- 
угаонику са странама ГА и АВ. 

На овај начин, ако је површина обухваћена апотомом и 
биномијалом чије су рационале самерљиве са рационалама 
апотоме и у истој размери, биће страна квадрата једнаког 
тој површини рационална. 


Последица. 


И услед тога постало нам је јасно да рационална повр- 
шина може бити обухваћена ирационалним дужима. А то је 
требало доказати. 


115. 


Од медијале настаје бескрајно много ирационала и 
ниједна није иста ни са једном од претходних. ' 

Нека је А медијала. Тврдим, да од А настаје бескрајно 
много ирационала и ниједна од њих није иста ни са једном 
од претходних. 

Узмимо рационалну дуж В и нека је правоугаоник са 
странама В и А једнак квадрату на Г. Тада је дуж Г ира- 
ционална, јер је правоугаоник обухваћен 
| ирационалном_и рационалном дужи ира- 

ИН ционалан. И она није иста ни са једном 
. од претходних. Заиста, правоугаоник, 

једнак квадрату на некој од претходних, 

конструисан на рационалној дужи, нема за ширину медијалу. 
Затим, нека је „равоугаоник са странама В и Г једнак ква- 


драту на А. Тада је ирационалан квадрат на Д. А ирацио- | 


нална је и дуж А. И она није иста ни са једном од претход- 
них. Заиста, правоугаоник, једнак квадрату на некој од прет- 
ходних, конструисан на рационалној дужи, нема за ширину 
Г. Јасно је да при продужењу сличног поступка до беско- 
начности, настају из медијале ирационале у бесконачној мно- 
жини и ниједна није иста ни са једном од претходних. А то 
је требало доказати.1! 


КОМЕНТАР 


' У претходним Еуклидовим књигама дефиниције су биле 
стављене само једанпут, у почетку књиге. Садржај ове, десете 
књиге развија се у три дела толико компликовано да је Еуклид 
нашао за згодно да подели и дефиниције у три групе. Прва 
група је стављена у почетку књиге, друга испред 48. става, 
а трећа испред 85. става. У првој групи се говори о вели- 
чинама самерљивим и несамерљивим, рационалним и ирацио- 
налним. Сем тога у тексту овог првог дела дефинисане су 
још ирационалности које сачињавају такозвану прву „хексаду“. 
У другој групи су дефинисане нове ирационалности према 
Еуклидовом систему. Најзад, као предмет дефиниција треће 
групе служи појам „апотоме“ — исто тако од прве до шесте 
врсте. Анализа тих појмова биће изложена на одговарајућим 
местима. | 

2 У првој дефиницији се уводе појмови .самерљивих 
(ддрјетрос) и несамерљивих (%Одруретрос) величина. Како ћемо 
видети из друге дефиниције, Еуклидов садржај појмова 
самерљивости и несамерљивости је шири од савременог садр- 
жаја. Ако се зауставимо, са Еуклидом, само на геометриској 
претстави величина, савремени појам самерљивости и несамер- 
љивости односи се само на Еуклидову самерљивост и неса- 
мерљивост по дужини, тј. на самерљивост величина сматраних 
као величине једне димензије, тако рећи првог степена. Две 
величине а и б су самерљиве, ако постоји таква величина с 
да је а== те, ђ=лс, при чему су л и п цели бројеви. 

Приметимо да у другом делу ове дефиниције услов 
несамерљивости није формулисан у облику да не постоји 
заједничка мера, већ у облику да не може бити одређена. 
Таква мала разлика у изразима (неки преводиоци употреб- 
љују први, једноставнији израз, други се дословно придр- 
жввају Еуклидовог текста, где стоји рову губе хетоц,... у вуволћал) 
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говори о конкретности Еуклидове мисли, наиме о немогућно- 
сти добивања заједничке мере. 

8 У другој дефиницији се проширују појмови самерљи- 
вости и несамерљивости. Еуклид уводи, сем самерљивости 
по дужини (рухе оорџетрос) и самерљивост у степену (боудре: 
воруетрос), при чему се стварно зауставља само на квадратном 
степену. Ту квадратну самерљивост алгебарски можемо 
једноставно формулисати овако. Две величине а и ф су ква- 
дратно самерљиве ако је 


(9) а" = тс, ђ“ = "с, 


при чему су л и п цели бројеви. 
Две величине могу бити самерљиве и по дужини и 
квадратно. Пример: а = 2 ст, б = 3 ст, јер је 


а=2% 1 ст, 6 =85%Х1ст 
47 = 4 % 1 ст, 6: = 9 Х 1 сте. 


_Али две величине могу бити самерљиве квадратно и 
несамерљиве по дужини. Пример: а= | 2 ст — дијагонала ква- 
драта са страном од једног центиметра и ђ= У 5ст— дијаго- 
нала правоугаоника са димензијама од 1ст и 2ст су не- 
самерљиве по дужини, јер не постоји такво с за које бисмо 
у једначинама 


| 2 =" с, |5 =л с 
могли наћи целе бројеве ли л. Али пошто је 
43=2 ст, 6: = ст 


према (%) имамо с=1 ст“ и л=2 и п=5. Према томе су две 
величине а и ф: самерљиве, са заједничком мером површином. 
Тада су величине а и 6, по Еуклиду, такође самерљиве али 
самерљиве само квадратно или у степену. 


Употребљујући уствари само квадратну. самерљивост 
но не конкретизујући у својој дефиницији квадратни степен, 
Еуклид није искључио могућност за проширење појма са- 
мерљивости у степену и на више степене. Можемо казати 
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да су а и б самерљиве у «К' том степену, ако су испуњени 
услови | је: 


(78) ак=те, б«="пс, 


где су опет ти п цели бројеви. 

Еуклидово проширење појма самерљивости на величине 
несамерљиве у данашњем смислу стварно се односи на кла- 
сификацију несамерљивих величина, односно ирационалних 
бројева. Ту Еуклидову класификацију треба сматрати као 
прве елементе савремене теорије алгебарских бројева (алге- 
барских тела), па чак и трансцендентних бројева, за које не 
постоји такво К за које важе једначине (““), односно не постоји 
алгебарска једначина са целим коефицијентима, чији је корен 
трансцендентни број. Према томе је већу Еуклидово време, 
пре више од две хиљаде година, математичка мисао додири- 
вала оне идеје које су се стварно почеле развијати тек у 
другој половини деветнаестог века. 

Приметимо да Еуклидов појам самерљивости у степену 
не стоји у битној супротности са савременом класификацијом 
самерљивих и несамерљивих величина и бројева. Еуклид 
примењује реч самерљивост, са допуном — у степену, тамо, 
где сад почиње несамерљивост, али и данашња несамерљи- 
вост може бити у степену и почиње од квалратне несамер- 
љивости. Према томе питање самерљивости и несамерљивости 
остаје само у области условне терминологије. Да не ком- 
пликујемо наш коментар морамо следовати Еуклидовој тер- 
минологији. И, према теме, можемо тврдити да две величине 
могу бити према самерљивости и несамерљивости по дужини 
и квадратно,у овим односима: 


самерљиве по дужини — тада су — самерљиве и квадратно 
Џ _ песамерљиве и квадратно 


несамерљиве по дужини 


4 


> "самерљиве само квадратно 
4 Доказ за тврђење којим почиње ова дефиниција изне- 
сен је тек у ставу 10. ове књиге. Даље Еуклид узима као 
полазну неку произвољну дуж и сматра је као рационалну 
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(066 — обичан смисао те речи — изразив). У произвољно- 
сти бирања те дужи је релативност одређивања рационално- 
сти и ирационалности других дужи. Друкчије стоји са рацио- 
налним и ирационалним бројевима, који се увек узимају у 
односу према јединици. Дуж која је самерљива са изабраном 
дужи у Еуклидову смислу, тј. по дужини и квадратно или 
само квадратно, зове се исто тако рационална, а несамерљива 
у истом смислу — ирационална (ХХоуо — неизразив, па чак 
и противан здравом смислу). Према томе, кад је 


т т 
бф= —а или „– | а 
пп п 


величина а и ђ су рационалне и у случају кад т/л није пот- 
пуни квадрат. | 

5 У овој дефиницији је за полазну величину узет про- 
извољан квадрат, рецимо (, и сматран као рационална вели- 
чина. Тада је нека површина Р рационална, ако је задово- 
љен услов 


т, 
Р= — 09, 
п 
„> 
где су са т и п означени, као и увек, цели бројеви, и ира- 
ционална под условом 


Р+=9. 
п 


При чему су, у последњем случају, ирационалне и дужи 
ф и р, кад је д страна квадрата (, а р је или страна квад-_ 
рата Р, ако је то квадрат, или страна оног квадрата чија је 
површина једнака површини праволиниске слике Р. 

Историја ирационалних величина и бројева а, у вези са 
тим, и историја одговарајуће терминологије. сад је доста 
разрађена и претставља опширну главу у историји матема- 
тике. У овом коментару не можемо улазити у ту историју. 
Од литературе се можемо пре свега позвати на познату 
књигу Ј. Тгор!Кке, безстсећје дег Е!Тететшаг-Ма|ћетанк. В. 
П. 1933. | 

6 У доказу ове теореме Еуклид искоришћава један 
став: „... величина Г поновљена више пута даје једном вели- 
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чину већу од АВ", чији садржај не износи као аксиому. 
Међутим тај став треба истаћи као аксиому; то је такозвана 
Архимедова аксиома, основа сваке метрике. 


Први став ове Еуклидове књиге се може пропратити 
наредним аналитичким расуђивањем. 
_ Нека је 
• а '> 6. 


Претпоставимо да, на'основу Архимедове аксиоме, имамо 
1 
а< зе. или — аб. 
3 
Узмимо сад величину већу за 2, од половине а 
— Фа љЕ 
2 
и израчунајмо први остатак 


ГДЕ 1 
буа—(- а + |=--8— А 


Затим израчунајмо други остатак. 


а ПР. аса сабиЕ МЕ ге 
2 9 1 2 = | ) Ма р 1 2. 
Како је 
1 | 
— Д—-—Е –е С —а, 
4 1 2 
јер је 
] 
—ас-—а, 
3 
а 
РВ 
3 2 
биће и 
1 
Ране с 


а то је тражени резултат. 


Еуклидови елементи књ, 10 10 
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У општем случају, кад је 


а т, 
4 с Џ . 
пре свега искључимо две претпоставке: !. случај пл=1 је суп- 
ротан услову да је а > 6; 2. За п=2 имамо непосредно из 


услова 
а<7г2ђ 


да је 
1 
—а-е, Сб, 
2 
а то и тражи теорема. 
Према томе треба анализирати само случајеве кад је 


ап и п'о>2. 


За тај случај треба израчунати (л – 1) ви остатак 


где је с нека величина не мања од нуле. 
Како је сад за п:> 2 Е 

1 
уп== 


видимо да увек постоји такав цео број пл > 2 за који ове 
неједначине вреде, а то и потврђује теорему. 

И из наведеног аналитичког расуђивања је јасно да 
теорема остаје на снази кад одузимамо тачно половине, тј. под 
условом да су сви е једнаки нули. | 

7 Пре свега приметимо да грчку реч 4уборорсореуоо 
преводимо „наизменично“. Она је употребљена у смислу 
да се од прве величине одузима друга, па затим од друге 
одузима остатак прве, па даље од остатка прве одузима 
остатак друге итд. То је Еуклидов алгоритам о коме је већ 
било говора у почетку УП књиге, где је тај поступак био 
развијен у детаљима у примени на бројеве. Разлика је у 
томе што је за целе бројеве тај поступак коначан, а за не- 
самерљиве величине. он је бесконачан. У вези са тим поступ- 
ком коментатори се много задржавају на самом појму бес- 


1 
а —а<-ђ 
п 
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коначности и на историском развитку тог појма. У наш за- 
датак не улази ни анализа тих појмова ни њихов историски 
преглед. | 
Приметимо да ова теорема даје методу за испитивање 
самерљивости и несамерљивости величина, или још не утврђује 
стварно постојање несамерљивих величина у геометрији. ~ 
Напоменимо да се Еуклидов алгоритам аналитички из- 
ражава овим једначинама: 
а=пр-г, 
фепгљ-, 


Г= 0 + 72, 


Учинимо и једну формалну примедбу. У излагању те- 
орема свих претходних књига, у Неђегровом издању, на 
крају текста се понављао текст теореме у потпуности. У овој 
књизи је овакво понављање понекад изостављено. Понавља 
се само почетак текста теореме и после прекида завр- 
шава реченицом: „ха та #2716“ — шта се преводи „итд“. 

8 Решавање овог задатка је потпуно аналогно решавању 
задатака о одређивању н. 3. ч. два броја; то решавање је 
било изложено у књ. УП, 2. Тамо је наведена и последица 
аналогна овој последици. 

% И овај задатак има свој аналогон у књ. УП, 3. 

19 Поновимо Еуклидов доказ у скраћеној алгебарској 
форми. 

Из 
А=А-Г, В=Е'Г 


следују две пропорције 
ГАТА, Г:В=тТЕ; 
прву претстављамо у обрнутом облику 
А:Г=А:1 
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и изражавамо, заједно са другом, 
А:Г:В=а:ТЕ, 
одакле, према „једнакоудаљености“, узимамо размере првог 
члана према трећем, тј. 
А:В=ајЕ, 
а то и доказује теорему. 
У савременом излагању истинитост теореме непосредно 
следује из једначина 
А АГ А 
В ЕГО Е- | 
Еуклиду није била позната алгебра размере као количника. 
+ Поновимо кратко у алгебарском облику доказ и ове 
теореме. 
Дато је: 


Уводимо Г према једнакости А-=тГ поделом А налт 
једнаких делова. Затим конструишимо 2="/. Тада имамо 
пропорције 


Го љ А т 
— =— или —=— 
А т Г 1 
Гол 
Ра 
из тих пропорција изводимо 
А:Г:2 =т: 1:п, 
одакле, на основу „једнакоудаљености“, добивамо пропорцију 
А _т 
РА Н 


која, после упоређивања са датом пропорцијом, А:В="т:п, 
доводи до резултата 2=В =" Г, па према томе су А и В 
самерљиве. Е 
У последици прво имамо тврђење да се може констру- 
исати дуж 2, из услова | 
тп=А:2. 
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А затим се из пропорције 


А:В=86В:2 
изводи закључак да је 

А АЗ пт 

2 Ба 


а то и потврђује друго тврђење последице. 

12 Девета теорема има чегири дела. Формулишимо ал- 
гебарски садржај тих делова. Велика слова су величине, 
мала — бројеви. 


1. А=тгГг, В=аг —+> – А2;ВЗ=0т2: па. 
Не 5 Аз; ВЗ = тР:; па —> А=тг, В="Г. 
|. А Етг, В-Епг _—> – А>:Вз = тпа. 
М. АЗ: Ва === та: п“ —=+> Ажтр, В==ипгГ. 


Са гледишта савремене алгебре ови ставови су готово 
очигледни. 

Што се тиче последице, први њен део је написан јед- 
ноставно и јасно. Део после заграде [ до краја написан је 
таквим стилом да је Неђего ставио тај текст у заграду, сма- 
трајући да он не припада Еуклиду, а неки преводиоци (Неаћ, 
гарећот у. издању Еппаџеоа) тај део потпуно изостављају. 

13 Поновимо кратко решење овог проблема. 

Дата је дужаА. 

1. Узмимо таква ева броја Ф и с да буде. 

р _ тп 


ос туп, 
Тада можемо одредити дуж ДА тако да буде 


А“ тп 


20 , 
Аг ту, 


али кад бројеви ти п нису пропорционални са бројевима 
т, и п,, тада је 
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и према томе 


а то значи да А није самерљиво са А по дужини. 
2. Одредимо средњу пропорционалу Е за А и А, тј. 
ставимо 
А:Е=Е:А. 
Тада је 
А:А= А": Р>, 
а како је А несамерљиво са А по дужини, биће Е несамер- 
љиво са А у степену, те према томе несамерљиво и по ду- 
жини. 

Овом теоремом, која се заснива на претходној леми и 
на теоремама о самерљивости и несамерљивости бројева, 
утврђује се постојање несамерљивих величина, несамерљивих 
како само по дужини, тако и у степену. 

+ Доказ можемо кратко овако изразити, 


Дато је 
А Г 

ж равно одан 

(% РА 

1. Ако су А и В самерљиви, имамо 
ЛИН 
В п 

а из (“) следује да јеи к 

БИ 
А п 


а одавде излази самерљивост величина Г и4. 
2. Слично се изводи и други део теореме из нејед- 
накости 


за случај несамерљивости. 
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1 Изразимо обрасцима доказ и ове теореме. 


А _А Г 2 
РЕ ВН 
а 2 К 
Рига. Н7А 
х а_Ал— 0 а_ 0 
Рве -а аНа- г- ике КР 
ПК Гок ов А 
У задиви ог 


16 Врло кратак текст друге половине ове леме, који 
гласи „тла џе оу ббмахал " ребшу туђе #Х46а0уос,“ толико је кратак 
и стручан да постаје разумљив тек пошто се прочита доказ 
ове леме. Да бисмо га учинили разумљивим, проширили 
смо превод тог текста. 

Садржај леме се односи на конструкције израза 
х = Уа2— 5 и у = уа5 + 6. 

м Ту исту теорему ћемо пропратити и алгебарским 
језиком. 

(%) А:В=Г:А 


али су 


и према томе је 


Ва 42 
Е. 2% 
в= да 
Ра [а 
В А 
Па из (%) и ("“) следује 
А:В:Е=Г:4:2, 


А:Е=Г 2. 


А из ове пропорције непосредно следују особине са- 
мерљивости и несамерљивости, 

18 Наведимо алгебарски аналогон ове теореме. 

1. Ако је а=-тс и бипс, биће г=а+б=(т+пс=КСи 
према томе из самерљивости а и рћ следује самерљивост 5 
сааимнр. 

2. Ако је г=а+б = Ксиа =" с, биће б=5—а = (К— т) С="п6 
па, значи, из самерљивости 5 и а (односно 5 и 6) следује са- 
мерљивост а и 6 (односно б и а). 

19 Релативно кратак и по садржају врло прост текст 
ове леме претсавља пример грчког стручног текста, који се 
знатно разликује по форми од нашег савременог текста истог 
садржаја. Према грчком тексту паралелограм је „приложен“ 
правој линији или „стављен“ на праву и то само на један 
део дужи; а да је он стављен само на један део следује 
тек посредно из чињенице што он има гХХетоу, тј. оно што 
недостаје, допуну. При томе се подразумева да је у овом 
случају паралелограм правоугаоник, јер је његова допуна 
квадрат. 

# Пропратимо доказ ове теореме скраћеним алгебарским 
ознакама и наводима употребљених ставова. 

Дато је: а > 6, а=а, +а,, при чему је а, самерљиво са а, и 


(1) 4а,а,=6ђ%, 
Доказати да је под таквим условима дуж К из једначине 
(2) 43— ђ3 = КЗ 
самерљива са а. 
а 8: А 
1, па, (у – а) = (5) Теорема 5. књ. П. 
Са алгебарског гледишта -то је иден,. 727 за а=а,+а, 
а 2 ај 
2. 4а, па +а (а, ) (2) 


6 + (а—2 а,)2 = а“ 
аз—ђ" =“ =(а— 2 а): 


К=а – 2а,. 
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Даље се служимо теоремом 15. ове књиге и закључу- 
јемо: > 
дуга, >") 

у (а, + а) љла,, 
а~ а. 

; ам2 а,; 


а ~(а — 2а,), 


= 22» лзо 


5 ак. 


Тиме је теорема доказана. _ . 

На сличан начин се доказује и обрнуса теорема која 
тврди да, из услова а х«, следује а, ~а4,. 

Како ову тако и наредну, 18. теорему треба сматрати 
као врло важне критеријуме за одређивање рационалности 
и ирационалности корена квадратне једначине у Еуклидовој 
теорији ирационалних величина. 

Ако ставимо а, =х из (1) имамо 

2 

(8) ха - 0) = -, 

4 
одакле је 


к= 1 атуа =). 


Према томе рационалност односно самерљивост корена 
квадратне једначине (3) зависи од рационалности броја « у 


једначини (2). Пошто је а, = х, и а, =Х, -- (а — Уаз—ђ2), 


може се казати: ако су корени рационални, К« је самерљиво 
са а, и обрнуто, ако је К самерљиво са а, корени су раци- 
онални. 


#) Употребили смо, као и Неакћ, кратку Гогеп2 ову ознаку /~ самер- 
љивости једне величине са другом по дужини. Знак “7 одговара несамер- 
љивости по дужини. Знаци /л— и ~/— одговарају самерљивости и несамерљи- 
вости у степену, квадратној. | 
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Сличној анализи се подвргавају решења како квадрат- 
них једначина другог облика, тако и система једначина са 
две непознате, који се своде на квадратну једначину. 


а У вези са ознакама у коментару претходне теореме, 
резултат ове теореме се може овако изразити: 


1. Из а, ха, следује Јаг— 03 а, 
9. Из уаг—ф2 а следује а,~/4,. 


Како смо навели, ова теорема, заједно са претходном, 
поставља услове ирационалности корена квадратне једначине 


| 
х (а – = — ђ'. 
(а – х) | 


22 Учинимо неколико примедаба. 1. Речи у загради | ] 
могу се изоставити баш ради јаснијег формулисања садржаја 
теореме. 2. Појам рационалности једне једине величине без 
упоређивања са другом, рецимо, са јединичном, остаје код 
Еуклида нејасан. Претпоставља се да је таква величина самер- 
љива са другом, у датом случају са квадратом, чија је вели- 
чина узета за основну. 3. Алгебарски та теорема се доказује 
овим закључком: из а:ђ="т:п следује а2:аб="т:п, тј. 
правоугаоник аб је самерљив са квадратом а2. 

23 Једноставније можемо текст ове теореме формули- 
сати овако: 

Рационалан правоугаоник на рационалној основи има и 
рационалну висину, самерљиву по дужини са основом. . 

34 Ову теорему можемо алгебарски формулисати овако. · 
Нека су аи б две, у Еуклидовом смислу, рационалне дужи, 
самерљиве само у степену. Тада можемо ставити: 


а“ = ту, 6%=—5, 


где су т и п међусобно прости цели бројеви, који нису 
потпуни квадрати, и 5 највећа заједничка мера коју можемо 
узети за јединицу и после тога ставити 


- да="““"т, ђ= "7. 


Тада је 


аб = Утп 


и, према томе, очевидно, ирационалан број. 
Исто тако, страна џр. квадрата са површином једнаком 
површини правоугаоника која износи 


ирационалан је број. Величина ј. грчки се зове џеву — средња. 
Већина преводилаца, према преводиоцу Еуклидових елемената 
на латински језик. — Сегћагару из Кремоне — преводи ту 
реч са медијала (тедан5), јер је за ту средњу величину 
згодно употребити нарочити термин, како би се разликовао 
од назива других средњих величина. 


25 Лема изражава врло просту особину размере: 


Прочитана геометриски она даје садржај леме. 

26 Савременим алгебарским језиком теорема се овако 
тумачи. . у 

Пошто медијалу у. можемо изразити овако, 


у = 
њу ул У лос, 


где су т и пл међусобно прости бројеви, не потпуни квадрати, 
и с је нека дужина, која може бити и јединица, за правоу- 
гаоник са димензијама а и р, при чему је а рационално, тј. 


а с, имамо 
4 


ађ=у==7т Уп с-= УК с, 
где је кК=тал. Одавде је 


Тај образац показује да је 6 рационално у Еуклидовом 
смислу, али није самерљиво са с по дужини. Е 
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Текст Еуклидова доказа ове теореме доста је компли- 
кован и, да би се лакше читао, згодно је пратити одговгра- 
јуће операције и закључке у алгебарској форми. 

27 Алгебарски ова теорема се овако проверава. 


Дато је: р= МЕ сих:=р:д, где су ознаке очигледне. 


Тада је 


њр ПИ ср | сљ 
Х= = = Џук — = Јук С, 
„| 


а овај израз и потврђује теорему. 

28 (ову теорему можемо овако протумачити. 

Пошто су стране правоугаоника, као медијале, самерљиве 
по дужини, можемо их изразити на овај начин 


ва = ут пр с, ва = уп ара с, 


где су ознаке очигледне из претходног коментара, и за повр- 
шину правоугаоника имамо 


Ба = Ут Упр, р; с, 


а, у услед тога, за страну квадрата једнаког површини пра- 
воугаоника добивамо | 


ње Ур ва = у ул У лрар;с, 


а тај израз и потврђује медијалност правоугаоника. 

29 Са ознакама сличним ознакама коментара претходне 
теореме ову теорему тумачимо овако. 

Пошто су стране правоугаоника, као медијале, самер- 
љиве само у степену, можемо изразити овако: 


то ава 
ме у Уутп с, ва = |ура Утп с, 
за површину правоугаоника имамо 
ва Ва = Ур Ра Ут п са. 


Сад треба разликовати два случаја: 
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1. Корени су самерљиви, тј. Ур, р,= КУ тип; тада је 
ва Бук тп с 


и површина правоугаоника је рационална. 
2. Корени су несамерљиви. Тада за страну у. квадрата који 
има површину једнаку површини правоугаоника добивамо 


ве Ура ва= Ур, ра Хтп с 


а то потврђује медијалност правоугаоника. 

3: Поновимо Еуклидов доказ са кратким ознакама. 

Дато је Р=“'т се, д= У п с“. Треба доказати да раз- 
лика Р – О) не може бити рационална. Претпоставимо супротно 
и ставимо 

Регх, ФО=гу, Р—- ФО=г2, 
тј. сматрајмо да су х, у, 2, према Еуклидовој дефиницији, 
рационални, али 
хору ухтћ, 277. 
Тада имамо низ ових закључака: 
ум, 
ухоуг, . пошто је у:2 = у::уг 
(2) ду", 
дуг љуг, 
(уза) 02 уг, 
(у+2"+ 2 уг ју" + 22, 
(у 2)8 о (уг+ 23), 
Хо (у:+ 27). 

Како је у'- 2" рационално, и х“ је ирационално, те јен 
х ирационално, а оно је по претпоставци рационално, Према 
„томе ни Р—( не може бити рационално. 

8 Поновимо кратко Еуклидову конструкцију са ње- 
говим ознакама. 

Узимамо дужи А и В под условом самерљивости само.у 
степену 
АЗ:В'"=т:п. | 
Одређујемо Г: - 

. А:Г=[Г:В , као средњу пропорционалу, 
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и затим А: 
А:В=7Г:А, као четврту пропорционалу 


У претходној пропорцији извршимо пермутацију 


А:Г=В:А 

и упоредимо две вредности размере А:Г 
Г:В=В:А, 

одале добијемо Ј 
Г-А=8%, 


Пошто је В рационално, биће и 82 рационално, те је, 
према томе и Г-А рационално. 


32 Слично претходном коментару поновимо Еуклидову 
конструкцију и овог задатка. 


Узмимо три дужи А, В, Г под условом да је 
(%) А": В": ГЗ=р:д:г. 
За АивВ конструншимо средњу пропорционалу А, тј. 
(%%) 4:А—А:В, 
а затим четврту пропорционалу Е из пропорције 
(9) | „ВГ=4Е. 


Из (%) и (%“) следује да су А-В и А: медијалне повр- 
шине, а А је медијала. Како су В и Г самерљиве само у 
степену и Д је медијала, из (%) заључујемо да је и Е медијала. 

Затим образујемо пропорције: из ("%) и (%%) 


В:А=Г:Е, 

В:А=8А:А, 
а од ових 

МА=Г:Е. 


Пошто је правоугаоник А-Г медијалан, биће и правоу- 
гаоник 46 медијалан, јер је 


А'Г=А-Е. 
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85 У овој леми Еуклид даје поступак за одређивање 
три Питагорина броја, тј. бројева 'који задовољавају услов 
да је збир квадрата два броја једнак квадрату трећег броја. 

Узмимо два броја а и #, оба, по Еуклиду, или парна 
или непарна, са вредностима сличних површинских бројева, тј. 

а=рја-ра=р,р, а“ =ра2, 
р=р,В-р,В=р,ра Ва =р“. 

Тада имамо 

ађ=р3аг В =(ра 8): = 2, 

Други и трећи број, из Еуклидових геометриских ус- 

лова, имају вредности > 


ПЕ Е (а бура 83, 


ле 1 
5=— (а+рђ)=— р(а3+8), 
Ека аса њи. 
при чему су, због истовремености парности или непарности 
бројева а и 5, бројеви п и 5 цели бројеви. 

Поступак, који наводи Еуклид, заснива се на идентитету: 


1 2 [1 „. |= 
браве + |ор (ан – #) [| рке + 89]. 
Међутим тај идентитет можемо заменити овим: 
(а“ – |“): + (2а 8) =(аз + =) 
и добити ове Питагорине бројеве: 
т = а: – ће, п=>2ав8, 5=а: + 82, 
где су а и 8 цели бројеви, који у случају позитивних бро- 
јева задовољавају услов а > . | 
Ако «а и В имају заједнички чинилац, можемо квадратом 
тог чиниоца поделити сваки од бројева л, п, 5 и добивени 
резултати ће остати Питагорини цели бројеви. Обратно, 
сваки од бројева т, п,5 можемо помножити произвољвим, 


а за целе бројеве целим бројем, — резултати. множења биће 
поново Питагоринви бројеви. 
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У вези са формирањем Питагориних целих бројева, од 
интереса је навести две врсте Питагориних целих бројева и 
то под овим условима. 

1. Да је хипотенуза већа за јединицу од једне катете. 
Тај услов задовољавају ови бројгви 


први. опара (браије пе ша +ђ), 


с 


при чему број К треба да буде непаран, За « = 1, 3, 5, 7,9, 
1! имамо ове бројеве: 


1 0 1 
3 4 5 
5 12 13 
7 24 25 
9 40. 41 
1 60 6! 


2. Да се катете разликују за јединицу. За одређивање 
таквих бројева могу се добити рекурзивни обрасци, које ми 
је ставио на расположење Р. Бојанић. Пошто су то обрасци 
доста компликовани, наводимо само примере таквих бројева. 


| 0 | а 
4 8 5 

21 20 29 

120 119 169 


697 696 _ 985 


4060 4059 5741 
23661 — 23660 33461 
137904 137903 – 195025 
803761 803760 1136689 
4684660 4684659 6625109 


м У овој леми Еуклид поставља задатак о одређивању 
два квадрата чији збир није квадрат. Како је тај задатак нео- 
дређен, Еуклид сужава своје излагање и зауставља се само 
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_ на једном начину добивања- бројева који нису Питагорини. 
Његова метода своди се на то да се узму три Питагорина 
броја, један од њих (катета) смањи за јединицу, па онда покаже 
да је немогуће променити трећи број (хипотенузу) тако да 
се добију поново три Питагорина броја. | 


Узмимо три Питагорина броја са нашим ознакама у 
облику 


(9 браве | пи - Р) | = у ре +Р9] 


па покажимо да збир | квадрата два броја, од КОЈИХ је један 
смањен за јединицу, тј. збир 


(раву + |-р рбе-в9 = | 


више није квадрат целог броја. 


Претпоставимо да такав цео број постоји и означимо 
га са о, тј. ставимо 


ави+| р(аа =) '|- ге, 


Пре свега приметимо да број с треба да буде мањи од 


о Рее+Е), јер, пошто се смањила лева страна једначина (“) 
треба да се смањи и десна страна. Дакле је 

=» | ] 2 2 

("%) и +В3). 


Покажимо сад за број б да не може бити ни већи, ни 
једнак, ни мањи од броја 


а Р(еа+8—1, 


те, према томе, не постоји као цео број. 


Еуклидови елементи Х 11 
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1. Нека је, прво, с:> с'. Тада је 
1 а 1 Ра 
браве +|ебе-в)- 1 | > | ррее+еђ 1 | 


Да из ове неједнакости добијемо тражену једнакост 
за с треба повећати десну страну. А кад одређујемо само 
целе [бројеве, треба ставити на десној први најближи већи 
цео брођ, а то је број 


Ј Ре 
— р (а3 + 8: 
2. 8“) 
и тада је 
= 
а Ри). 


Како је овај услов противуречан услову ("“), наша 
прва хипотеза је немогућа. 

Приметимо да смо у току расуђивања повећали број 
с' за целу јединицу, јер се оперише само'у области 
целих бројева. Овујфнужност Еуклид подвлачи реченицом: 
„Уж и] трдуђ ђ роуфс“ коју смо превели: „како се не би де- 
лила јединаца“. Смисао ове реченице која није непосредно 
везана логички са текстом постаје разумљив тек пошто се 
схвати смисао целог текста. 

2. Нека сад буде о=<'. 

Тада из једначине 


1 Ез | 2 
баби | аб -в)-1 | = | оке -1 | 
под условом (") следује 
2р8-=0, 
н то је немогуће, јер ни р, ни 2 не могу бити једнаки нули. 


3. Најзад, нека је о<. 
Тада можемо ставити 


ар (а +) 
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где је г цео број већи од јединице. 


Ако сад упоредо са једначином 


краву + |уррбе – во - а “| ррбе +) – и] 
узмемо у обзир и идентитет | 
(раб згрве + |уррбе –в9) – | = | обе "89 – и]! 
лако долазимо до немогуће једначине | 


(рав— дгре + | реси : о | - 


– ређи + [росе –1 | 


јер се сваки члан десне стране замењује мањим величинама 
са леве стране. 


5 Протумачимо овај задатак кратко аналитички. 


Треба одредити две дужи а и 6 (а:>0) тако да оне 
буду самерљиве само у степену, а разлика њихових квадрата 
да се изражава квадратом дужи која је самерљиза по ду- 
жини са а. | 

_ Зато узмимо два квадратна броја т> и п> (та > пг), чија 
разлика тз—п= није квадратни број. 

Саставимо пропорцију 

5; 
23: ђ3 = та: (т“ — п=) 
и одредимо 
#7272 | а ————— 
5 –— 2 5 -7', ђ = — У те — пз. 
та т 

Бројеви а и Ф задовољавају ове услове: 

1. а >, 2. а2:5" = т=: (та — пе), тј. аг~— 6; но а:б = 
= т: У те — па, или акуб. 3. аз— 6 = (пајт), при чему 
је пајтоа. 
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86 Према претходном, овом задатку одговара наредно 
решење. Претпоставимо да за два квадратна броја то и па 
број т“ + п“ није квадрат. Тада имамо пропорцију 


22: ђ' = (та + пз): те. 


и решење 
Њ т“ а“, ђ та 

СО КВА лан наиве 

те + а: | те + п" 


3. 43 —ђ2 = ———— а“, 


па значи 


и Узмимо две дужи самерљиве само у степену. Нека 
то буду, према задатку 29., дужи а, ђ = а У1— р2, где је р = пјт. 
Оне су самерљиве у степен/, 8 је а7:2% = |: ( — рђ) и 
а“ – ђ> = (ар). 


Производ тих: бројева . 
ађ = а: У 1 — рг 


медијална је површина, а број 


је медијала. 
Другу медијалу џ, можемо одредити из пропорције 


џи: 6 = б0:ђ, 
са вредношћу 
4 
ва = а У – 25). 
Медијале ју и џ, задовољавају услове задатка, наиме; 
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ћ. шара = аз(1 – р2) (правугаоник рационалан) 
2 1: 1:(1—р") _ (медијале су самерљиве 
само у степену) 
4 : 

3 ње рћ- (а руг 27), 
квадрат једне медијале је већи од квадрата друге за ква- 
драт дужи | 

4 
у = ар у] = р“. 

која је самерљива по дужини са ка» јер је 


4 


4 
у =ару1—р о ау1—р=ђ. 


38 За одређивање, тих медијала узмимо три броја самер- 
љива само у степену. Нека то буду бројеви: 


а, аур, ау1— 42. 
За прву медијалу узмимо РежЊУг пропорционалу прва 
два броја, тј. ставимо 
а =а7р. 
Другу медијалу одредимо из пропорције 


рагаћр = а У1— 02: ва 
са вредношћу 


Величине џ, и ј, задовољавају услове постављене у . 
задатку. Ђ 


Заиста, 1. то су медијале, јер се изражавају помоћу | 
корена четвртог степена из рационалних бројева. Оне су 
самерљиве у степену, јер имамо: ра:р= 1 :(1–45). 

2. Правоугаоник р, к, је медијалан, јер имамо 


руба таз У р (1 – 2). 
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3. Најзад за разлику квадрата имамо: 


и 
Ва ја =аз Ур — а И р(1– 45) = ад | р = (ад Ур) =(д9л)', 
при чему је да ~ ја: У 


Траженим медијалама могу се датиин удрути облици, али 
у то нећемо улазити. 

39 Из чињенице што је толико важну теорему у савременој 
метрици елементарне геометрије Еуклид ставио тек у десету 
књигу својих Елемената, и то у. облику леме, треба закљу- 
чити да Еуклид није сматрао метрику, из које је поникла 
геометрија, за, главни део свог теориског излагања. 

49 За одређивање тражених дужи Еуклид полази од две 
дужи, које задовољавају услове 30. задатка (примедба 9), 
наиме 


па а 


а, б = === 
~ Уте + па МЕЗЕ 
где је р = тјп. Даље се решава систем једначина 


2 
пада двкће - (>) - авја (1 + р5). 
Ако је х:> у имамо решење 
а р а р 1 
х Бања 1 + · =) == 5 () БА рит — . 
1! /Т + р: / 2 + 2, ) 


После тога се тражене дужи 5 и ! одређују из јед- 
начина 


у облику 


о ве. 5 сво а ар Ру 
5=а 1 + у га (1 >). 
ЏЕ ( П + ра 2 П + р2 
Дужи 5 и |! задовољавају тражене услове: 


1. ~“, јер је 
ву 1 + дре + др УГ 4: р5. 
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2. 53 + 1 = а, тј. збир квадрата је рационалан. 


2 


3. 5! = ——--=-, ТЈ. правоугаоник медијалан. 
2 а Ка : 


4 У овом задатку полазимо од две медијале 
Ц. а. Ва 
Па тера 5 Брије зрна рт === 
угер уараи 7» 


и, као и у претходном задатку, решавамо једначине 


х"у=ђ, 
| ху = (рада = ваја (1 + 95), 
затим стављамо 
55 = ја х, В= у 


и добивамо_ 
а Дај У зр а 4717. р 
= =“ Ура | о 
ба 14 рг === 12 ДЕДА 
Ут ра У1-р Ур МЕРЕ 


Дужи 5 и 1 задовољавају постављене услове: 


1. ~, јер и овде је 


55: РА = 1 + 2р2 + 2р 12", 


о а а пале у: тј. медијалан 
| + р | | 


а“ 1 1 а. 


3. 5] == 6 
МГ+ур7 2 У1+р: 2(1+р25) 


, тј. рационалан. 


4: За решење овог задатка узмимо ове две медијале: 


4 
ва = а Ур, ен БЕ 
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Саставимо систем једначина 
х"у=ђњ, 


ху = (ра/2)г = ва "/4(1 + 45), 
решимо тај систем 


па а 

и, после увођења | 
= их, Вавцу,. 

добијамо тражене дужи 5 и !: | 

7 а (2 а , -а (2 ува џ 
271+ 4: 2у1+ 
Ове дужи задовољавају дати задатак; заиста: 

1. зи–ћ, јер је 52: 2 = 1 + 947 + 24 У1 + 97, 
2. 53 + 1 = а Ур = 1,7, | 

| МЕ 

271+ 4: 


3. 51 = аг Ур · 


534 
5! 


= 2 У1- 4. 


„48 До овог става Еуклид је оперисао са дужинама ове 
алгебарске природе: рационалне — ту/п, самерљиве само у сте-" 
4 


пену — Ка, /5 и медијалне уаб; медијала је средња пропор- 
ционала за две, у Еуклидовом смислу, рационалне — вели-' 
чине типа Уа(самерљиве само у степену). У наредним ста- 
вовима Еуклид уводи нових шест ирационалних дужи, прву 
хексаду ирационалности. То су величине са овим називима. 

1. Биномијала —- #х ддо дусрстаз, 

2. Прва бимедијала — ех доо џесфу лрфтт, 

3. Друга бимедијала — :ж ддо џЕдшу беџтера, 
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4. „Већа“ — ребау, 

5. „Страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди- 
јалне површине“ — футоу ха; џЕбоу боуаџеуђ, 

6. „Страна квадрата једнаког збиру две медијалне по- 
вршине“ -— доо уеса боуаџвуу. Мк 

У двој 36. теореми се проучава биномијала. То је ира- 
ционалност облика У 

(“) Уа + Уб 
при чему један, али само један, од бројева а и ф може бити 
квадратан. б 

Грчки назив „ех бос Фуоџатоу“ значи „из два назива“ 
и према томе било би правилније превести тај назив, са 
„биноминала“ — „двоимена“, а не "биномијала“ — „двочлана“, 
како је то усвојено. 

Средствима савремене алгебре извођење доказа ираци- 
оналности како израза (%), тако и свих осталих пет израза 
хексаде не претставља никакву тешкоћу. Нећемо то из- 
ВОДИТИ. | | 

Приметимо да ову теорему можемо тумачити и друк- 
чије, сматрајући за биномијалу израз (Неа): 


ГК, 


где је / рационална дуж, а К није квадратни број. У том 
облику ова ирационалност, можда, боље одговара грчком 
називу, јер је збир заиста састављен од,две разноимене 
величине — рационалне и ирационалне у нашем смислу и 
самерљиве само у степену у Еуклидовом смислу. Сам збир 
је ирационалан у Еуклидовом смислу, јер и подигнут на 
квадрат он није самерљив са /. 
44 Прву бимедијалу можемо изразити збиром 


4 3 4 | 
Уа Ур + Уа Ур = Уа Ур (1 + Ур) 
или, у другом облику, 


ГЕТЕ 4 


МУ 
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+ Друга бимедијала се изражава 


4 


4 Е 4 
Уа + Уа 16 = Уа (1 + 15), 


ИЛИ_ 
1 ЈУ 
| др ЕР 
|Дз 
Приметимо да су све претходне ирационалности збирови 
две дужи које су самерљиве у степену. | 


46 Алгебарски се ирационалност овог задатка изражава 
збиром: 


Рај ва о ја 
5 + [= = || 1 Ва + ЈЕ у 1— у Еау 
уг ме | Уг 1 +: 
при чему су испуњени услови: 
1. ко–!, јер је 55: 8 = 1 + 912 + КГ, 


2. 5- + В ==, 


Ова ирационалност се зове „већа“ из разлога што на 
другом месту Еуклид проучава ирационалност 5 — !, која се 
у поређењу са 5 + | зове „мања“. | | 

Приметимо да су 5 + [и 5 — 1 позитивни корени биква- 
дратне једначине | 


г+=0. 


2%— 275 23 + – 
1 + 6: 


4 Мрационалност овог задатка претставићемо овако: 


суша ва а ле с Мо А 
ДА ит и 


• 


171 


при чему имамо услове: 


Го 
5 =, (рационална површина). 


„ 


Како је при томе 
(5 + 5: = (251) + (5" + Р), 
» 
биће 5 + ! страна оног квадрата чија је површина једнака 
збиру површина — рационалне и медијалне, 


Приметимо и овде да су збир 5<Љ+ и разлика 5<— 1! 
позитивни корени биквадратне једначине 


38 Како смо видели у примедби •, дужи које задо- 
вољавају услове овог става могу дати ову ирационалност 
пива у те 
у2 ШЕН у2 . У1+и 


Остаје само да се покаже да је квадрат тог збира једнак 
збиру две медијалне површине. Заиста, имамо 
5+ 5: = (57 + 1 35 = ра == 
5+8 ( + Р)+ (255 ва ва ут ке 
3 
са ва = аур, а то и показује тражену особину. 


И ту можемо навести ону биквадратну једначину коју 
задовољавају збир 5 + | и разлика 5 — Г: | 


г" = 0. 


и—аррег рта 
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# Алгебарски можемо ову лему овако доказати. 
Нека је 


хђу=и у = >2а 
и х:> у. Треба доказати да је 
х“- у: > из+ у. 
1. Из х > у следује да је 
х-а>"'"—а 
РА ху = а7—(х — а), 
цу = 47 — (у — ај, 


јер је, напр. 


„ 


ху = а" — (аз — ху) = а“ — (аз — х [да — х]) = а — (х — а). 


3. ху< шу И 2ху < гиу 
4. х“ + уг + Фху = из + уз + диу 
5. “~ ха + уз > из + у; 


50 Кратак текст шест теорема од 42 до 47, које се 
односе на ирационалности прве хексаде, сам по себи је тешко 
разумљив. Прави садржај тих теорема се види из овог. Свака 
од раније наведених шест теорема (од 36 до 41) тврди да 
збир две дужи одређеног типа претставља ирационалну дуж 
одређене категорије. Шест наредних теорема, међутим тврде 
да се свака таква ирационална дуж одређене категорије може 
само на један једини начин, тј. поделом само једном тачком, 
претставити као збир дужи одређеног типа. 


5 Еуклидов доказ о јединствености разлагања бино- 
мијале на два сабирка који су самерљиви само у С перон 
изводи се кратко овако. 


Нека постоји 
(%) а=хђу=ифу, 


при чему ИМ могућност п = у, у = Х, која не даје 
ништа ново. 
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Тада из једначине 
| 13 == ха + уз +дху = из + уз + диу 
изводимо једначину | | 
(“) (Х + у") — (из + уг) = дишу — 2ху. 


Како .је лева страна _рационална, а десна је медијална, 
закључујемо да је она немогућа, а према томе је немогућа 
и једначина (=). 12 

52 У овом ставу треба применити једначину (“") прет- 
ходне примедбе, И она доводи до немогућности, јер је њена 
лева страна медијална, а десна рационална. | 

58 Ова теорема се не може доказати непосредћо при- 
мењујући методе доказа претходних теорема, јер су у овом 
случају збир квадрата и правоугаоник исте аналитичке при- 
роде, они су медијални. Да избегне ову тешкоћу Еуклид 
конструише све површине на истој рационалној дужи, рецимо 
на дужи а; тада су друге стране тих површина рационалне 
дужи самерљиве само у степену. У овом случају долазимо 
до једначине | 

2 2 2 2 
Хг + у +. 2ху _ из+у + 2иу Е 
а а а а 


која изједначује две биномијале, претстављене на два раз- 
личита начина, а то је, према теореми 42., немогуће. Према 
томе је немогућа подела на други начин и друге бимедијале. 
54 Метода доказа ове теореме је истоветна са методом 
која је била примењена при доказу теорема 42. и 43.. 
55 Претходна примедба се проширује и на ову теорему. 
56 Доказ ове теореме је аналоган доказу теореме 44. 


57 Изаберимо неку дуж као основну и сматрајмо је као 
рационалну; за њу узимамо ранију ознаку 7. 


Даље, означимо са 5 неку биномијалу као збир два 
рационална члана који су самерљиви само у степену. 
Нека а и б буду већи и мањи део биномијале, тј. 


з=а + 66. (а > 56) 
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Наведених шест дефиниција дају класификацију бино- 
мијала према једначини 


43 = Бе = с“ 
Чине се две претпоставке: 


са исха. 


Затим се сваки од ових случајева рашчлањује на три 
случаја према самерљивости деловаа и б са рационалном 
дужи г. 

Према томе можемо саставити ову схему за дефиниције 
шест наведених ирационалности | 


ОГ 
слаубђмг 
ах, рог 


а МГ 
смајблмг 
ахог, бог 


О3 5 55 с с 


58 Извршимо сад са алгебарским ознакама поступак 
-који Еуклид примењује за одређивање прве биномијале. 

Узмимо за рационалну дужаА = 7. 

Затим на бројној правој одмеримо квадратни број АВ = 
= р -е та. Од тога броја одузмимо други квадратни број пз. 
Остатак означимо са д = та – па; он не сме бити квадратни 
број. 

Даље, узмимо произвољан рационалан број « и одме- 
рим од тачке Е (слика текста) дужину Кг. Нека то буде 
већи део а биномијале. За одређивање другог, непознатог 
дела ф, искористимо услов да су а и б самерљиве у степену 
и ставимо 

49/62 == рја = те (те – пз), 
одакле је | 
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На тај начин коначно имамо прву биномијелу у облику 
варира у о 
т 


Да је то биномијала види се из квадратне самерљивости 
делова: 


(Кг)2: (и Пи РБ 


= тЗ/(т“ – п“). 
А да је то заиста баш прва биномијала потврђује 
једначина 


аз – ђз = сз 
која показује“ да је величина с, прво самерљива по дужини 
са а и, друго, да је самерљива по дужини и са. 
Приметимо да прва биномијала задовољава квадратну 
једначину 


2 
ха – ЗКЕгх + кг“ - =0. 


59 Слично предходном се показује да се друга биноми- 
јала изражава у облику 


Кт А + кг 
ут – п= 


при чему је Кг мањи део. 
Ова биномијала задовољава једначину 


Егт па 
– ЕХФ 5 0. 
улети те 


60 Трећа биномијала има вредност 


ха — 2 


у зљеву 
г УК ду = 5. 
т 


Како је у овом случају а>б,а с= т-УЕ, видимо да су 
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а ис самерљиве по дужини једна са другом, али ниједна 
до њих није самерљива по дужини са г. 
| Ова биномијала је корен једначине 


| 


х—дгх УК + -кг-= 0. 


та 


5: Четврта биномијала, према Еуклидовом тексту, изра- 


жава се у облику 
и . 
т%+п 


Пошто је у датом случају с-и 1 


п . 
, видимо да 
т+п с. ок 


с несамерљиво по дужини са а- кг ; но а је самерљиво са /. 
Ова биномијала задовољава једначину 
2 п 2,2 
х:— 2 Кгх + ——— К2г3= 0. 
т+п 
82 Пету биномијалу изразимо овако 
јт+п 
Кг || + КГ 
т ·: 


Лако је видети да тај израз задовољава услове постав- 
љене за ову биномијалу. 


Тај израз је корен једначине 


ха + ТА ЦЕ + -- ее=0д 
т т 
65 Најзад за шесту биномијалу имамо 
гУК +г У Њ, 
где К, им К, нису квадратни бројеви, К, је веће одкикК,—К, 
== р" К,, где је р неки рационални број. Под овим условима 


написани израз одговара условима постављеним за ову бино- 
мијалу. у Е 
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Једначина коју задовољава ова биномијала гласи 


– 2гук, х + (ка — К,)г-= 0. 
64 Ако стране квадрата – делова означимо са аи ф , може- 
мо написати два идентитета 


(аб): = а7.ђ>, 
[(а + 6) - 6] = (а + 6): · 62, 
који изражавају два метричка става ове леме. 
55 Ако рационалну дуж поново означимо са, а прву 


биномијалу узмемо у облику који је наведен у примедби 75, 
површина правоугаоника је одређена изразом 


и 12) 


Тај израз треба претставити квадратом збира. 
Како је 


Ји БЕЗ - (ут + ут - к=а |, 


« 


можемо ставити 


при сали: НИЛИ ОИ у ете = 2 
ке (1 и је (2204 Е(т ') 
т 2т 2гт ; 
а то и доказује наведену теорему, јер са десне стране имамо 
квадрат биномијале као збира две дужи самерљиве само у 


степену. 


66 У овој теореми треба искористити израз из примедбе 
59 за другу биномијалу и затим се изводи идентитет 


(раније [Пју | 


Израз који се диже на квадрат је прва бимедијала. Ако 


«ставимо 
| КЕ У 


Еуклидови елементи књ. 10 12 
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тај израз добива једноставан облик 
Гула + гузћ, 


који одговара примедби“. 
87 За ову теорему треба потврдити идентитет 


„(МЕ = = [Ма += пј+ У(1- 2) 


Ако ставимо 
УМЕ (1 МЕ 
21 т 


израз, који се диже на квадрат, можемо написати у облику 


р, 
ГгХ МТЕМ 
где је 

К (тЗ — пз) 


6 4 та · 


а тај облик одговара облику друге бимедијале наведеном у 
примедби“. 
88 Ова теорема се заснива на идентитету 


(24. НИИИИИНИИСИНИНИО 
„4 аи а сили 


Са леве стране имамо производ рационалне дужи и 
четврте биномијале (примедба), а са десне. Квадрат тако- 
зване „веће“ (примедба). 


69 За ову теорему важи идентитет 


Пита ои) 
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Са леве стране стоји производ рационалне дужиг и 
пете биномијале (примедба“2), а са десне квадрат такозване 
„стране квадрата једнаког збиру рационалне и медијалне 
површине“ (примедба“). 

79 Најзад за последњу теорему ове групе треба навести 
идентитет 


кај муве ТИ НИ за о ДИ | 
г(г УК тука) -|Ај5 (УК, + УК, — Ку) + 7г 5 у — УК, — 59, 
где је са леве стране производ / и шесте биномијале (при- 


медбаб“), а са десне квадрат такозване „стране квадрата 
једнаког збиру две медијалне површине“ (примедба) 


7: Ако уведемо ознаке 
АД = АВое=а, АГ=х, , 


имаћемо 
АГЗ + ГВа = (а+х)" + (а—х): = 2 (а+ х") > 27, 
ЗАГ.ГВ=2(а+х) (а—х) = 2 (а-—х') <- 2 а. 
Одавде је јасно да је | 
| АГ + ГВа > ФАГ.ГВ. 


та У наредним ставовима, од 60 до 65, показује се како 
се квадрат на ирационалности од 36 до 41 може претставити 
као правоугаоник са странама— једном рационалном дужи и 
другом у облику биномијале о којима се говори у ставовима 
од 48 до 28. 

Сваком од ових ставова одговара у суштини један ана- 
слитички идентитет. Еуклид своја извођења врши геометри- 
ским путем. 

Ради објашњења Еуклидове методе докажимо прву 
теорему ове серије са уобичајеним ознакама. 


Нека је : 1. АВ=а+фб, а:>р,ал~— 6 
2. (а +6)2=75, 


где је / рационална дуж. 
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Треба доказати да је < прва биномијала, тј. дуж која 
се дели на таква два дела хи у, да је 1. х >у, хл—_Уу,ХАГ 
и, ако ставимо да је х»—уг—2%, биће 2. х ХИ 2 АГ. 

Искористимо Еуклидову слику са допунским ознакама. 

Прво се доказује да је 5 =х + )у биномијала, тј. дуж која 
задовољава услове: х > у,х~ у, али хљд—у. 


Из ам_ђ следује да је аза би 


КОСУ 13 + ба а“ ~ ђ2, па значи да је аз + 52 рацио- 
а2 8 2 јађ | нална величина. А како је а- + б2=7гХ, зна- 

Е дал = у чини х је рационална величина и ха /г. 
нв Е Пошто за а>фб важи а: + 6б7:>дађ, 


имамо гх > гу или х > у. 

За доказ да је холу, али хљ—_у, узмимо једначину 

гу = 2аб. 

Пошто је ал—5ђ, површина аб па значи и Јаб су ме- 
дијалне те, према томе, ако је г рационално, у је такође ра- 
ционално у Еуклидову смислу, али несамерљиво по дужини 
са г,а то значи и са х, које је самерљиво са г. На овај 
начин холу, алихљ— у. 

Докажимо још да у једначини х- ~ у:=27, у нашем слу- 
чају, имамо 2 АХ. 

Како је гх=а3+62, гу=2ађ, имамо 


42 — 62 72 
ги-(52 


, 


2 5 
самерљиво са 


а како је аљл— бђ, тј. а ~ 62, биће и 
а“ + ђа 
г 
са г. Тиме смо потврдили и допунски услов, да дуж 5=х+у 
буде баш прва биномијала, јер је х самерљиво са г. 

Ова Еуклидова конструкција одговара једначини 
олује а(1+« зур 
(а +УЋај -1| ( ) „2 ји], 


Џ г 


, а то значи и са х, а и са г, пошто јен х самерљиво 
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која се своди на идентитет 
|| 


(1+УЕ ) =1 +к+2 18. 


Израз 
аз(1+6)  2а:уко 
Г | г 
заиста претставља прву биномијалу, јер под условом а:>б, 


тј. ук<1 први део је заиста мањи од другог; затим, та два 
дела су самерљива само у степену и на основу једначине 


а (1+«)1" [одгук]|- [а=(1—К)]: 
азијревј [92 


можемо закључити да са десне стране имамо квадрат дужи 
која је самерљива по дужини и са првом и са другом дужи 
и са г. 


У коментарима наредних пет теорема зауставићемо се 
само на навођењу одговарајућих аналитичких идентитета. 
75 Овој теореми одговара идентитет 


2 пр "о раг 
а ПИЛЕ · 2ба | 


(ак 14 + акзв)г =7 | 7 


74 Идентитет за овај случај можемо написати 


(а н+ Па) ке | 750 + =2 


75 За овај случај имамо идентитет 


ал, [4 а 4! К 1: (а 'а2 
"7= 1 + ШЕМЕ + р---=- у | те, И ма та == | + ТЕТ) . 
| Ми | у2 Е. г тука 
76 Идентитет овог случаја је 


(а и + Бр 


5 РЕа 2 
Гај >: 


а аз 
=г ( је ј: 
гУт-К:  г(1 +) 
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77 Најзад, за овај последњи случај имамо 


| Ц| рај рао пе БАРЕ па АЕ ј- 
12 Пе = 72 | +аг г ГМ 

78 Теореме од 66 до 70 готово су очигледне, нарочито 
са гледишта савремене геометрије, јер одговарају сличној 
трансформацији тачака једне дужи у тачке друге дужи, чија 
је дужина промењена. 

79 Збир рационалне и медијалне површине, о којима је 
реч у овој теореми, можемо овако претставити 


КГ -- Ург“ = г(К + Ур), 

где су Ки р рационални бројеви. У теореми се поставља 
питање о трансформацији израза # -- Ур у квадрат збира две 
ирационалности, од којих једна може да дегенерише у раци- 
оналност. 

Еуклидова геометриска анализа показује да при иден- 
тичној трансформацији 

К + [ре(х + у): 

величине х и у треба да задовољавају једну од наредних 
комбинација услова. 

[. х = Уа, у = у8 и «78 

А то су услови за биномијалу. 


|. х = Ара – У. под условима: 1. Уа а 2. Ја УВ. 
4 
3. Уав је рационалан. Ти услови одговарају првој бимедијали. 

Ш, ха: уг =т:п, збир х“ - у: је рационалан, а правоу- 
гаоник ху. — медијалан. У овом случају имамо такозвану 
„већу“ ирационалност. 

ТУ. х= + уг== т:п збир х“ + у" је медијалан, а правоуга- 
оник х у рационалан. Овом случају одговара „страна квалрата 
једнаког збиру рационалне и медијалне површине“. 

Сви се ови закључци лако могу потврдити непосредним 
рачуном. 

Слична објашњења могу бити дата и за наредну 72. 
теорему. 
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% У додатку уз 72-гу теорему Еуклид упоређује раз- 
личите ирационалности помоћу квадрата једне и производа 
друге и рационалне дужи. Ако уведемо ознаке: 


г — рационална дуж, 
т, — рационална дуж самерљива са / само у степену, 
|: — медијала, 
ба— биномијала, 
ћу — биномијала К'тог реда, 
бик“ бимедијала К'тог реда, 


резултат Еуклидовог упоређења можемо изразити једначинама 
, 2 


» == ГГ9 
Ња = гбу 1, 
Ок = Где +1 к=1,2,3,4,5. 


81 Реч апотома (лото) узимамо као термин и, како то 
раде и други писци (Неат, Еппдиез, Тћаег) остављамо без 
превода. Може се превести и са „отсечак“. Мордухан-Бол- 
товскои преводи са „вљчет“. 

Апотоме су потпуно аналогне ирационалностима прве 
хексаде и разликују се од њих само знаком: ирационалности 
прве хексаде изражавају се збировима, а зпотоме разликама 
тих истих величина. У детаљнију анализу тих ирационалности 
овде нећемо улазити. Њихова Еуклидова анализа, изведена 
је у ставовима од 73 до 78. Упоређивање тих ирационалности 
биће изведено у закључку ове десете књиге, где ћемо гово- 
рити о општем систему Еуклидових ирационалности. 

82 Теореме од 79 до 84 аналогне су теоремама од 42 до 
47, а слични су и методи доказа; према томе нема разлога 
улазити у детаљнију анализу тих теорема у нашем кратком 
коментару. а 

88 У овим дефиницијама Еуклид класификује апотоме, 
тј. ирационалности изражене разликом. Свака апотома а се 
изражава 


одакле је 
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при чему Еуклид примењује називе: за с— 7 бХ у (г99еа), цела 
дуж, за 4— 7) пробаррбсоове (едЗе(а), додатак. 

Уведимо још ознаке: г дата рационална дуж и 1 дуж 
из једначине 


пе -а4 = 


Класификација се заснива на двема „особинама апотома: 
1. на самерљивости или несамерљивости с и Л саг и 2. на 
самерљивости или несамерљивости ћ и с. Те особине за 
шест апотома можемо изразити таблицом: 


Т. сл Г, С А, 
П. а хг ћАС А, 
ЈЕ си г Аг ћ, 
М. (Мачке | А, 
М. амхг ћос А, 
МГ. сиг | Фог А 


Постојање тих шест апотома се доказује у наредним 
теоремама (85 —90). 


за За одређивање прве апотоме која, према дефиницији, 
треба да задовољава услове 
сог, ће 


ставимо, са специјалним ознакама, за прву апотому 
а, = с, - а,. 


Као и раније, и овде искоришћујемо ознаке: г— рацио- 
нална дуж, л и п цели бројеви ит:> пл, != "ти Кк— 
— рационалан број. “ 

Пре свега узмимо, по Еуклиду, с,—Кг. Затим из про- 
порције 


та: ( тз—пз)=<, :а; 


одређујемо 


т2— 12 — 
у ок = 001, 


а, = кг 
Е т 
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па добивамо овај израз за прву впотому 
а = КГ — КГ у. 
Како величина 1, у једначини 
сре 4," = па 
има вредност #Жт—]с, видимо да су заиста испуњена оба 
услова за прву зпотому у облику а,. 


Приметимо да је прва апотома други корен квадратне 
једначине ~ 


х=: — 2 Ккгх + !- К7т-=0. 
Први корен те једначине је била прва биномијала. 


8 Слично предходној, друга апотома се образује на 
овај начин 


1 
аут КГ ——==== + КГ 
; 1 Њ" 
Она заједно са другом биномијалом, задовољава квад- 
ратну једначину . 


Кг ТЕ: 
хг—2 вере =. 
86 За трећу апотому имамо израз 
| аз=г ХЕРИ Ут 
и одговарајућу квадратну једначину 
х—дгх УК +8ВК2 = 0. 


87 За четврту имамо 


5 со ис ес 


и квадратну једначину 


! 
2 == УЗ 72 = 
х их + 1 167 0. 


88. Пета апотома се изражава 


акт У 141— 
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и њој одговара те 
2 ок 11 х+ Из =0. 
89 Најзад, наводимо шесту апотому 
ав=туб — пук 
и одговарајућу квадратну једначину 
ха—9гуК, х+(К, — кг“ = 0. 


90 (Овој теореми одговара алгебарски идентитет 


пен |, уза +1) - а =) | 


где са леве стране стоји производ рационалне дужи и прве 
апотоме, а са десне квадрат разлике две ЧРАПНОНЗАРОКРЕ 
у нашем смислу, тј. апотома. Џ 


9 Идентитет који одговара овој теореми изгледа овако 


(еа-ниј[УАДЕ - АВАОУЈ 


92 За ову теорему можемо написати идентитет 


98 Идентитет ове теореме јесте 


Мера) У АОЈ: 


94 За пету апотому имамо идентитет 


„(и У +1– и | | (ит ут] Мјуга-ђ| 


9 Најзад, за шесту апотему идентитет се изражава 


(и -мвеј А болна) ране) 


Џ 
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" 96 Теореме 97-102 су обрнуте теоремама 91-96. Према 
томе идентитети, који одговарају теоремама 91-96 и дати 
су у примедбама 999 остају на снази и за теореме 97- 
-102. Заову последњу серију теорема наведени идентитети 
треба само друкчије да се тумаче. Тако стоји ствар са гле- 
дишта савремене алгебре ирационалних величина. Примена 
Еуклидове геометриске методе у извођењу сваке, било основне 
било обрнуте, теореме, односно трасформације одговарају- 
ћег ирационалног израза, захтева низ геометриских расуђивања, 
при чему геометриско решавање квадратне једначине игра 
основну улогу у сваком доказу. Пажљиви читалац може 
без тешкоће пропратити Еуклидов доказ сваке теореме из 
наведене две серије. Да не бисмо преоптеретили наш комен- 
тар, нећемо понављати Еуклидове доказе у лакшој савреме- 
ној форми како то раде неки коментатори у својим опшир- 
ним коментарима. 

97 У овој теореми се говори о оном реду апотоме, који 
је одређен у трећим дефиницијама. 

Са' аналитичког гледишта ова теорема је очигледна, јер 
израз сваке апотоме линеарно зависи од рационалне дужи. 
Ова последња, примедба односи се и на наредне теореме 
до 107 теореме закључно. 

'3 У теоремама 108—110 Еуклид. се бави трансформа- 
цијом разлике две површине у квадрат на дужи. Са савре- 
меног гледишта то одговара извлачењу квадратног корена 
из разлике две површине: рационалне и медијалне, меди- 
јалне и рационалне и две медијалне. Одговор дају парови 
ирационала треће хексаде, тј. ирационалности уведене у тео- 
ремама 73—78, почев од апотоме. 

99 Теорема 111 и последица те теореме служе као 
основа за класификацију Еуклидових ирационалности. Тој 
класификацији посвећујемо нарочити додатак свом коментару. 

100 Ј, 1. Неђего, у свом издању Еуклидових елемената 
ставља последње четири теореме (112—115) у заграде и 
изражава тиме своје мишљење да те теореме нису Еукли- 
дове, већ да су унесене доцније. За то се могу навести ови 
разлози: 1. По садржају теорема 111 треба да буде логички 
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последња. 2. Главни садржај теорема 112—113 је у алгебар- 
ској вредности (ослобођење именилаца од ирационалности 
ради згоднијег израчунавања), а такво гледиште је било 
Еуклиду страно. 3. У овим теоремама се уводи нова терми- 
нологија: за апотоме, место бАџ И гросарресове — цело и 
додатак, стоји субраха — рационале, а та се реч раније од- 
носила само на чланове биномијала. 

Садржај ових теорема кратко можемо изразити јед- 
начинама: 


а—ђ = - 

–------= Уа =78, за теорему 112 
ја + 45 СЕ 
НО ЊОИННИ ЛЕ (за теорему 113) 
Уа — Ур 


(уа + 76) (а —Ур) =а — 5. – (за теорему 114) 


Оригиналан доказ ових теорема је врло интересантан 
и читалац, који је пажљиво савладао ову Еуклидову књигу, 
може имати велико задовољство у самосталном тумачењу 
текста ових теорема. " 

10. Дко са у. означимо медијалу, тј. ставимо |. = уаб, где 
су а и б(а==2) рационалне дужи самерљиве само у степену 
можемо начинити са рационалном дужи / низ ирационал- 
ности 


ње Кле ње Ули, -- ра= ИУТра- 


који је бесконачан и чији су сви чланови различити по сво- 
· јој ирационалној природи. 


ДОДАТАК 


Наведимо основну схему за Еуклидове рационалне 
и ирационалне величине, које су употребљене у Х књизи 
Елемената. | 

Нека су л, п — цели бројеви, К, ! — рационални бро- 
јеви (К или | = л/т), при чему та слова не означују одре- 
ђене бројне вредности, већ само природу тих бројева — 
цели или рационални у нашем смислу. 

Са г означимо основну рационалну дуж, изабрану за 
упоређивање. Тада су г' и г", под условима 1. /' = кг, 8. == кт, 
исто тако рационалне дужи у Еуклидовом смислу, и то г' 
рационална и самерљива по дужинићса / и /" рационална и 
самерљива у степену са 7. 

У даљем излагању код сваке величине, коју уводимо 
стављаћемо у загради број, који означава теорему у којој 
је тој величини одређена вредност. 


5 


ОЈ и уд ЗЕАЗИН 4 | У ИЕИНА 
Медијала (21) | = Ул"гу= уме УК, г = УК К, Г. 
Прва хексада ирационалности 
5, Биномијала (36) 5,—7+ 776; 


5, Прва бимедијала (37) . 5, = ЏИН у 4 кар, 


1/2 
5; Друга бимедијала (38) 8, – ки; 2 


ОНИ ПИ панк 
5, „Већа“ (39) 5, - у Ћин 12 МЕ | 
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К) 
5 „Страна квадрата једнаког збиру рационалне 
и медијалне површине“ 


г ИЕ а Пру ли 
~ = аи + | Ут Е—К; (40 
у у + ЊУ | (40) 
5; „Страна квадрата једнаког збиру две медијалне 
површине“ (41) 
4 2 <= 
= УЛ + Зе ИЦ АГ || И ИЗ 
у2 те "2 Ми 
Особине чланова ове прве хексаде, које служе за дефи- 
ницију тих чланова, могу се изразити овако: 


5, 2“ "+ ЕН 4 г "2, 
За и, А Ба, А Бам _ 
Зара ЊЕ, их ра, ПА МУ; 


5,=а+6, аз + бг г", _ аблдг у5; 
Зе =а+6б, иђа оз + а гуЕ ађхгуб; 
| Зе=а+е6, 3 + 03 Уб ађе га УКаз+р аб. 
Друга хексада ирационалности рашчлању је општи израз 
биномијале. 


В, Прва биномијала (48) В,=6Кг+ЕТ1—8, 


В, Друга 5 (49) В, = 


те. 
В, Трећа 5 (50) сен Г1–Е, 
В, Четврта , - (5) 8,=КгГ + ст 
В, Пета 5 (52) В,—Кг У 1+1%Е 7, 
В, Шеста , (53) Ве= МЕ г + МЕГ. 


Наведимо и таблицу особина тих бројева. Ставимо 


В;=а; +5;, > а3+63=</ |= 1,2, га 6. 


191 


В, а, ћ 

В; буг, Сигма, !=1,2,3. 
В; ахог, рт 

В, аа~Г, р 

: буг, ски :=4,5,6. 
Вг ПАТИ | 


Трећа хексада. Чланови ове хексаде се разликују од 
чланова прве хексаде само знаком: место збира имамо разлику. 
Називи су други. 

К, Апотома (73), 

Кк, Прва медијална апотома (74), 

Ку Друга медијална апотома (75), 

К, „Мања“ (76), 

„Дуж која са рационалном образује медијално (77), 

„Дуж која са медијалном образује медијално“ (78). 

Јасно је да нема потребе наводити ни вредности, ни 
особине горњих израза: 

Као ново можемо исписати шест биквадратних једна- 
чина, од којих свака има ова четири корена 


5, Ка —5, - :=1,2,...,6 

Једначине су: 
1. 2%–2(1 + К) 7 23+(1—к)г г%=—0, 
2. и–обЕ(1+ 7523 +Е (1 – 6): /3=0, 

| ~ ја 
8. 2255 а 4 | =0, 

УК К 
К 

4. 24–9 12224 1450, 

1 +ЕЗ 
5. 2%— — 18224 с 14 

УТ+Е (1+к)г 
з | А | 

6. 242 У 15221 "= 0. 


1 + 2 
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Четврта хексада. Како друга хексада претставља бино- 
мијалу 5, развијену у шест чланова, тако и четврта хексада 
претставља развијену апотому К,. Према томе у тој хексади 
имамо шест апотома, које ћемо означити овако: 


А, (85), А, (86), А; (87), А, (88), А, (89), А, (80). 


Оне се разликују од биномијала само знаком. Биномијала и 
одговарајућа апотома су корени исте квадратне једначине. 
Према томе имамо ових шест квадратних једначина: 


1. ха–ФЕгх + =0, 
2. Боа а мил г-=0, 
у1– 1– 1! 
3. хг—дх УК+ КО, 
| | о 
4. х=—ФЕгГХх+-—— кг =, 
14! 

5. ха –дЕгху]+1+1 2 = 0; 
6. ха –дгх ИК +(К, – К,)г-=0. 


Између ирационалности наведених шест хексада Еуклид 
поставља шест серија једначина, свака серија од шест -јед- 
начина. | 
Резултате у теоремама 54—59 можемо кратко изразити 
једначином 

(%) гВ,—> 52 


Знак –> употребили смо да се успостави веза не у 
облику једнакости оних израза, које смо употребили за, рецимо 
З, већ у облику припадања сваког израза оном типу ира- 
ционалности, за који је употребљена ознака. Одређивање 
самих, конкретних, израза претставља одговарајући задатак 
који и решава Еуклид. Наведимо, прво, решења свих одго- 
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варајућих за „атака серије (а), при чему, ради упрошћавања 
штампања, изостављамо множитељ г односно г:: 


(ај ЕЋЕ гева|уга+)+ У; п–0 |, 
ЈЕТАГУИИ | ар ЕЈА 
сад сну “| УБ У] 
(а) перу а [УМ њу И б-о| 
ЕТАН ка гаје 
(и ар е М(в 22) | 


(а) КГ +Ев КЕ оре њуђ + ми |, 


са икру њу -к-Е | 


Теореме 60-– 65 одговарају другој, обрнутој серији (а). 
У новој серији квадрат на 5, се претвара у правоугаоник 
са дужином г/ и ширином 8,. Према томе нову серију схе- 
матски можемо овако обележити: 


(8) | „53 => тв. 


Једначине те серије непосредно се добивају развијањем 
"квадрата 5,5. На овај начин имамо ових шест једначина 


(В) (1+ у )2=]1+К+2 УК, 
(6) (8 кана = УЕ(] + 8) + 2, 
11 Кк4+1 ~ 
а | па Вав Џ 
(8) (6 па] ај 
, 


Еуклидови елементи Х | 13 
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МЕ За пене ава ла 1 


[а Ко Џ из к ] == арсен 
сво (ул ер - Песа Уа а 


= Пош са 
(8) | у утев ++ ита – | ту 


1 1 
ка к МЕР а 
(у2 утњутиа 12 ТЕТ РТ 
Што се тиче две остале серије којима одговарају тео- 
реме 91-96 и 97-102, оне су потпуно аналогне претходним 


серијама (а) и (8) са једном разликом што знак плус треба 
да буде замењен знаком минус. 


Остале особине Еуклидових ирационалних израза наве- 
дене су у тексту превода и у примедбама на тај текст. 


СРПСКА АКАДЕМИЈА НАУКА 


· КЛАСИЧНИ НАУЧНИ СПИСИ 
| КЊИГА Х! 


МАТЕМАТИЧКИ ИНСТИТУТ 
КЊИГА 1 


ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 
2 ТОТХЕТА 


ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 


ПРЕВЕО И КОМЕНТАР ДОДАО 
АНТОН БИЛИМОВИЋ 


БЕОГРАД 
. 1957 


паша 


ИЗДАВАЧКА УСТАНОВА САН 


Штампа Графичко предузеће „Академија“, Београд, Космајска ул. 28 


САДРЖАЈ ЈЕДАНАЕСТЕ КЊИГЕ 


Предговор + + + >. 
Текст са а њи ве а 


ПРЕДГОВОР 


После десете књиге, у којој је била изложена Еукли- 
дова теорија ирационалних величина, Еуклид се поново враћа 
на Геометрију. Ова једанаеста књига посвећена је првим 
елементима Стереометрије. После дефиниције просторних 
облика и постављања основних веза између њих, у првим 
ставовима се третирају релативни положаји правих и равни, 
управност и паралелност. Главни део књиге се односи на 
проучавање запремине паралелепипеда различитих облика и 
положаја. 

Ставови ове књиге ушли су, у већини, било као тео- 
реме, било као задаци, у савремене уџбенике Стереометрије. 
Може се чак тврдити да Еуклидов стереометриски материјал 
улази у савремени школски курс дедуктивне геометрије са 
мањим изменама него планиметриски 'материјал. Знатно је 
допуњена само Еуклидова метрика која је у његово време 
много заостајала, чак и од његове планиметриске метрике. 

Може се приметити да Еуклид уноси у своје просторне 
. претставе много више конкретности, него у своје планиме- 
триске претставе, које садрже више апстрактних елемената. _ 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Миш- 
ковић и Т. П. Анђелић, на чему им овде изјављујем за- 
хвалност. 


А. Б. 


ТЕКСТ 


Џ 


Дефиниције: 

1. Тело је оно што има Учи ширину и дубину (ви- 
сиву).3 

2. Граница тела је површина. 

3. Права је нормална на равни ако'образује праве 
углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни.“ 

4. Раван је нормална на равни, ако су. праве, 
нормалне на-пресеку тих равни у једној Равин, нормалне на 
другој равни. | 

5. Нагиб дужи (праве) према равни је угао 
између дате дужи и друге дужи која се добива кад се крај 
дате дужи у датој равни споји са подножјем нормале спуштене 
из другог краја дате дужи на дату раван.“ 0: 

6. Нагиб равни према равни је оштар угао 
између правих повучених у свакој од равни нормално на 
пресек равни у истој тачки. : „ 

7. Каже се да је раван према равни подједнако на- 
гнута као и друга раван према другој равни, ако је нагиб 
првих равни једнак нагибу других равни. 

8. Паралелне:су оне равни које се не- вуврене | 

9. Сличне просторне фигуре су оне које су 
обухваћене сличним равнима у једнаком броју. | 

10. Једнаке и сличне просторне фигуре су 
оне које су обухваћене сличним равнима, једнаким по броју и 

и по величини.:9 | аи 

11. Рогаљ (телесни угао) је узајамни нагиб више 
од две линије, које се сусрећу у истој тачки и не налазе се 
у истој површини. Или друкчије: рогаљ (телесни угао) се 
састоји од више од два равна угла, који се не налазе у истој 
равни и састају се у истој тачки, | У 

12. Пирамида је просторна аануљ · састављена“ од 
равни конструисаних над једном равни према једној тачки.!2 


1) 


13. Призма је просторна фигура састављена од равни, 
од којих су две, наспрамне, једнаке, сличне и паралелне, 
а остале су паралелограми.:" 

14. Ако пречник полукруга остаје непокретан, а полу- 
круг се око њега обрће и врати у положај из којег је почео 
кретање, обухваћена фигура је сфера (лопта),“ 

5. Оса сфере је непокретна права, око које се 
обрће полукруг.:5 

16. Центар сфере је исто што и центар полукруга. 

17. Пречник (дијаметар) сфере је свака дуж 
што пролази кроз цевтар а ограничена је са оба краја сфер- 
ном површином.2. 

18. Ако. један крак правог угла (једна катета) право- 
углог троугла остаје непокретан, а троугао се око те праве 
обрће и врати у положај из којег је почео кретање, обу- 
хваћена фигура је конус (купа). Ако је непокретан крак 
правог угла једнак другом краку тог угла, који се обрће, 
конус је правоугли, ако је мањи — тупоугли, а ако је већи 
— оштроугли.)' 

19. Оса је конуса непокретна права око које се 
троугао обрће. 

20. Основа је конуса круг који описује покрет- 
ва дуж. 

21. Ако један крак правог угла правоуглог паралело- 
грама остаје непокретан, а паралелограм се око тог крака 
обрће и врати у положај из којег је почео кретање, обух- 
ваћена фигура је цилиндар (ваљак).!“ 

22. Оса је цилиндра непокретна права, око које 
се обрће паралелограм. 

23. Основе су цилиндра кругови, које описују 
оне две наспрамне стране паралелограма које се обрћу. 

24, Слични су они конуси и цилиндри, чије 
су осе и пречници основа пропорционални. 

25. Коцка (куб) је прокнарнА фигура обухваћеча 
са шест једнаких квадрата. | 

26. Октаедар је просторна фигура обухваћена са 
осам једнаких и равностраних троуглова. 


||| 


27. Икосаедар је просторна фигура обухваћена са 
двадесет једнаких и равностраних троуглова. 

28. Додекаедар је просторна фигура обухваћена 
са дванаест једнаких, једнакостраних и једнакоуглих пето- 
углова. • | 

ЈЕ 

Један део праве линије не може се налазити у некој, 
основној, равни, а други део бити издигнут изнад те равни. 

Заиста, ако је то могуће, нека се део АВ праве линије 
АВГ налази у основној равни, док је други део ВГ издигнут. 

Нека постоји у основној равни нека 
права као праволиниско продужење праве 4 
АВ. Нека то буде ВА. На овај начин АВ 
је заједнички део две праве АВГ и АВА. 
А то је немогуће, јер, ако око центра В са 
полупречником АВ нацртамо круг, његови 
пречници отсецаће од круга неједнаке кру- 
жне лукове. 

На овај начин, не може се један део 
праве линије налазити у некој, основној, ра- 
вни, а други бити издигнут изнад те равни. 

А то је требало доказати,2% 


2; 
Ако две праве секу једна другу, оне су у истој равни; 
н сваки троугао је у истој равни. 
Нека две праве АВ и ГА секу једна 


р: 8 другу у тачки Е. Тврдим да су АВ и ГА 
у истој равни. и сваки троугао је у истој 

(3 равни. 
2 54 Заиста узмимо на правима ЕГ и ЕВ 


неке тачке 2 ин и повуцимо ГВ, 2 и 
Бе 70, НК. Прво тврдим, да је троугао ЕГВ 

у истој равни. Заиста, ако се један део 
троугла ЕГВ, 20Г или НВК, налази у основној равни, а други 
је издигнут ван те равни, онда се и један део правих ЕГ и ЕВ 
налази у основној равни, а други део ван те равни. А ако 
се део 2ГВН троугла ЕГВ налази у основној равни, а остали 
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део ван, онда се и код правих ЕГ и ЕВ један део налази 
у основној равни, 3 други ван равни. А 10 је, према дока- 
заном, бесмислено. Према томе је троугао ЕГВ у истој равни. 
И свака од правих ЕГ и ЕВ биће у истој равни са троуглом 
ЕГВ, а биће у равни ЕГ и ЕВ и праве АВ и ГА. На овај 
начин праве АВ и ГА су у истој равни, и сваки ТРУЛо је 
у истој равни. А то је требало доказати.“ + 


3. 


Ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. 

Заиста, нека две равни АВ и ВГ секу једна другу и 
њихов пресек је линија АВ. Тврдим да је АВ права линија, 

Заиста, ако није, спојимо тачке А и В правом АЕВ у 
равни АВ и правом А2В у равни ВГ. Тада постоје две праве 
ХЕВ и А2В са заједничким крајевима, и, 
очевидно, обухватају неку површину, а то је 
бесмислено. Према томе ДЕВ и 428 нису 
праве линије. Слично се доказује; да никаква 
друга права не постоји што спаја'А и В, сем 
АВ, која је заједнички пресек “равви АВ и ВГ. 

На овај начин, ако две равни секу једна 
другу, Њихов пресек је права. А то је тре- 
требало. доказати 55 


4. 


Права повучена кроз пресечну тачку две праве под 
правим угловима према свакој од њих биће под правим углом 
и према равни тих правих. _ ЊЕ ; 

Заиста, нека је права Е2, која пролази кроз пресечну 
тачку Е правих АВ и ГА, под правим угловима према тим 
правима. Тврдим, да је Е2 под | 
правим углом и према "равни 
правих АВ и ГА. | 

Заиста, одмеримо међу со- 
бом једнаке дужи АЕ, ЕВ, ГЕ, 
ЕД и кроз Е повуцимо“ произ- 
вољну праву НЕ, нацртајмо 
АД и ГВ и затим кроз тачку 2 


РАИ 
А 
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повуцимо дужи 24, 2, 24, 27, 20, 28. Пошто су две 
дужи АЕ и ЕД једнаке двема дужима ГЕ и ЕВ и оне чине 
једнаке углове, онда је. основа АД једнака основи ТВ и 
троугао АБА једнак троуглу ТЕВ. Услед тога је и угао 
ДАЕ једнак углу ЕВГ. Али и угао АЕН је једнак 'углу 
ВЕд. Према томе имамо два троугла АНЕ и ВЕО, код 
којих су два угла једног једнака са два односна угла другог, 
сваки — сваком, и једна страна ДЕ између углова једног је 
једнака одговарајућој страни ЕВ другог. Они тада имају и 
остале стране једнаке осталим странама. На овај начин је НЕ 
једнако Ед и АН једнако Вд. И пошто је АЕ једнако ЕВ, а 
ТЕ заједничка страна при правим угловима, онда је основа 74 
једнака основи 28. Из истих разлога је 27 једнако 74. И пошто 
је АД једнако ГВ и ТА једнако 28, значи две стране 24 и АД 
једнаке двема странама 78 и ВГ, свака свакој, а доказано је да 
је и основица 24 једнака основици 27, биће једнаки и углови 
„ДАА и 28Г. И пошто је још доказано да је АН једнако ВО, а и 
7 да је једнако 28, онда су две стране ХА и АН једнаке 
двема странама 28 и В9; а такође је доказано да је угао ХАН 
једнак углу тве. Отуд закључујемо да је и основица 2Н 
једнака основици 20. И пошто је још, према доказаном, НЕ 
једнако Еб, а Е2 је заједничка страна, значи две стране НЕ, 
Е7 једнаке су двема странама де, Е2, а и основица 2Н јед- 
нака је основици 20, па према томе и угао НЕ2. једнак је углу 
дЕ2. На тај начин је сваки од углова НЕ2 и 9022 прав. Према 
томе је ХЕ управна на произвољној правој кроз тачку Е. На 
сличан начин се доказује да 2Е чини прав угао са сваком 
правом која је сече и налази се у основној равни. Но права 
је управна на равни, ако чини прав угао са сваком правом која 
је сене и налази се у тој равни. Према томе је права ХЕ 
управна на основној равни. Али основна раван је раван пра- 
вих АВ и ГА. Према томе је ХЕ под правим углом према 
равни правих АВ и ГА. 

На овај начин, права повучена кроз пресечну тачку две 
праве под правим угловима према свакој од њих биће под 
правим. углом. .и према равни тих правих, А то је тр5ие 
доказати,2“ ““ 
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5. 


Три праве са заједничком тачком су у истој равни, ако 
постоји права која пролази кроз ту заједничку тачку и управна 
је на свакој од тих правих. 

Заиста, нека права АВ која пролази кроз заједничку тачку 
В правих ВГ, ВА, ВЕ стоји под правим углом према свакој 
од њих. Тврдим, да су ВГ, ВА, ВЕ у истој равни. 

Заиста, ако то није тако, онда је могуће, да ВА и ВЕ 
буду у основној равни, а ВГ ван те равни. Конструишимо 
онда кроз АВ и ВГ раван. У пресеку са основном равни она 
чини праву. Нека то буде права 87. Значи да су три праве 
АВ, ВГ, 82 у истој равни која про- 
лази. кроз АВ и ВГ. А како је АВ 
управна према свакој од ВА и ВЕ, 
она је управна и на равни правих 
ВА и ВЕ. Но раван правих ВА и ВЕ 
је основна раван. Према томе је АВ 
управна на основној равни. ДА тада 
је АВ управна на свакој правој у 
тој равни која сече праву АВ. Но њу сече и права 82, која 
се такође налази у основној равни. Према томе је угао АВ2 
прав угао. Али је претпостављено да је и угао АВГ прав. 
Према томе је угао АВ2, једнак углу АВГ. И они се налазе 
у истој равни. А то је немогуће. Дакле права ВГ неће бити 
у некој равни изнад основне. Према томе се три праве ВГ, 
ВА, ВЕ налазе у истој равни. 

На овај начин, три праве са заједничком тачком су у 
истој равни, ако постоји права која пролази кроз ту заједничку 
тачку и управна је на свакој од тих правих. А то је требало 
доказати,3“ 


6. 


Ако су две праве управне на истој равни, оне су пара- 
лелне. 

_ Заиста, нека праве АВ и ГА стоје под правим угловима 
према основној равни. Тврдим да је права АВ паралелна са 
правом ГА. | 

Заиста, нека оне секу основну раван у тачкама Ви 
д, па повуцимо праву ВА и нека је ДЕ права у основној равни 
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управна на ВА; даље одмеримо АЕ једнако АВ и повуцимо 
ВЕ, АЕ, Ад. Пошто је дуж АВ нормална на основној равни, 
она ће образовати прав угао са сваком правом која је сече ин 
налази се у основној равни. Но АВ 
сече сваку од правих ВА и ВЕ, ко- 
је се налазе у основној равни. 
Према томе је сваки од углова 
АВА и АВЕ прав. Из истих раз- 
лога је и сваки од углова ГАВ и 
ГЛЕ прав. И пошто је АВ једнако 
ЛЕ, а ВА је заједничка, две стране 
АВ, ВА једнаке су двема странама 
Ед, АВ. И оне образују праве 
углове. Тада је основица АЛ јед- 
нака основици ВЕ. И пошто је АВ једнако ДЕ, а и АД једнако 
ВЕ, значи две стране АВ, ВЕ једнаке су двема странама ЕД, 
ДА, а и основица АЕ им је заједничка. Према томе је угао 
АВЕ једнак углу ЕДА. А како је угао АВЕ прав, биће прави 
и угао ЕДА. Значи ЕД је управна на ДА. Дакле, она је управна 


и према свакој од ВА и ДГ. Према томе је ЕД управна-на три 


праве ВА, ДА и АГ, који имају са њом заједничку тачку. Због 
тога се три праве ВА, ДА и АГ налазе у истој равни. И у 
оној равни у којој се налазе ДАВ и ДА, налази се и АВ, јер 
се цео троугао налази у истој равни. Према томе су праве 
АВ, ВА и АГ у истој равни. И сваки је од углова АВА и ВАГ 
прав, те је АВ паралелна са ГА. 

На овај начин, ако су две праве управне на истој равни, 
оне су паралелне. А то је требало доказати. 


7. 


Ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих је. 


узета по једна произвољна тачка, биће права што их спаја у 
истој равни са паралелним. 

Нека су АВ и ГА две паралелне праве и на свакој од 
њих узета произвољна тачка: Е односно 2. Тврдим, да се права 
што спаја тачке Е и 2 валази у истој равни са паралелним. 

Занста, ако то није тако, онда је могуће, да се она налази 
у некој другој равни као права ЕН2 и повуцимо кроз ЕН; 
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раван, Та раван сече основну раван дуж неке праве, нека то 
буде Зрава Е7. На овај начин, праве ЕН и Е2 обухватају 
| неку површину. А то је немогуће. 
| он „У Значи права што спаја. тачке Е и 2 


~ 3 се налази у равни паралелних правих 
% Н АВ и ГА. 
об На овај начин, ако постоје две 
КУ паралелне праве и на свакој од њих 


у је узета по једна произвољна тачка, 
биће права што их спаја ју истој 
равни са паралелним. А то је требало доказати. 


8. 


Ако су две праве паралелне и једна од њих управна 
на некој равни, биће'и друга управна на тој равни, 

Нека су АВ и ГА две паралелне праве, и. нека је једна 
од њих, АВ, управна на основној равни. Тврдим,. да је и 
друга ГА управна на истој равни. - 

Заиста нека су тачке В и А продорне тачке правих АВ 
и ГА у основној равни, и повуцимо ВА. Тада су АВ, ГА 
и ВА у истој равни. Нацртајмо у основној равни ДЕ управну 
на ВА, одмеримо дуж ДЕ једнаку АВ и спојимо са правим 
ВЕ, АЕ, А4. Пошто је АВ управно на основној. равни, а 
свака права, која се налази у основној , 7 
равни и сече управну праву, управна је 
на правој АВ, биће сваки од углова АВА 
и АВЕ прав. И пошто су паралелне АВ 
и ГА пресечене правом ВА, биће збир 
углова АВА и ГАВ једнак. двоструком 
правом углу. Но угао АВА је прав, па 
значи и угао ГАВ прав. Према томе је 
права ГА управна на правој ВА. И пошто 
је АВ једнако ДЕ,а ВА је заједничка, 
онда су две стране АВ и ВА једнаке ... 
двема странама ЕД и АВ. А и угао АВА . 
једнак је углу ЕАВ, јер је сваки од њих. прав. Према томе 
је. и основица АЛ једнака основици ВЕ. И пошто је АВ 
једнако ДЕ, а ВЕ једнако АД, онда су две стране АВ, ВЕ 
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' једнаке двема странама Ед, ДА, свака свакој, 5 и АЕ је 
заједничка основица. Према томе је угао АВЕ једнак углу 
ЕДА. Но АВЕ је прав, те значи да је и ЕДА прав угао. Дакле, 
Ед је управно ва АД, но ЕД је управно и на ДВ. Према 
томе је права ЕЛ управна на равни правих ВА и ЛА. Значи 
ЕЛ чини прав угао и са сваком правом која је сече и налази 
се у равни ВДА. Али ће у равни која пролази кроз ВАА 
бити и АГ, јер су у равни што пролази кроз ВЛАА и АВ 
и ВА, а у оној у којој. се налазе АВ и ВА, налази се и АГ, 
Према томе је ЕЛ под правим углом према АГ. Значи ин ГА 
је под правим углом према ДЕ. Но ГА је под правим углом 
и према ВА. На овај начин. ГА, пролазећи кроз пресечну 
тачку А правих ДЕ и АВ, стоји под правим углом према 
тим правима. Премз томе је ГА нормала на равни правих ДЕ 
и АВ. Но раван правих ДЕ и АВ је основна раван, па је 
према томе права ГА нормална на основној равни. 

На овај. начин, зко су две праве паралелне и једна од 
њих управна на некој равни, биће и друга права управна на 
тој равни. А то је требало доказати. 

9. 

Праве паралелне истој правој, које се са овом не налазе 
у истој равни, паралелне су међу собом. 

Заиста, нека је свака од правих АВ и ГА паралелна са 
Е2, во (нека се не налазе у истој равни. Тврдим, да су АВ 
и ГА паралелне. 

Занста, узмимо на Е2 произвољну тачку Н и из те 
тачке повуцимо у равни правих Е7 и АВ под правим углом 
према 22. праву 16, а у равни ,„ 
правих 2 и ГА праву НК лод | 
правим углом према Е2. По- пити 
што је Е2 управна на свакој ~ 2 # 
од правих Нд и НК, она је 
управна и на равни што про- 
лази кроз праве Нв и НК. 
И права Е7 је паралелна са правом АВ. Према томе је и 
права АВ управна на равни ОНК.' Из истих разлога је и 
права ГА управна на равни ОНК. На овај начин је свака од 


Еуклидови елементн књ. 11 г 
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АВ 'н ГА управна на равни ОНК. Но ако су две праве 
управне на истој равни, оне су паралелне. На овај начин 
права АВ је паралелна са ГА. А то је требало доказати. 


10. , 


Ако су две праве, које се секу, паралелне са двема 
правима, које се секу, но не налазе се са овима у истој 
равни, оне образују једнаке углове. 

Заиста, нека су АВ и ВГ две праве, које једна другу 
секу, паралелне са правима ДЕ и Е7, које секу једна другу, 

~ _ но не налазе се у истој 
равни са првим правима. 
Тврдим, да је угао АВГ 
једнак углу ДЕ7.. 

Заиста, одмеримо ду- 
жи ВА, ВГ, Е4, Е2 јед- 
наке међу собом и спојимо 
АА, Г2, ВЕ, АГ, 47. По- 
што је ВА једнако и па- 
ралелно ЕД, биће и ДА 
једнако и паралелно ВЕ. 

| Из истих разлога је и Г2 
једнако и паралелно ВЕ. Према томе је свака од АД и Г2 
једнака и паралелна са ВЕ. Но праве које су паралелне истој 
правој а не налазе се са њом у истој равни паралелне су. 
Према томе је АД паралелна [2 и једнака. А спајају их АГ 
и А7, па је значи и АГ једнака 42, и паралелна. И пошто 
су две стране АВ и ВГ једнаке двема странама ДЕ и 27 и 
основица АГ једнака основици А2, биће угао. АВГ једнак 
углу ДЕ7. 

На овај начин, ако су две праве, које се секу, пара- 
лелне са двема правима, које се секу, но не налазе се са 
њима у истој равни, оне образују једнаке углове. А то је 
требало доказати.7- 


1. 
Из дате тачке ваћ равни повући праву управну на 
ту раван. 
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Нека је А дата тачка над датом основном равни. Треба 
из дате тачке А повући праву линију управну на дату 
освовну раван. 


Повуцимо у основној равни произвољну праву ВГ и 
ковструишимо из тачке А нормалу АД управну на ВГ. Ако 
је АД нормала на основној равни, 
тражено је постигнуто. Ако није, - 
повуцимо у основној равни из тачке 
А нормалу ДЕ на праву ВГ и спу- 
стимо из тачке А нормалу А2 на 
праву ДЕ, па кроз тачку 2. пову- | 
цимо праву Нд паралелну правој ВГ. 


А 


Пршто је ВГ управна на сва- 
кој од ДА и ДЕ, биће ВГ управна 
и на равни ЕДА. Но њој је паралелна и права Нд. А ако су 
две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, 
онда је и друга управна на тој равни. Према томе је НО 
управна на равни правих ЕЛ и ДА која сече праву Нд. 
Но њу сече права А2, која се налази у равни правих ЕД 
и ДА. Према томе је НО управна на 72. А значи и 74 је 
управна на ОН. Но А2 је управна и на ДЕ. А2 је на тај 
начин управна на свакој од Не и ДЕ. Али ако је кроз тачку 
пресека две праве повучена права нормална на тим правима 
биће повучена права нормална и на равни тих правих. Према 
томе је 2 управна на равни правих ЕД и Нд. Но раван 
„правих ЕД и НО је основна раван. Према томе је 24 права 
управна на основној равни. | 

На овај начин је из дате тачке А ван равни пову- 
чена права А2 управна на датој равни. А то је требало 
извести,2• | 


12. 


На датој равни кроз тачку на њој подићи нормалу на 
раван. 
Нека је дата раван — основна раван, и тачка А на њој. 
Треба у тачки А подићи нормалу на основној равни. 


2 


20 


Узмимо неку тачку В ван основне равни и повуцимо 

кроз њу праву ВГ управну на основној равни, а кроз тачку 

А повуцимо праву АД паралелну ВГ. 

8 Сад, пошто су АД и ГВ две пара- 

лелне праве и једна од њих ВГ је 

управна на основној равни, биће и 
друга АД управна на тој равни. 

На овај начин је на дату раван 
кроз дату тачку А на њој повучена 
А права АД управна на датој равни. А 

то је требало извести.7' 


13. 


Не могу се подићи кроз исту тачку две нормале на истој 
равни. 

Заиста, ако је могуће, нека су кроз исту тачку А у 
основној равни подигнуте две праве АВ и АГ нормалне на 
равни и са исте стране. Конструишимо раван кроз АВ и АГ. 
Она као пресек са основном равни, 
образује праву која пролази кроз А. 
Нека је то права ДАЕ. Према томе 
су праве АВ, АГ, ДАЛЕ у истој равни. 
И пошто је ГА управна на основној 
равни, биће она управна на свакој 
правој у основној равни која је сече. 
Али она сече праву ДАЕ у основној 
равни. Према томе је угао ГАЕ прав. 
Из истих је разлога и угао ВАЕ прав. Значи да је угао ГАЕ 
једнак углу ВАЕ. И они су у истој равни. А то је немогуће. 

На овај начин, не могу се подићи кроз исту тачку две 
нормале на истој равни. А то је требало доказати.“ | 


14. 
Равни управне на истој правој паралелне су. 
Заиста, нека је права АВ управна на свакој од равни ГА 
и Е2. Тврдим да су те равни паралелне. 
Заиста, ако то није тако, оне се продужене сусрећу. 
Нека се сусрећу; тада постоји заједнички пресек — права 
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линија. Нека то буде права Нд. Узмимо на НО произвољну 
тачку К и спојимо АК и ВК. Пошто је АВ нормала на равни 
Е2, биће АВ нормаљна и на ВК, пошто се ВК налази у равни 
Е2 управној на АВ. Премћ томе је угао АВК прав. Из истих 
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разлога је и угао ВАК прав. На овај начин троугао АВК има 
два права угла — АВК и ВАК. А то је немогуће. Према томе 
равни ГА и Е2 и продужене не сусрећу се. Значи равни ГА 
и Е2 су паралелне. 

На овај начин, равни управне на истој правој паралелне 
су. А то је требало доказати." 


15. | 
Ако су две праве, које се секу, паралелне двема другим 
правима, које се секу, а не налазе се у истој равни, њихове 
равни су паралелне. | 
Заиста, нека су две праве АВ и ВГ, које се секу, пара- 
лелне правима ДЕ и Е7, али раван првих правих је различита од 
Е равни других. Тврдим да равни 
које пролазе кроз АВ, ВГ и 
кроз ДЕ, Е2 и продужене не 
сусрећу једна другу. 

Заиста, повуцимо кроз та- 
чку В нормалу ВН на раван 
правих ДЕ и Е2 и нека она 
продире ту раван у тачки Н, 
па повуцимо и кроз Н праву 
Но паралелно БА и праву НК 
паралелно 27. Пошто је права 
ВН управна на равни правих ДЕ 
и Е27, биће она управна и на 
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свакој правој у тој равни која је сече. Према томе је она 
управна и на правима Нд и НК, које се налазе у равни правих 
АЕ и Е2. Значи сваки од углова ВЏО и ВНК је прав, И пошто 
је ВА паралелна Нд, биће збир углова НВА и ВНО једнак са 
два права угла. Но угао ВНО је прав, па према томе мора бити 
и угао НВА прав. Дакле, НВ је под правим углом према ВА. 
Из истих разлога је НВ под правим углом и према ВГ. И 
пошто сад права НВ стоји управно на двема правима, које се 
секу, ВА и ВГ, биће НВ нормала на равни правих ВА и ВГ. 
Из истих разлога ВН је нормала и на равни правих Нд и НК. 
А раван тих правих је иста што и раван правих ДЕ и Е7. 
Према томе је ВН нормала и на равни правих ДЕ и Е7. А 
ВН је нормала и на равни правих АВ и ВГ. Но равни, управне 
„на истој правој, паралелне су. Према томе је раван правих 
АВ и ВГ паралелна са равни правих ДЕ и 27. | ' 
На овај начин, ако су две праве, које се секу, пффалелне 
двема другим правима, које се секу, а не налазе се у истој 
равни, њихове равни су паралелне. А то је требало доказати. 


16, 


Ако се две паралелне равни пресеку неком равни, њихову 
заједнички пресеци паралелни су. 

· Заиста, нека су 
две паралелне равни 
АВ и ГА пресечене 
са равни ЕХНбд и Е2 
и НО њихови зајед- 
нички пресеци. Твр- 
дим, да је права Е2 
паралелна са правом 
не. 

Заиста, ако то 
није тако, онда се 22. 
и НО сусрећу, било са стране 760, било са стране ЕН. Проду- 
жимо их са стране 2, и 0 и нека се сусрећу прво у тачки К. 
Пошто се Е2К налази у равни АВ, налазе се све тачке Е2К 
у равни АВ. А како, тачка К припада правој Е2К, и она се 
налази у равни АВ. Из истих разлога закључујемо да се тачка 
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К налази у равни ГД. На овај начин се равни АВ и ГД, про- 
дужене, сусрећу. Али оне се не сусрећу, јер су, по претно:- 
ставци паралелне. Према томе праве Е2 и Нд, продужене са 
стране 7. и 0, не сусрећу се. На сличан начин се доказује да 
се праве Е7 и Нв не сусрећу продужене ни са стране Ен 
Н. А оне које се не сусрећу ни са једне стране, паралелне 
су. Према томе Е2 је паралелна са Не. 

На овај начин, ако се две паралелне равни пресеку неком 
равни, њихови заједнички пресеци паралелни су. А то је тре- 
бало доказати. . 


17. 


Ако се две праве пресеку паралелним равнима, њихови 
отсечци су у истој размери. 


Заиста, нека су две праве АВ и ГА пресечене паралелним 
равнима 8, КА, ММ у тачкама А, Е, В, Г, 2, 4. Тврдим да 
· је дуж АЕ према дужи ЕВ као Г2. према 24. 

Заиста, спојимо АГ, ВА, АД и нека АД продире раван КА 
у тачки 2, па спојимо ЕБ и 27. Пошто су две паралелне 
равни, КА и ММ, пресечене са равни ЕВДЕ, биће њихови зајед- 
нички пресеци ЕЗ и ВА паралелни. Из истих разлога, пошто 
су две паралелне равни, Нд и КЛ, пресечене са равни А22Г, 
биће и њихови пресеци, АГ и 27, паралелни. МИ пошто је у 
троуглу АВА повучена права Е2 паралелно страни ВА, биће 
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АЕ према ЕВ као Е: према 24. Даље, пошто је у троуглу 
ААГ права 22 повучена паралелно страни АГ, биће А2 према 
24 као Г2 према 24. А доказано је да је АЗ према 24 као 
и АЕ према ЕВ. Према томе је АЕ према ЕВ као Г2. према 74. 

На овај начин, ако се две прабе пресеку паралелним 
равнима, њихови отсечци су у истој размери. А то је требало 
доказати. / 5 Ј 


18. 


Ако је права управна на некој равни, свака раван што 
пролази кроз ту праву, управна је на тој равни. 

Заиста, нека је нека права АВ управна на основној равни. 
Тврдим да је свака раван што пролази кроз АВ управна на 
основној равни. 

Заиста, повуцимо кроз АВ раван ЛЕ и нека је ГЕ пресек 
равни ДЕ са основном равни. Узмимо на ГЕ произвољну тачку 
2 и повуцимо кроз 2, у равни ДЕ, 
2Н управно на ГЕ. Пошто је АВ 
управна на основној равни, биће АВ 
управна на свакој правој у основној 
равни која је сече. Стога ће она бити 
управна и на ГЕ. И угао АВ2. је прав. 
А прав је и угао Н2В. Према томе 
је АВ параделна са 2. Но права 
АВ је управна на основној равни, те значи да је и права 2Н 
управна на основној равни. А раван је управна на равни, ако 
праве у једној од њих, управне на пресечној правој, стоје 
управно на другој равни. Али доказали смо да је права 2, 
повучена у равни ДЕ управно на правој пресека ГЕ, управна 
на основној равни. Па према томе је раван АЕ управна на основ- 
ној равни: На сличан начин се доказује да је и свака раван, 
повучена кроз АВ, управна на основној равни. 

На овај начин, ако је права управна на некој равни, свака 
раван што пролази кроз ту праву управна је на тој равни. А 
то је требало доказати. 


19. 


Ако су две равни, које се секу, нормалне на некој равни, 
биће и њихов пресек нормалан на истој равни. 
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Нека су две равни, АВ и ВГ, нормалне на основној равни, 
а њихов пресек нека буде права ВА. Тврдим, да је ВА нор- 
мална на основној равни. 

Заиста, нека није тако. Из тачке 4 у равни АВ повуцимо 
праву ДЕ управну на А4, а у равни ВГ праву 42 управну на 
ГА. Пошто је АВ раван управна 
на основној равни и у равни 
АВ' је повучена права ДЕ у- 
правна на заједничком пресеку 
_ равни АВ и основне равни, биће 
права ДЕ управна на основној 
равни. Слично се доказује да 
је и права 42. управна на основ- 
ној равни. Према томе из исте 
тачке ДА основне равни са исте 
стране те равни повучене су 
· две нормале на ту раван. А то је немогуће. Значи из тачке 
А основне равни ве може бити друге нормале сем ВА, пресека 
равни АВ и ВГ. | 5 

На овај начин, ако су две равни, које се секу, нормалне 
на некој равни, биће и њихов пресек нормалан на тој равни. 
А то је требало доказати. | | 


20. 

Ако је рогаљ обухваћен са три равна угла, збир ма која 
два од њих је већи од трећег. | 
| Заиста, нека је рогаљ 
код тачке А обухваћен са 

ке три равна угла: ВАГ, ГАА, 

ААВ. Тврдим да је збир 

ма која два од углова ВАГ, 

ГА4, ДАВ већи од трећег. 
# # РГ Ако су углови ВАГ, 

ГА4, ДАВ једнаки један 
другом, јасно да је збир било која два од њих већи од трећег. Ако | 
нису једнаки, нека је највећи угао ВАГ. Конструишимо у равни 
ВАГ, на правој АВ код тачке А, угао ВАЕ једнак углу ДАВ, 
одмеримо дуж АЕ једнаку АД и нека права ВЕГ кроз тачку 
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Е пресеца праве АВ и АГ у тачкама В и Г, па спојимо ВА и 
АГ. И пошто је дуж ДА једнака дужи ДЕ, а АВ је заједничка, 
биће две једнаке двема. А и угао ЛАВ једнак је углу ВАЕ. 
Према томе је и основица АВ једнака основици ВЕ. И пошто 
је збир ВА и АГ већи од ВГ, од којих је ВА, како је доказано, 
једнако ВЕ, биће и остатак ДАГ већи од остатка ЕГ. И пошто 
је АА једнако АЕ, а АГ је заједничка, и основица АГ је већа од 
основице ЕГ, биће угао ДАГ већи од угла ЕАГ. Доказано је 
међутим да је угао ЛАВ једнак углу ВАЕ. Према томе је збир 
углова ДАВ и ДАГ већи од угла ВАГ. Слично се доказује да 
су и други, узети по два, већи од трећег. 

На овај начин, ако је рогаљ обухваћен са три равна угла, 
збир ма која два од њих је већи од трећег. А то је требало 
доказати. 79 


21. 


Сваки рогаљ је обухваћен равним угловима, чији је збир 
мањи од четири права угла. | 

Нека је рогаљ код тачке А обухваћен равним угловима 
ВАГ, ГАД, ДАВ. Тврдим да је збир углова ВАГ, ГАД, ЛАВ 
мањи од четири права угла. | 

Заиста, узмимо на свакој од правих АВ, АГ, АД произ- 
вољне тачке В, Г, А и спојимо ВГ, ГА, АВ. Пошто је просторви 
угао код тачке В обухваћен равним 
угловима ГВА, АВА, ГВА, биће збир 
два ма која од њих већи од трећег. 
Према томе је збир ГВА и АВД већи 
од ГВА. Из истих разлога је и збир 
ВГА и АГА већи од ВГА, а и збир 
ГДА и АДАВ већи од ГАВ. Значи и 
збир од шест углова: ГВА, АВД, ВГА, АГА, ГДА, АдВ је већи 
од збира три угла: ГВА, ВГА, ГАВ. Но збир три угла ГВА, 
ВАГ, ВГА једнак је са два права угла. Према томе је збир од 
шест углова ГВА, АВА, ВГА, АГА, ГДА, АДВ већи од два 
права угла. И пошто је у сваком од троуглова АВГ, АГА, АДВ 
збир од три угла једнак са два права угла, биће код три троугла 
збир од девет углова ГВА, АГВ, ВАГ, АГА, ГДА, ГАД, А4В, 
АВА, ВАД једнак са шест правих углова; у том збиру збир 


в | А 
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шест углова АВГ, ВГА, АГА, ГДАА, АДВ ДВА је већи од два 
права угла, па према томе је збир остала три угла ВАГ, ГАД, 
ЛАВ, који обухватају рогаљ, мањи од четири права угла. 

На овај начин, сваки рогаљ је обухваћен равним угло- 
вима, чији збир мањи од четири права угла. 


22. 


Ако постоје три равна угла, од којих је збир два про- 
извОљно узета, већи од преосталог, а образују их једнаке 
дужи онда је могуће конструисати троугао од дужи које спа- 
јају крајеве једнаких дужи. 

Нека постоје три равна угла АВГ, ДЕ7, НК, од којих 
је збир два већи од преосталог, наиме: збир АВГ и ДЕ2. већи је 


МА 


од НОК, а збир дЕ2 и НОК од АВГ и збир НОК и АВГ од 
АЕ7. И нека су дужи АВ, ВГ, ДЕ, Е7, Нб, ОК једнаке. Па 
спојимо АГ, 42, НК. Тврдим, да је могуће од дужи, које су 
једнаке: АГ, 42, НК саставити троугао, тј. да је збир од две, 
произвољно узете, дужи од АГ, 47, МК већи од преостале. 
"Ако су углови- АВГ, АЕ7, НОК једнаки међу собом, јасно 
је, да су тада: и дужи АГ, 42, НК једнаке међу собом, а од 
једнаких дужи АГ, 42, НК могуће 
_ је саставити троугао. Ако то није 
тако, нека углови нису једнаки. Кон- 
струишимо на дужи ОК, код тачке 
0, угао КОЛ једнак углу АВГ, од- 
меримо дуж 6 једнаку једној од 
дужи АВ, ВГ, ДЕ, Е2, нв, ок и " М. 5 
спојимо КЛ, НА. Пошто су две дужи АВ и ВГ једнаке двема 
дужима Ке, ФлЛ и угао код тачке В једнак углу КОЛ, биће 
н основица АГ једнака основици КЛ. И пошто је збир углова 


9 
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АВГ и НОК већи од угла АЕ2, а угао АВГ једнак је углу КА, 
биће угао НВА већи од угла ДЕ7. А пошто су две дужи Нд идл 
једнаке двема дужима ЛЕ, 2 2 и угао НОА већи од угла АЕ7, биће 
и основица НА већа од основице А7. Али збир од НК и КА је 
већи од НЛ, па према томе и збир НК и КЛ је већи од 42. Но 
КА је једнако дужи АГ. На овај начин је збир од АГ и НК 
већи од преостале 42. Слично се доказује, да је и збир од 
АГ и А2 већи од НК, па и збир од А2 и НК већи од АГ. 
На овај начин је могуће од три дужи, једнаке са АГ, 47, НК, 
конструисати троугао. А то је требало доказати. 
23. : 
Од три равна угла, од којих је збир два, произвољно 
узета, већи од преосталог, конструисати рогаљ. При томе треба 
да збир та три равна угла буде мањи од четири права угла. 
Нека су АВГ, ДЕ2, НОК три дата равна угла од којих 
је збир два, произвољно узета, већи од преосталог, а збир 
5 


в 
[2 


А т 4 2 Н К 
тих углова мањи од четири права угла. Треба од углова АВГ, 
422, Нек конструисати рогаљ. 

Одмеримо једнаке. дужи АВ, ВГ, ДЕ, Е2, На, ок и спо- 
јимо АГ, А2, НК. Тада се може од дужи једнаких АГ, А7 и 
НК конструисати троугао. Конструишимо троугао АММ тако 
да АГ буде једнако ЛМ, 42—ММ и НК—МА и опишимо око | 

. троугла АММ круг АММ; нека његов центар буде = и спојимо 
ЛЕ, Ме, МЕ. Тврдим, да је АВ већи од Л=. Заиста, ако то није 
тако, биће АВ или једнако Л2 или мање од 22. Нека је, прво, 
једнако. Тада ће, пошто је АВ једнако 12, АВ једнако ВГ,а 
ЕЛ једнако 2М, бити две дужи АВ и ВГ једнаке двема дужима 
ЛЕ и ЕМ, свака свакој. И основица АГ је, по претпоставци, 
једнака основици АМ. Према томе је угао АВГ једнак углу 
АЗМ. Из истих разлога је и угао ДЕ, једнак углу МЕМ, аи 
угао НОК једнак углу МЕЛ. На овај начин су три угла АВГ, 
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ДЕ7 ин НОК једнака са три угла ЛЕМ, МЕМ и МЕЛ. Али 
збир три угла ЛАЗМ, МЕМ и МЕЛ је једнак са четири права 
угла, значи и збир три угла АВГ, ДЕ7, НОК једнак је са 
четири права угла. С друге стране претпостављено је да је 
тај збир мањи од четири права угла. А то је бесмислено. 
Дакле АВ није једнако ЛЕ. Твр- 
дим да АВ неће бити ни мање 
„од ЛЕ. Ако је то могуће, нека 
буде. Одмеримо 20 једнако АВ, 
ЕП једнако ВГ и повуцимо ОП. 
Пошто је АВ једнако ВГ, биће и 
2О једнако 2П. И остатак ЛО 
једнак је ПМ. Према томе је АМ 
паралелна са ОП и троугао ЛМЕ 
је истих углова са троуглом ОПЕ. 
Значи ЕЛ се односи према ЛАМ 
као 2О према ОП, а после пер- 
мутовања ЛЕ је према. 2О као АМ према ОП. Но 22 је веће 
од 20, па према томе је и ЛАМ веће од ОП. Али ЛМ је 
одмерено једнако АГ, па је због тога и АГ веће од ОП. 
Пошто су сад две дужи АВ и ВГ једнаке двема дужима 
ОЕ и ЕП, а основица АГ је већа од основице ОП, биће угао 
АВГ већи од угла ОБП. Слично се доказује да је и угао 
АЕ2 већи од угла МЕМ, као и угао НОК од угла МЕЛ. 
На тај начин је збир од три угла АВГ, ДЕ2 и НОК већи од 
збира три угла АЕМ, МЕМ, МЕЛ. Међутим је, по претпо- 
ставци, збир углова АВГ, ДЕ7, НОК, мањи од четири права 
угла. Стога је збир углова ЛЕМ, МЕМ, МЕЛ, утолико пре, мањи 
од четири права угла. Но он је и једнак. А то је бесмислено. Према 
томе АВ није мање од Л2. А доказано је да није ни једнако. На 
тај начин је АВ веће од ЛЕ. Поставимо у тачки 2 нормалу 
ЕП на раван круга АММ и нека квадрат на 2Р буде једнак 
разлици квадрата на АВ и на ЛЕ. Па спојимо РА, РМ, РМ. 
Пошто је РЕ нормала на равни круга АММ, биће свака од 
_ЛАЕ, МЕ, МЕ управна на РЕ. И пошто је ЛЕ једнако ЕМ, а 
2Р заједничка страна спрам правог угла, биће основица РА 
једнака основици РМ. Из. истих разлога је и РМ једнако сва- 
кој од РА и РМ. Према томе су три дужи РА, РМ, РМ 
једнаке међу собом. И пошто је, по претпоставци, квадрат 
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на РЕ једнак разлици квадрата на АВ и ЛУ, биће квадрат 
на АВ збир квадрата на А2 и 2Р. Али збил квадрата на А5 
и ЕР је једнак квадрату на ЛР, пошто је угао АХР прав. 
Значи квадрат на АВ једнак је квадрату на РЛ, а према 
томе је АВ једнако РА. Но дуж АВ једнака је свакој од 
дужи ВГ, АЕ, Е2, Нд, ок, а РА једнака свакој од РМ и РМ. 
Према томе је свака од дужи АВ, ВГ, ДЕ, Е7, Нд и ок 
једнака свакој од РА, РМ, РМ. И пошто су две дужи АР 


и РМ једнаке двема дужима АВ и ВГ, а основица ЛАМ. 


једнака основици АГ по претпоставци, биће угао АРМ једнак 
углу АВГ. Из истих разлога је и угао МРМ једнак углу 
АЕ7, а угао АРМ углу НОК. 

На овај начин, од три: равна угла АРМ, МРМ, АРМ, 
који су једнаки датим угловима АВГ, ДЕ7, НОК, конструисан 
" је код тачке Р рогаљ, чији су равни углови АРМ, МРМ, АРМ. 
А то је требало извести. 


Лема 


Како узети квадрат на 2Р да он буде једнак површини 
за коју је квадрат на АВ већи од квадрата. на Л2, показа- 
ћемо овако. Одмеримо дужи АВ и 2Л2 и нека је АВ већа од 
А, па конструишимо на њој полукруг АВГ и у полукругу 
АВГ дуж АГ, једнаку АЗ, која није већа од пречника АВ. 


Пошто је сад у полукругу АГВ угао 


г _ АГВ спрам пречника, биће угао АГВ прав. 


а Према томе је квадрат на АВ једнак 
збиру квадрата на АГ и на ГВ. А то 
А 2 значи квадрат на АВ је већи од квадрата 


на АГ за квадрат на ГВ. Но.АГ је једна- 
ко ХЕ. На овај начин је квадрат на АВ већи од квадрата 
на АЕ за квадрат на ГВ. Ако сад одмеримо ЕР једнако ВГ, 
биће квадрат на АВ већи од квадрата на ЛЕ за квадрат на 
ЕР. А то је требало извести.3! 


24. 


Ако је тело обухваћено паралелним равнима, наспрамне 
равни су једнаки паралелограми. 
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Заиста, нека је тело ГАОН обухваћено паралелним рав- 
нима АГ, Н2, 427, 827, АЕ. Тврдим да су наспрамне равни 
једнаки паралелограми. а 

Заиста, пошто су две паралелне равни ВН и ГЕ пре- 
сечене са равни АГ, њихови заједнички пресеци паралелни су. 
Према томе је АВ паралелно са ДГ. Даље, пошто су две 
паралелне равни 82 и АЕ пресечене са равни АГ, њихови 
заједнички пресеци су паралелни. Према томе је ВГ, пара- 
лелно са АД. А доказано је да је и АВ паралелно са АГ. Према 
томе је АГ паралелограм. На . - 
сличан начин се доказује да је 5 9 
и сваки од А2, 28, НВ, 87, 

АЕ паралелограм. А 

Спојимо Ад, 47. Пошто 2 
је АВ паралелно са АГ, а Во 
са Г2, имамо две дужи АВ, 
ве,које се секу, паралелне са 4 Р 
двема дужима АГ и Г2, које 
са секу, но не у истој равни. Оне чине једнаке углове. Према 
томе је угао АВО једнак углу АГ7. И пошто су две дужи, 
АВ и ВО једнаке двема дужима АГ и Г2, и угао АВВ једнак 
углу АГ2, биће и основица АО једнака основици 47, и тро- 
угао АВВ једнак троуглу АГ2. И удвостручени троугао АВО 
је паралелограм ВН, а удвостручени троугао АГ2 је пара- 
лелограм ГЕ. Према томе је паралелограм ВН једнак парале- 
лограму ГЕ. На сличан начин се доказује да је и парале- 
лограм АГ једнак паралелограму Н7, а и АЕ паралело- 
граму 82. 

На овај начин, ако је тело обухваћено паралелним рав- 
нима, наспрамне равни су једнаки паралелограми; А то је 
требало доказати.“: | 


25. 


Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном 
његовим супротним паралелним равнима, односиће се основа 
према основи као тело према телу. 

Заиста, нека је паралелепипед АВГА пресечен са равни 
2, паралелном супротним равнима РА н 40. Тврдим да је 
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основа АЕ2Ф према основи ЕдГ2 као тело АВ2У према 
телу ЕНГА. 


Заиста, продужимо А на обе стране и одмеримо, ко- 
лико желимо, дужи АК, КЛ једнаке АЕ, дужи ОМ, ММ 
једнаке ЕД и допунимо паралелограме ЛО, КФ, 0Х, М; и 
- тела АП, КР, АМ и МТ. Пошто су дужи АК, КА, АЕ једнаке 
међу собом, биће једнаки међу собом и паралелограми КЕ, 
КВ, АН, а исто тако и паралелограми ЛР, КП, АР једнаки међу 
собом, јер су наспрамни. Из истих разлога су и паралело- 
грами ЕГ, 0Х, М> једнаки међу собом, и паралелограми ОН, 


ф п Р. от а 2 
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„у у ууу 


01 и 1М једнаки међу собом, а такође и 46, МО, МТ; значи 
три равни АП, КР и АУ тела једнаке су трима равнима. 
Али ове три једнаке су трима наспрамним. Према томе су и 
три тела АП, КР и АУ једнака међу собом. Из истих разлога 
су и три тела ЕД, АМ и МТ једнака међу собом, Према томе 
колики је основа А2. мултиплум основе А2, толики је и тело 
АХ мултиплум тела АУ. Из истих разлога колики је основа 
М2 мултиплум основе 20, толики је мултиплум и тело МУ 
тела ОУ. Те ако је основа А2 једнака основи М2, биће и 
тело ЛУ једнако телу МУ; ако је основа 12, већа од основе 
Н2, биће и тело ЛУ веће од тела МУ, а ако је мања, биће 
мање. Дакле, од четири уочене величине, две основе А2, и 
70, и два тела АУ и уд, узети су једнаки мултиплуми 
основе А2, и тела АУ, и то основа А и тело ЛУ, а од основе 
02 и од тела 07 основа М2 и.тело МУ, и доказано је да ће, 
ако је основа. Л2 већа. од основе 2, бити и тело ЛУ веће 
од тела. МУ; ако. је једнака, биће једнако, а ако је мања, 
биће мање. На овај начин је основа А2 према основи 20 
као тело АХ према телу 70. А то је требало доказати". 
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26. 


На датој правој и у. датој тачки на њој конструисати 
рогаљ једнак датом рогљу. 

Нека је дата права АВ и на њој дата тачка, тачка А; 
и дат је рогаљ код тачке Д обухваћен равним угловима ЕАГ, 
ЕД7 и 24Г. Треба на правој АВ и у датој тачки А. на њој 
конструисати рогаљ једнак рогљу код тачке 4. 

Занста, узмимо на 42 произвољну тачку 2 и повуцимо 
кроз 2 нормалу 2 на раван правих ЕЛ и ДАГ; нека она 
просеца ту раван у тачки Н, па повуцимо АН; и на правој 
АВ у њеној тачци А конструишимо угао ВАЛ једнак углу 
ЕАГ, угао ВАК једнак углу ЕАН; одмеримо АК једнако АН, 
поставимо кроз тачку К нормалу КО на равни ВАЛ, одме- 


римо КО једнако Н2, и спојимо ФОА. Тврдим да је равним 
угловима ВАЛ, ВАВ и ОАЛ обухваћен рогаљ код тачке А 
једнак угловима ЕАГ, Ед2 и 24Г обухваћеном рогљу код 
тачке 4. а 
Заиста, одмеримо једнаке дужи АВ и ДЕ и спојимо 
ав, КВ, ХЕ и НЕ. Пошто је 28 нормала на основној равни, 
она чини прав угао са сваком правом која је сече и налази 
се у основној равни. Значи да је прав и сваки од углова 
'2НА и 2НЕ. Из истих разлога је прав и сваки од углова 
ЗКА и КВ. И пошто су две дужи КА и АВ једнаке двема 
дужима НА и ДЕ, свака свакој, и обухватају једнаке углове, 
биће основица КВ једнака основици НЕ. Исто тако је и ке 
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једнако К2, и обухзатају праве углове. Према томе је и ов 
једнако 2. Даље, пошто су две дужи АК и КО једнаке 
двема дужима АН и Н2, и обухватају праве углове, биће 
основица А једнака основици 24. А и АВ је једнако ДЕ. 
Па су две дужи ФА и АВ једнаке двема дужима А27 и ЛЕ. 
И основица ОВ једнака је основици 22. Према томе је угао 
ВАО једнак углу Е42. Из истих разлога је и угао ВАЛ 
једнак углу 2АГ [ако одмеримо једнаке АЛ и АГ па пову- 
чемо КЛ, да, НГ, 27, пошто је цео угао ВАЛ једнак целом 
углу ЕАГ, а и део ВАК једнак је делу ЕДН, биће и остатак, 
угао КАЛ, једнак остатку, углу НАГ. И пошто су две дужи 
КА и АЛ једнаке двема дужима НА и АГ и обухватају 
једнаке углове, биће основица КЛ једнака основици НГ. 
А и КО једнако је Н7. Дакле две дужи АК и КО једнаке 
су двема дужима ГН и Н2. И обухватају праве углове. Значи 
основица 01 једнака је основици 2Г. А како су две дужи ВА 
и АЛ једнаке двема дужима 74 и АГ и основица 8л једнака 
основици 27, биће угао ВАЛ једнак углу 24Г ]. Исто тако 
је и угао ВАЛ једнак углу ЕАГ. 

На овај начин, на датој правој и у датој тачки на њој 
конструисан је рогаљ једнак датом рогљу. А то је требало 
извести, | 


27. 


На датој правој конструисати паралелепипед сличан ну 
сличном положају према датом паралелепипеду. 
Нека је АВ да- У 
та права и ГА дати 
паралелепипед. Тре- 2 6 
ба на датој правој 
АВ конструисати па- 
ралелепипед сличан 
и у сличном положају 
према датом парале- у > А 8 
лепипеду ГА. ; 
Заиста, конструишимо на правој АВ, у датој тачки А 
' на њој, рогаљ једнак рогљу код тачке Г са равним угловима 
ВАд, ОАК, КАВ и то тако да угао ВА буде једнак углу 


~ 
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ЕГ2, угао ВАК — углу ЕГН и угао КАД — углу НГ2; и 
подесимо да ЕГ буде према ГН као ВА према АК, и НГ 
буде према Г2. као и КА према Ад. Исто тако да ЕГ буде 
према Г2 као и ВА према Ад. М допунимо паралелограм 98 
и тело АЛ. 

• Како је ЕГ према гН као ВА према АК н према томе 
су краци једнаких углова ЕГН и ВАК пропорционални, биће 
паралелограм НЕ сличан параралелограму КВ. Из истих 
разлога је и паралелограм КФ сличан паралелограму Н2, и 
ТЕ паралелограму 08. Према томе су три паралелограма 
тела ГА слична са три паралелограма тела АЛ. Али овим трима 
паралелограмима одговарају једнаки и слични наспрамни 
паралелограми; значи и ова три наспрамна паралелограма 
једног паралелепипеда једнаки су и слични са три наспрамна 
паралелограма другог паралелепипеда. Према томе је и цело 
тело ГА слично са целим телом АЛ. 

На овај начин је на датој правој АВ конструисан лара- 
лелепипед АЛ сличан и у сличном положају са датим пара- 
лелепипедом ГА. А то је требало извести. 


28. 


Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дија- 
гонале наспрамних страна, тело је преполовљено том равни, 

Заиста, нека је паралелепипед АВ пресечен са равни 
ГАЕ2, која пролази кроз дијагонале Г2 и ДЕ наспрамних страна. 
Тврдим да је тело АВ преполовљено са равни ГДЕ27. 

Заиста, пошто је троугао ГН2. једнак троуглу Г28, АДЕ 
троуглу ДЕ, паралелограм ГА једнак паралелограму ЕВ, јер 
су наспрамни, и паралелограм НЕ ИРИНА, гд, биће и 
призма обухваћена са два троугла 
ГН2 и АДЕ и са три паралелограма 
НЕ, АГ, ГЕ једнака призми обу- 
хваћеној са два троугла Г2В и 
ДЕО и три паралелограма ГО, ВЕ 
и ГЕ. Према томе су оне обухва- МУ 
ћене равнима истим и по броју и 
по велилини. На овај начин је цело 
тело АВ преполовљено са равни 
ГдЕ2. А то је требало доказати, 
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29. 5 


Паралелепипеди са истом основом, истом висином и 6094- 
ним ивицама чији су крајеви на истим правима — једнаки су 
међу собом. 

Нека су паралелепипеди ГМ и ГМ на истој основи, АВ, 
са истом висином, и бочним ивицама АН, А2, АМ, АМ, ГА, 
ГЕ, во, ВК са крајевима на истим правима 2М и АК. Тврдим 
да је тело ГМ једнако телу ГМ. 

Заиста, пошто је сваки од четвороуглова Гв и ГК пара- 
лелограм, дуж ГВ је једнака свакој од дужи 40 и ЕК. Према 
томе је дуж Ад једнака дужи 
ЕК. Како је Ед њихов зајед-. 
нички део, биће остатак ДЕ јед- 
, нак остатку ОК. Према томе је 
и троугао АГЕ једнак троуглу 
ФВК, а паралелограм АН — па- 
ралелограму 6М. Из истих раз- 
лога је и троугао А2Н једнак 
троуглу МАМ. А и паралело- 
грам Г2 једнак паралелограму ВМ, и паралелограм ГН — 
паралелограму ВМ, јер су наспрамни. И на тај начин је призма, 
обухваћена са два троугла А2Н и АГЕ и са три. паралело- 
грама А4, АН и ГН, једнака призми обухваћеној са два тро- 
угла МАМ и ФВК и три паралелограма ВМ, 6М и ВМ. Додајмо 
заједничко тело, чија је основа палалелограм АВ и наспрамна 
страна НЕОМ, па ће тада цео паралелепипед ГМ бити Јепнак 
целом паралелепипеду ГМ. 

На овај начин, паралелепипеди са истом основом, истом 
висином и са бочним ивицама, чији су крајеви на истим пра- 
вима — једнаки су међу собом. А то је требало доказати. 


А Л 


30. 

Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним 
ивицама чији крајеви нису на истим ПЕРИ — једнаки су 
међу собом. 

Нека су паралелепипеди ГМ и ГМ на истој основи АВ, 
са истом висином и. бочним ивицама А2, АН, АМ, АМ, ГА, ГЕ, 
Во и ВК са крајевима који нису на истим правима. Тврдим, 
да је тело ГМ једнако телу ГМ. 


9 37 
Заиста, продужимо МК и 40 и нека се оне сусрећу у 
тачки Р. Продужимо још 2М и НЕ до ОипП, и повуцимо А2, 
ЛО, ГП, ВР. Сад је тело ГМ са основом паралелограмом АГВА 
и наспрамном страном 240М 
једако телу ГО са основом па- 
ралелограмом АГВА и наспрам- 
ном страном 2ПРО, јер су она 
на истој основи АГВА, са истом 
висином и бочним ивићама А2, 
Ах, АМ, /0, ГА, ГП, Ве, ВР, 
чији су крајеви на истим пра- 
вама 20 и ДР. Но тело ГО са 
основом паралелограмом АГВА 
и наспрамном страном 2ПРО 
једнако је телу ГМ са основом ; 
паралелограмом АГВА и наспрамном страном НЕКМ, пошто су 
она на истој основи АГВА, са истом висином и бочним иви- 
цама АН, Аг, ГЕ, ГП, АМ, ЛО, ВК, ВР чији су крајеви на 
истим правама НП и МР. Па према томе је тело ГМ једнако 
телу ГМ. | 
На овај начин, паралелепипеди са истом основом, истом 
висином м бочним ивицама чији крајеви нису на истим правима 
— једнаки су међу собом. 5 | 


| 731. 


Паралелелипеди са једнаким основама и истом висином 
једнаки су међу собом. | | 

Нека су АЕ и Г2 паралелепипеди са једнаким основама 
АВ и Г4 и истом висином. Тврдим, да је тело АЕ једнако 
телу Г2. 

Нека су, прво, бочне ивице 6К, ВЕ, АН, АМ, ОП, 47, 
ГЕ, РХ управне на основама АВ и ГА. Одмеримо дуж РТ у 
продужењу праве ГР и конструишимо на правој РТ код тачке 
Р угао ТРУ једнак углу АЛВ, ·одмеримо РТ једнако АЛ и РУ 
једнако АВ и допунимо основу РХ и тело ФУ. Пошто еу две 
стране ТР и РУ једнаке двема странама АЛ и ЛАВ,.и обухва- 
ћени углови једнаки, биће једнак и сличан паралелограм РХ са 
паралелограмом 0Л. И пошто је, даље, АЛ једнако РТ,ЛАМ једнако 
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РУ, а обухваћени углови прави, биће и паралелограм Р'У једнак 
и сличан паралелограму АМ. Из истих разлога је и паралело- 
грам АЕ једнак и сличан паралелограму 2У. Према томе су 

; три паралелограма тела 
АЕ једнака и слична са 
три паралелограма тела 
ЧУ. А како су прва три 
паралелограма једнака и 
слична трима супрот- 
ним, а и друга три јед- 
нака и слична трима 
супротним, биће и цео 
паралелепипед АЕ јед- 
нак целом паралелепи- 
педу ЧУ. Продужимо 


5 4 ИН АР и ХУ и нека се су- 


срећу у тачки (). По- 

вуцимо кроз Т праву 

м 12716 паралелно ДО и 
И продужимо ОА до „ла, 


и допунимо тела ОМ и 
Р!. Тада ће тело О коме је основа паралелограм Р'У и 
супротна страна паралелограм (О „6 бити једнако телу ШУ коме је 
основа паралелограм Р' и супротна страна паралелограм УФ, 
јер су она на истој основи Р', са истом висином и бочним иви- 
цама РО, РТУ, 18, ТХ, ха, Хе, У „8, ФФ чији су крајеви на истим 
правама ОХ и ,8 Ф. Но тело ФУ једнако је телу АЕ, па је према 
томе и тело ТО једнако телу ЛЕ. И пошто је паралелограм РУХТ 
једнак паралелограму ОТ, јер су на истој основи и између па- 
ралелних РТ и ОХ, а паралелограм РУХТ једнак паралелограму 
ГА, пошто је једнак и са АВ, биће стога и паралелограм 
ОТ једнак паралелограму ГА. Но АТ је други паралелограм, 
И према томе ће ОТ бити према АТ као основа ГА према 4АТ. 
А пошто је паралелепипед Г! пресечен са равни Р2 паралелно 
са супротним странама, биће основа ГА према основи АТ као 
тело Г2 према телу РГ. Из истих разлога ће, пошто је пара- 
лелепипед О1 пресечен са равни Р'' паралелне са супротним 
" странама, бити основа'ОТ према основи ТА као тело ОФ према 
телу РГ. Но основа ГА је према АТ као ОТ према 4Т. Дакле, 


« 
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и тело Г27, је према телу Р! као тело ОЧ према телу Р1. Према 
томе је свако од тела Г2 и Ор у истом односу према телу 
РГ. Стога је тело Г2 једнако телу ОУ. Но тело ОР је, како 
је доказано, једнако телу АЕ. На овај начин тело АЕ једнако 
је телу Г2. , 

Нека сад бочне ивице-АН, 6К, ВЕ, „АМ, Га, ОП, 47, Р2 
нису управне, на основама АВ и ГА. Опет тврдим да је тело 
АЕ једнако телу Г2. Заиста, спустимо из тачака К, Е, Н,М, 


П, 2, 2, 2 нормале КМ, ЕГ, НУ, МФ, ПХ, 2'%, 20, У! на 
основну раван 'и нека су подножја тих нормала тачке М, Г, 
у, Ф, Х, %, 9, 1 и спојимо МГ, МУ, УФ, ГФ, Х', Хо, 0119. 
Тело КФ је тада једнако телу ГП, јер су она са једнаким 
основама КМ и ПУ, истом висином и бочним ивицама управ- 
ним на основама. Али и тело КФ једнако је телу АЕ, а тело. 
П! телу, Г2, пошто су она са истом основом, истом висином 
и бочним ивицама чији се крајеви не налазе на истим пра- 
вима. Према томе и тело АЕ једнако је телу Г7. 

На овај начин, паралелепипеди са једнаким основама 
и истим висинама једнаки су међу собом. А то је требало 


доказати. · 
32. 


Паралелепипеди са истом висином се односе један према 
другом као основе. 

Нека су паралелелипеди АВ и ГД исте висине. Тврдим 
да се паралелепипеди АВ и ГА односе један према другом 
као основе, тј. да је основа АЕ према основи Г2 као тело 
АВ према телу ГА. 

Заиста, конструишимо са 2Н паралелограм 20 једнак 
паралелограму АЕ и на основи 20 са висином истом као 
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и код тела ГА допунимо паралелепипед НК. Биће тада тело 
АВ једнако телу НК, јер су са једнаким основама ДЕ и 20 
и истом висином. ИМ пошто је паралелепипед ГК пресечен са 


РБ 


А 


равни АН паралелном супротним странама, биће основа Г7, 
према основи 20 као тело ГА према телу 40. Но основа 
70 једнака је основи АЕ и тело НК телу АВ. Према томе 
је основа АЕ према основи [2 као тело АВ према телу ГА. 

На овај начин, паралелепипеди исте висине се односе 
један према другом као основе. А то је требало доказати. 


33. 


Размера сличних паралелепипеда је трипут виша од 
размере хомологних ивица. 

Нека су АВ и ГА слични паралелепипеди и ивица АЕ 
хомологна са ивицом [2. Тврдим да је размера тела АВ 
према телу ГА трипут виша од размере АЕ према Г2. 

Заиста, продужимо ДЕ, НЕ и ВЕ за ЕК, ЕЛи ЕМ и 
одмеримо ЕК једнако Г2, ЕЛ једнако 2М, ЕМ једнако 2Р 
и допунимо паралелограм КА и тело КО. а 

Међутим, како су две дужи КЕ и ЕЛ једнаке двема 
дужима Г2 и 2М/, а и угао КЕЛ једнак углу Г2М, и угао 
АЕН једнак углу Г2М због сличности тела АВ и ГА, биће 
једнак [и сличан) паралелограм КЛ паралелограму ГМ. Из 

истих разлога је и паралелограм КМ једнак и 

:4 - сличан [паралелограму | ГР, и ЕО — А7. Према 
та томе су три паралелограма тела КО једнака 
| и слична са три паралелограма тела ГА. А прва 
Р _ три су једнака и слична трима супротним, па 
т. и три друга су једнака и слична трима су- 
8 протним. Због тога је и цело тело КО јед- 

нако и слично целом телу ГА. Допунимо па- 
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ралелограм НК и на основама. НК и КЛ, са висином једна 
ком висини тела АВ, допунимо тела 227 и АП. Пошто је, 
због сличности тела АВ и ГА, АЕ према Г2 као ЕН према 
2М, и Ед према 2Р и Г27 је једнако ЕК, 2М једнако ЕЛ и 
ФР — ЕМ, биће АЕ према ЕК као НЕ према Ел идЕ према 
ЕМ. Но АЕ је према ЕК као (паралелограм) АН према пара- 
лелограму НК, НЕ је према ЕЛ као НК према КА, а ве је 
према ЕМ као ПЕ према КМ. Према томе је паралелограм 
АН према НК као НК према КЛ и ПЕ према КМ. Но АН је 
према НК као тело. | 
АВ према телу Ег, | 
а НК је према КЛ 
као тело 2Е према 
телу ПА и ПЕ је 
према КМ као тело 
Пл према телу КО. 
Према томе је тело 
АВ према телу ЕЗ 
као ЕЕ према ПЛ и 
ПА према КО. Али, 
ако су четири вели- 
чине у непрекидној 
пропорцији, биће ра- 
змера прве према четвртој трипут виша од размере прве 
према другој. Према томе размера тела АВ према телу КО 
је трипут виша од размере АВ према Е2. Но АВ је према 
ЕЕ као паралелограм АН према НК и дуж АЕ према ЕК. 
Значи тело АВ је према телу КО у размери трипут вишој 
од размере АЕ према ЕК. Но тело КО једнако је телу ГА, 
а дуж ЕК дужи Г2, и према томе је размера тела АВ према 
телу ГА трипут виша од размере ивице АЕ према хомолог- 
ној ивици Г2. | 

На овај начин, размера сличних паралелепипеда је трипут 
виша од размере хомологних ивица. А то је требало доказати. 


Закључак 


"Одавде је јасно да ће, ако су четири дужи пропор- 
ционалне, бити прва према четвртој као паралелепипед на 
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» 
првој према сличном и слично конструнсанам паралелепипеду 
на другој, пошто је прва према четвртој у трипут вишој 
размери од размере прве према другој. 


34. 


Код паралелепипеда једнаке запремине основе су обр- 
нуто · пропорционалне висинама. И ако су код паралелепипеда 
основе обрнуто пропорционалне висинама, они су једнаке 
запремине. 

Нека су запремине паралелепипеда АВ и ГА једнаке. 
Тврдим да су основе паралелепипеда АВ и ГА обрнуто про- 
порционалне висинама, и да је основа Ед према основи МП 
као висина тела ГА према висини тела АВ. 

Заиста, нека су, прво, бочне ивице АН, Е7, ЛАВ, 6К, 
ГМ, МЕ, ОА, ПР, нормалне „на својим основама. Тврдим, да је 
основа Ед према основи МП као ГМ према АН. 


Ако је сад основа Ед једнака основи МП и тело АВ 
једнако телу ГА, биће једнака и дуж ГМ љужи АН. Заиста, 
паралелепипеди исте висине се односе међу собом као основе 
[јер, ако при једнаким основама Ед и МП висине АН и ГМ 
нису исте, неће бити ни тело АВ једнако телу ГА. А по 
претпоставци једнако је. Према томе висина ГМ неће бити 
неједнака висини АН. Значи. једнака је). И основа Ед је 

р 4 према основи МП као ГМ 

према АН, те је очигледно 

ЊЕ о - | А да су основе паралелепи- 
|-—--+=2 педа АВ и ГА обрнуто 
пи: МЕТ · пропорционалне висинама. 
| 7 Нека сад основа 20 
А / а није једнака основи МП, 
Гани. Ц | већ је ЕО већа. Но тело 
МЕ: АВ је једнако телу ГА, 

Е Е |. У · па је стога, и висина ГМ 
већа од висине АН. [јер- 

ако није, неће тада ни тела АВ и ГА бити једнака, а прет, 
постављено је, да су једнака)ј. Па одмеримо ГТ једнако АН 
и допунимо на основи МП са висином ГТ паралелепипед ФГ. 


ш 
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Пошто је тело АВ једнако телу ГА, а постоји и тело ГФ, 
а једнаке (величине) су у истој размери према истој (вели- 
чини), биће тело АВ према телу ГФ као и тело ГА према 
телу ГФ. Но тело АВ је према Телу ГФ као основа Ед према 
основи МП, јер «су тела АВ и ГФ са истим висинама. Тело 
ГА је према телу ГФ као основа МП према основи ТП и 
висина ГМ према висини ГТ. Према томе је основа Ед према 
основи МП као висина МГ према висини ГТ. Но ГТ је јед- 
нако АН, и на овај начин је основа Ед према основи МП 
као МГ према АН. Дакле, основе паралелепипеда АВ и ГА 
обрнуто су пропорционалне висинама. 

Даље, нека основе паралелепипеда АВ и ГА буду обр- 
нуто пропорционалне висинама и нека је основа ЕО према 
основи МП као висина тела ГА према висини тела АВ. Тврдим 
да је тело АВ једнако телу ГА. 

" [Заиста,] нека су поново конструисане бочне ивице 
управне на основама. И ако је основа Ед једнака основи МП, 
и основа Ед је према основи МП као висина тела ГА према 
висини тела АВ, биће висина тела ГА једнака висини тела АВ. 
-Нешто–еу —паралелепипеди са једнаким основама и са истим 
висинама једнаки међу собом, биће тело АВ једнако телу ГА. 

· Нека основа Ед није једнака [основиј МП, него је већа 
Ед. Према томе је и висина тела ГА већа од висине тела АВ, 
тј. ГМод АН. Одмеримо поново ГТ једнако АН и на сличан начин 
допунимо тело ГФ. Пошто је основа Ед према основи МП као 
МГ према АН, а АН је једнако ГТ, биће основа Ед према 
основи МП као МГ према ГТ, Али [основај Ед је према 
основи МП као тело АВ према телу ГФ, јер су тела АВ и ГФ 
са једнаким висинама. Но ГМ је према ГТ као основа МП 
_ према основи ПТ и тело ГА према телу ГФ. Према томе је 
тело АВ према телу ГФ као тело ГА према телу ГФ. Дакле 
свако од тела АВ и ГА је у истом односу према ГФ. На овај 
начин, тело АВ је једнако телу ГА. [А то је требало доказатиј. 

Нека сад конструисане бочне ивице 7Е, ВА, НА, ок, 2М, 
АО, МГ, РП. нису управне на својим основама. Повуцимо кроз 
тачке 2, Н,В, К, 2, М, А, Р нормале на равни Ед и МПи 
нека њихова подножја. у тим равнима буду тачке 2, Т, У, Ф, 
Х, Ж, 9, д'па допунимо тела 2Ф и 20. Тврдим, да су ну 
том случају, под условима да су тела АВ и ГА једнака, 
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основе обрнуто пропорционалне висинама, наиме: основа 20 
је према основи МП као висина тела ГА према висини 
тела АВ. 

Пошто је тело АВ једнако телу ГА, а тело АВ једнако 
телу ВТ, јер су са истом основом 2К и са истом висином 
[а крајеви бочних ивица 
нису на истим правима ј. 
И тело ГА једнако је те- 
лу АЧ, јер су опет са 
истом основом РЕ и са 
истом висином [а крајеви 
бочних _ивица нису на 
истим правима]. Према 
томе и тело ВТ једнако 
је телу А. [Код једнаких · 
паралелепипеда, под усло- 
вом дасу висине управне на 
основе, основе су обрнуто 
пропорционалне висинамај. 
Према томе је основа 2К 
према основи =Р као ви- 
сина тела А према висини тела ВТ. Но основа 2К је једнака 
основи Ед, а основа 2Р једнака основи МП. Према томе је 
основа Ед према основи МП као висина тела АЧ. према висини 
тела ВТ. Али су висине код тела А и ВТ исте као и код 
тела АГ и ВА. Према томе је основа Ед према основи МП 
као висина тела АГ према висини тела АВ. На овај начин, 
код паралелепипеда АВ и ГА основе су обрнуто пропорци- 
оналне висинама. | | 

Нека су сад код паралелепипеда АВ и ГА основе обр- 
нуто пропорционалне висинама, наиме: основа Ед је према | 
основи МП као висина тела ГА према висини тела АВ. Твр- 
дим да су тела АВ и ГА једнака. 

Заиста, са истим конструкцијама, пошто је основа 20 
према основи МП као висина тела ГА према висини тела АВ,, 
а основа ЕО једнака је основи 2К и основа МП основи ЕР 
биће основа 2К према основи =Р као висина тела ГА према 
висини тела АВ. Али су тела АВ и ГА са истим висинама 
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као и тела ВТ и А. Према томе је основа 2К према основи 
ЕР као висина тела ДА према висини тела ВТ. Основе пара- 
лелепипеда ВТ и АШ су обрнуто пропорционалне висинама: 
[тела оних паралелепипеда код којих су висине управне на 
основама, а основе обрнуто пропорционалне висинама, једнака 
су]. Према томе је тело ВТ једнако телу АУ. Но ВТ је 
једнако ВА, пошто су са истом основом, 2,К, и са истом 
висином [а крајеви њихових бочних ивица нису на истим 
правима). И тело А једнако је телу АГ |пашто су и она 
са истом основом 2Р и са истом висином, а крајеви бочних 
ивица, нису на истим правима). На овај начин, тело АВ је 
једнако телу ГА. А то је требало доказати. 


35. 


Ако су дата два једнака равна угла и кроз њихова 
· темена повучене, изнад равни тих углова, праве, које обра- 
зују једнаке углове са крацима углова, свака са сваким па 
се на повученим правима узму произвољне тачке и из њих 
спусте нормале на равни полазних углова, и подножја тих 
нормала споје са теменима полазних углова, биће углови 
између тих спојница и ван равни повучених правих једнаки 
међу собом. НЕ 

Нека су ВАГ и Е42 два праволиниска угла и АН илМ 
из тачака А и ДА повучене ван равни тих углова праве, које 
образују једнаке углове са крацима полазних углова, свака 
"са сваким, угао МДЕ једнак је углу НАВ и угао МА7. — 
углу НАГ; нека су на правима АН и АМ узете произвољне 
тачке Н и М, из тачака, Н и М, спуштене нормале на равни 
кроз ВАГ и кроз Е42, нека су тачке Ми ЛА подножја нор- 
мала ММ и НЛ, на тим равнима и повучене спојнице ЛА и 
МА. Тврдим да је угао НАЛ једнак углу МАМ. 

Узмимо Аб једнако АМ и повуцимо кроз тачку 0 праву 
ОК паралелну НЛ. Пошто је НЛ нормална на равни кроз 
ВАГ, биће и ОК нормална на равни кроз ВАГ. Повуцимо из 
тачака К и М нормале КГ, М2, КВ, МЕ на праве АГ,. 42, 
АВ, ДЕ и узмимо спојнице ОГ, ГВ, М2, ХЕ. Пошто је ква- 
драт на ФА једнак збиру квадрата на ОК и КА, а квадрат 
на КА: једнак збиру квадрата на КГ и на ГА, биће квадрат 
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на ОА једнак збиру квадрата на ОК, на КГ и на ГА. А пошто 
је збир квадрата на ОК и на КГ једнак квадрату на ОГ, биће 
квадрат на ВА једнак збиру квадрата на ОГ и на ГА. Према 
томе је угао ОГА. прав. Из истих разлога и угао А7М је прав. 
Дакле, угао АГ једнак је углу МА2. Постоје два троугла 


МА7. и АГ, који имају по два једнака угла, сваки сваком, 
и по једну једнаку страну, ВА једнаку МА, спрам једнаких 
углова. Према томе су и остале стране једнаке осталим стра- 
нама. Значи и АГ једнака је 427. Слично се доказује да је и 
АВ једнака ДЕ [и то овако: спојимо ОВ и МЕ. Пошто је 
квадрат на Ад једнак збиру квадрата на АК и на Ке, а ква- 
драт на АК једнак збиру квадрата на АВ и на ВК, биће збир 
квадрата на АВ, на ВК и на КО једнак квадрату на Ад. Али 
збир квадрата на ВК и КО једнак је квадрату на Ва, јер је 
угао ОКВ прав, кас угао нормале на основној равни. Према 
томе је квадрат на Ад једнак збиру квадрата на АВ и Ве, 
Значи 'угао АВО је прав. Из истих разлога и угао АДЕМ је 
прав. А и угао. ВА једнак је углу ЕАМ по претпоставци, 
__ и Ад је једнако ДАМ, значи и АВ је једнако ЛЕ]. Пошто је 
сад АГ једнако А2 и АВ једнако ДЕ, две дужи ГА и АВ 
једнаке су двема дужима 74 и ЛЕ, а и угао ГАВ једнак је 
углу 2ДЕ, биће основица ВГ једнака основици 22, троугао — 
троуглу и остали углови осталим угловима, те према томе 
је и угао АГВ једнак. углу А2Е. А такође је и прав угао 
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АГК једнак правом углу А7М. Дакле и преостали угао ВГК 
једнак је преосталом углу ЕМ. Из истих разлога и угао 
ГВК једнак је углу ХЕМ. Постоје два троугла ВГК и Е7М, 
који имају по два једнака угла, сваки сваком и по једну 
једнаку страну ВГ и Е2 спрам једнаких углова, према томе 
су и остале стране једнаке осталим странама. Значи да је ГК' 
једнако 21. А и АГ једнако је А7. 'Две дужи АГ и ГК јед- 
наке су двема дужима 427 и 2М и чине праве углове. Преме 
томе и основица АК једнака је основици АМ. И пошто је А0 
једнако ДАМ, биће једнак и квадрат на Ад квадрату на АМ. 
Али квадрат на Абд једнак је збиру квадрата на АК и на КО, 
јер је угао АКО прав. И квадрат на АМ једнак је збиру ква- 
драта на АМ и на ММ, јер је и угао АММ прав. На тај начин 
збир квадрата на АК и на КО једнак је збиру квадрата на 
АМ и ММ, од којих је квадрат на АК једнак квадрату на 
АМ, па је стога и преостали квадрат на КО једнак квадрату 
на ММ. Према томе је ОК једнако ММ. И пошто су две дужи 
ВА и АК једнаке двема дужима МА и АМ, свака свакој, 
и основица ОК једнака основици ММ, биће и угао ВАК једнак 
углу МАМ. 

__ На овај начин, ако су дата два једнака равна угла и 
тако даље како је у тексту теореме. [А то је требало до- 
казати ].3' 


Последица 


Из овог је. јасно, да ако постоје два једнака равна угла 
и ако су кроз њихова темена повучене изнад равни тих 
углова једнаке дужи, које образују једнаке углове са кра- 
цима полазних углова, свака са сваким, биће нормале, пову- 
чене из крајева тих дужи на равни полазних углова, једнаке 
„међу собом. А то је требало доказати. 


| 26. 

Ако су три дужи (непрекидно) пропорционалне, биће 
запремина паралелепипеда састављеног од њих (као ивица) 
једнака запремини једнакоивичног паралелепипеда, саставље- 
ног од средње дужи са угловима једнаким угловима полазног 
(паралелепипеда). 
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Нека су А, В, Г три (непрекидно) пропорционалне дужи, 
тј. нека је А према В као В према Г. Тврдим, да је запре- 
мина паралелепипеда са ивицама А, В, Г једнака запремини 
једнакоивичног паралелепипеда са ивицом В и са угловима 
једнаким угловима првог паралелепипеда. 

Конструишимо код тачке Е рогаљ обухваћен са ДЕН, 
НЕ2 и 2Е4,. одмеримо ЛЕ, НЕ, Е2 сваку једнаку дужи В 
и допунимо паралелепипед ЕК. Одмеримо затим АМ једнако 
А, конструишимо на дужи АМ, код тачке ЛА, рогаљ једнак 
рогљу код тачке Е, обухваћен угловима МАХ, ДАМ и МАМ 
и одмеримо ЛЕ једнако В и АМ једнако Г. Пошто је А према 


а 
к 


В као В према Г, а А је једнако ЛМ, В сваком од ЛЕи 
ЕЛ, и Г једјако АМ, биће АМ према Е7, као ЛЕ према АМ, 
А код једнаких углова МАМ и ДЕ краци су обрнуто про- 
порционални, према томе је паралелограм ММ једнак пара- 
лелограму 42. М пошто су два равна праволиниска угла ДЕ7, 
и МАМ једнака и над њима су конструисане једна другој 
једнаке дужи ЛЕ и ЕН, које са полазним правима образују 
једнаке углове, сваки сваком, биће једнаке међу собом и нор- 
мале спуштене из тачака Ни 5 на равни кроз МАМ и кроз 
АЕ7. Према томе су тела лд и ЕК, свако, исте висине. 
А паралелепипеди са једнаким основама и истим висинама 
једнаки су међу собом. Због тога је тело Ол једнако телу 
ЕК.. А тело /0 је састављено од 'А, В, Г, а тело ЕК од В. 
На овај. начин, запремина паралелепипеда састављеног од А, 
В, Г једнака је запремини једнакошвичног паралелепипеда 
састављеног од В, са угловима једнаким угловима Чреог пара- 
лелепипеда. А то је требало доказати.“ 


37. 


Ако су четири дужи пропорционалне, пропорционални 
су и слични паралелепипеди, слично конструисани на тим 
дужима. И ако су слични паралелепипеди, а слично конструн- 
сави на дужима, пропорционални, онда су пропорционалне 
и саме ове. дужи. 

" Нека су АВ, ГА, Е7, НО четири пропорционалне дужи, 
_ наиме: АВ је према ГА као Е7 према Нд. Конструишимо на 
АВ, ГА, Е2 и НО сличне и слично конструисане паралеле- 
пипеде КА, АГ, МЕ и МН. Тврдим да је КА прома АГ као 
МЕ према МН. 

Заиста, пошто је паралелепипед КА сличан АГ, биће 
размера КА према АГ трипут виша од размере АВ према ГА, 
Из истих разлога је размера МЕ према МН трипут виша од 
размере Е2 према Нд. А како је АВ према ГА као Е2 према 
но, биће и АК према АГ као тело МЕ према МН. 


6 60 | 
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Но нека је тело АК према телу АГ као тело МЕ према“ 
"АН. Тврдим, да је дуж АВ према ГА као Е7. према Не. 

Заиста, пошто је, опет, размера КА према АГ трипут 
виша од размере АВ према ГА, а и МЕ је према МН у раз- 
мери трипут вишој од размере Е2 према Н6, а КА је према 
АГ као МЕ према МН, биће и АВ према ГА као Е7 према Не. 

На овај начин, ако су четири дужи пропорционалне, 
ошда су и тако даље, као у тексту теореме. А то је.тре- 
бало доказати." 


Еуклидови елементи књ. 11 | 4 
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38. 


Ако су јивице наспрамних страна коцке (куба) препо- 
ловљене и кроз деоне тачке повучене равни, заједнички пре- 
сек тих равни и дијагонала коцке се полове. 


Заиста, нека су ивице наспрамних страна Г2 и Ад коцке 
А7 преполовљене тачкама К, А М МЕ, П, О, Р, кроз пре- 
секе конструисане равни КМ и 2Р, чији је заједнички пресек 
УУ, и АН дијагонала коцке. Тврдим да су једнаке дужи: 
УТ са Т2 и АТ са ТН. 


Заиста, спојимо ду, УЕ, ВХ и ХН. Пошто је ДЕ пара- 
ледно са ОЕ, биће унакрсни углови А2У и УОЕ једнаки 
међу собом. И пошто је 
АЕ једнако ОБЕ и 59 јед- 
нако УО и обухватају 
једнаке углове, биће о- 
сновица ДУ једнака ТЕ, 
троугао АЗУ једнак тро- 
углу ОТЕ, а остали угло- 
ви једнаки осталим угло- 
вима. Према томе је угао 
ЕУА једнак углу ОЧЕ. 
Због тога је АУЕ права 
линија. Из истих разлога 
је и ВЕН права линија и 
ВХ једнако ЗЕН. И пошто 
је ГА једнако и паралелно 
са АВ, а ГА је једнако и 
паралелно и са ЕН, биће АВ једнако и паралелно са ЕН. 
А спајају их дужи ДЕ и ВН. Према томе су паралелне и 
дужи ДЕ и. ВН. Због тога је угао ЕТ једнак углу ВНТ, 
јер су унакрсни, а и угао ДАТУ једнак је углу НТ>. Постоје 
два троугла ДАТУ, НТ2, који имају два угла једнака са два 
угла и једну страну једнаку једној страни, спрам једнаких 
углова, тј. ДУ и Н2, јер су половине дужи ДЕ и ВН. Стога 
су и остале стране једнаке осталим странама. Према томе је 
АТ једнако: ТН и УТ једнако ТУ. · = 
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На овај начин, ако су ивице наспрамних страна коцке 
(куба) преполовљене и кроз деоне тачке повучене равни, 
заједнички пресек тих равни и дијагонала коцке се полове. 
А то је требало доказати.“ 


39. 


Ако је код једне од две призме са истом висином 
основа паралелограм, а код друге троугао и паралелограм 
двапут већи од троугла, призме су једнаке. 

Нака су АВГДАЕ7 и НОеКАММ две призме са истим виси- 
нама и нека је код једне основа паралелограм А2, код друге 
троугао НОК и паралело- 


грам А2 двапут већи од 2 4 М 4 
троугла НОК. Тврдим, да | о 
је призма АВГДАЕ 2 једнака = ~ == у 
призми НОКЛАММ. БЕН 9 6 ОНЕ 
Занста, до а ј Бо 
аиста, допунимо те- |: > 
ла А5 и НО. Пошто је Џ Џ 


паралелограм А2 двапут 

већи од троугла Нок, а паралелограм ОК исто тако двапут 
већи од троугла НОК, биће паралелограм А2 једнак парале- 
лограму ОК. Како су паралелепипеди са једнаким основама 
и истим висинама једнаки међу себом, биће тело А2 једнако 
телу НО. Но призма АВГДЕ2 је половина тела А2, а призма 
НОКАММ је половина тела НО. Према томе је и призма 
АВГДАЕ 2 једнака призми НОКАММ. 

На овај начин, ако је код једне од две призме са истом 
висином основа паралелограм, а код друге троугао и пара- 
лелограм двапут већи од троугла, призме су једнаке. А то 
је требало доказати."! | 


КОМЕНТАР 


' 0 логичкој структури ових двадесет осам дефиниција 
Еуклидове стереометрије могло би се поновити све оно што 
смо казали уопште о дефиницијама Еуклидове планиметрије 
у првој књизи. И овде више дефиниција имају описни карак- 
тер.и могу се сматрати као, више или мање, јасни закључци 
из претходних геометриских знања добивених у, ранијем 
ивдуктивном периоду геометрије. 

3 У овој дефиницији „тела“ Еуклид наводи три димен- 
зије овог просторног објекта — дужину, ширину и, према 
једном тумачењу, дубину (то Бао), како то стоји, напр. код 
Неаћ'а – (дерфћ) и Мордухан-Болтовског (глубина). Али 
т6 Во, како се то налази у неким речницима, значи и висина. 
Види, напр., код д. Е. Вепзејег'а и К. бећепкра у 13-ом издању: 
тб6 Вадос — 1) Тлеје, Ндоће, је пасћ дет 5(апдрипк! или код 
А. Д. Веђсмана у 3-ћем издању: Вадос, вос, тб глубина; иногда | 
значит: вртсота. Савремена школска литература је усвојила 
као главну трећу димензију тела — висину. Али на овом 
месту код Еуклида 16 бафос ипак значи дубина, јер у овој 
истој књизи, кад је реч о висини у савременом смислу, Еуклид 
редовио употребљује другу реч, наиме то бфо, напр.: Та 
лародатает теби Оле тд од бфоб — паралелепипеди са истом 
висином. | 

У вези са овом првом Еуклидовом дефиницијом у овој. 
књизи учинимо још једну важну примедбу. Код Еуклида реч 
„стеребу“ има двојако значење, као што, напр. у српском 
језику реч „површина“ има двојако значење — геометриског 
облика и величине. Тако и „стерефу“ значи и геометриски 
облик и величину тог геометриског облика, тј. запремину. 
Те, према томе, тело једног паралелепипеда може бити или 
исто (аду) са телом другог паралелепипеда, или једнако. 
((воу); у првом случају паралелепипеди се могу поклопити, 
у другом су им једнаке запремине. У нашем преводу задр- 
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жавамо, као и други преводиоци, Еуклидову реч „тело“ За 
оба случаја. 

3 Према предлогу проф. М. Радојчића ту би требало 
ставити реч „површ“ у смислу латинске речи зирегНстез или 
руске — поверхностђ, а реч „површина“ задржати у смислу 
агеа, руска реч — плошадњ. 

+ У овој дефиницији јасно се види индужтивна природа 
њена. Строго логичка структура дефиниције не допушта да 
се унапред говори о равни која пролази кроз више од две 
праве које се секу. У савременом логичком излагању геоме- 
трије могућност Еуклидове форме ове дефиниције следује 
тек после доказа познате теореме о положају сваке треће 
праве која стоји управно на датој правој. 

85 М ова дефиниција има недостатак претходне дефини- 
ције. Ова форма дефиниције оставља отворена питања: да ли 
можемо произвољно бирати нормале у једној. равни и да ли 
услов дефиниције зависи од тога коју раван. узимамо као 
прву раван» 

8 Као што је познато, Еуклид не разликује појам праве, 
која може бити продужена било у оба правца било само 
у једном (полуправа), од појма дужи. Текст ове дефиниције 
"се може изложити јасније ако се употреби појам дужи, јер, 
према Еуклидовом тексту, она има горњи и доњи крај. 

" ИМ ова дефиниција претпоставља, као очевидно, да тај 

„оштар“ угао (зашто баш оштар2) не зависи од положаја 
тачке на пресечној правој тих равни. 

8 Еуклидова реченица гласи: „Пара та еллеба еат. та 
фодуптота. Уступајући савременој. форми дефиниције паралел- 
ности, употребио сам у првој књизи у дефиницији паралел- 
ности правих израз: „које: се не секу једна са другом“, 
међутим, држећи се ближе Еуклидовог текста, треба. упо- 
требити и овде и тамо појам стицања. Боље је написати. у 
првој књизи: које се не стичу. У томе смислу грчка реч. 
Фебултето« је ушла и у савремену математичку терминологију. 

"У овој дефиницији се поставља појам „сличних про- 
сторних фигура ("Ороа отеред суђралф), при чему се појам 
фигуре очевидно сматра као добро познат. У грчком језику 
реч „то дуђра“ има много значења: спољашњи изглед, облик, 
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форма; држање тела, став, понекад и леп изглед, лепота; вид 
(под видом), предлог (учинити предлог); положај у животу, 
стање, улога; одело и, најзад, као руне израз —- геоме- 
триска фигура. - 

Савремени читалац ће врло тешко разумети тачан сми- 
сао ове дефиниције. Пре свега под равнима треба разумети 
равне слике и то у датом случају многоуглове. Даље, ништа 
није наведено о распореду тих сличних и у истом броју 
многоуглова. Међутим тај распоред игра врло важну улогу 
у конструкцији полиједара. Довољно је навести пример два 
неправилна тетраедра симетрична у односу на раван основе: 
њихове стране су чак и једнаке, па ипак та два тела нису 
слична. | 

19 Примедба на претходну дефиницију се односи и на 
ову дефиницију. Еуклидови Уелоа вису довољни за Једћа 
кост полиједара. 

1 Пре свега треба навести разилажење код преводи- 
лаца у тумачењу те дефиниције. У тексту стоји „ддо теврраи" 
и на другом месту „та ураџро с“, 

а „урафцуђ“ значи линија уопште, 
а не специјално права (29902). 
Према томе овој дефиницији. од- 

" говара геометриски облик (сл. 1,3) 

са криволиниским ивицама. И у. 
планиметрији Еуклид је увео сли- . 
чан појам (деф. 8, књ. 1). Ово 

тумачење се још појачава тиме, 

што се у том делу дефиниције 

говори о граничним површинама, 

а не 6 равнима. Са друге стране, 

_ у другој варијанти "ове дефини- 

ције Еуклид говори о равнима, 

које се сусрећу у истој тачки, 

а тада су ивице праволиниске | 

(сл. 1, ђ).' Разуме се, да две варијанте могу имати и разли- 
чити садржај. 

Грчки термин „Хтереф ушуа“ преводим са. усвојеним 
школским називом „рогаљ“. Али сматрам да називи „телесни 
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угао“ или „запремински угао“ више би одговарали и грчком 
тексту и примљеаној терминологији у другим језицима, наиме: 
латински — 30145 апршиз франц. — апрје зоПде, енгл. — 
зона апрје, немачки — Когрегисће Еске, руски — телесни угол. 

Приметимо да се Еуклидов појам рогља односио, како 
то следује из садржаја теореме,2!. ове књиге, само на кон- 
вексне' рогљеве, тј. такве, чија област се налази само са једне 
стране од равни сваког равног рогљевог угла. 

2 „Ухђу« стеређу преводим са „просторна фигура“. Реч 
„слика“ је остављена за облике у равни, а фигура може 
бити и у равни и у простору. 

: Из ове дефиниције јасно проистиче да се под рав- 
нима овде разумеју многоуглови. У планиметрији су. код 
Еуклида права и дуж обухваћене истим термином — ебдЕТа, 
исто тако у Стереометрији истим термином гтиледоу су обу- 
хваћене раван и многоугао. __ 

чу овој дефиницији Еуклид уноси у Геометрију еле: 
мент кретања, тачније, померања, промене места, без учешћа 
времена. Тај индуктивни елемент Еуклид сматра као јаснији 
и природнији од појма геометриског места. Ипак у Планиме- 
трији при дефиницији круга (деф. 15, књ. 1) Еуклид наводи 
само особину једнакоудаљености. . 

16 У српском језику две речи „оса“ и „осовина“ имају 
исти садржај, али постоји тенденција“ да се за „осу“ повеже 
чисто геометриски облик праве линије, чак и у широким кру- 
"товима, а за „осовину“ — материјално тело, око којег се 
обрће друго материјално тело. | 

16 Текст ове дефиниције оправдава тврђење, да Еукли- 
дова реч „сфајра“ значи тело, лопту, јер стоји: „опо че 
епироуе(об сте сфа(рас“, тј. „сферном површином“. У српском 
„језику постоји тенденција да се за тело употребљава реч 
„лопта“, а за површину лопте —' „сфера“, напр., небеска 
сфера, сферни троугао. 3 
__ 37 Савремени појам конуса и конусне површине је шири 
од наведеног Еуклидовог појма. Еуклидов појам је еквива- 
лентан у савременој српској школској литератури појму 
„праве купе“. | | 
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18. Савремени појам и цилиндра и цилиндарске површине 
је шири од Еуклидовог појма. Код Еуклида је реч о правом 
кружном цилиндру или ваљку. ОИ 

39 Еуклид је, наводећи у дефиницијама 25— Па НА 
полиједре, изоставио правилни тетраедар. Можда је то слу- 
чајан пропуст у оним грчким рукописима, којима је распо- 
лагао 1. [. Негђего. Немачки преводилац Ј. К. Е. Наш! (1797) 
уноси под бројем 26 још једну, двадесет девету дефиницију, 
дефиницију тетраедра. Она би овако гласила: Тетраедар је 
просторна фигура обухваћена са четири једнака, једнако- 
страна троугла. Али се може поставити и друга хипотеза. 
Можда је већ у Еуклидово време реч тетраедар (тетрбебрфу). 
значила сваки тетраедар уопште, а не само правилан и зато 
није ушла у дефиниције правилних полиједара, а. полиједри | 
уопште нису били дефинисани. | 

20 (два прва теорема замењена је у савременом изла- 
гању Стереометрије аксиомом: Ако права са равни има две 
заједничке тачке, свака њена тачка је у тој равни КоЕсноми 
праве и равни). Е 

У формулисању и доказу како ове теореме тако и неких 
других Еуклид употребљава израз „то бложефеуоу гртедоу који 
се може превести „раван доле“, „доња“ или „основна раван“ 
и други израз — нетееротерф“ који означава „горе“ или 
„издигнут“. Можда је то одговарало оној хоризонталној 
равни у односу на коју је Еуклид изводио конструкције за 
време својих предавања. 

1 У овој теореми Еуклид наводи само један начин за 
одређивање положаја равни у "простору, наиме помоћу две 
праве које се секу. Остали начини помоћу: 1. три: тачке, које 
не припадају истој правој, 2. праве и тачке ван те праве, и 
"3. две паралелне праве могу се свести на одређивање помоћу 
две праве које се секу. 

22 Ова Еуклидова теорема сад се замењује теоремом: 
Ако две равни имају заједничку Ју оне Мају бар. једну 
заједничку праву. 
| 55 Еуклидова теорија · нормале на равни има тај недо-. 
статак што узима без доказа постојање у простору праве 
нормалне на двема правима које се секу. У савременој 


“ 
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школској литератури, која се придржава строжијег ма и 
компромисног дедуктивног излагања, прво се показује да је 
могуће конструисати у простору праву нормалну на двема 
правима које се секу..То се постиже на тај начин што се 
кроз тачку на пресеку двеју равни повуку нормале на тај пре- 
сек у свакој равни. 

У школској литератури Еуклидов доказ ове теореме је 
замењен Кошијевим доказом, који се разликује од Еуклидо- 
вог не суштином логичког расуђивања, већ прегледношћу 
конструкције. Код Еуклида се оба дела конструкције налазе 
са исте стране равни, а код Кошија са разних страна равни 
и то у положају симетричном према равни. Ова врло попу- 
_ ларна теорема била је предмет доказа и других писаца 
(Лежандр, Безу, Адамар и др.). При индуктивном излагању, 
теорија нормале на равни се заснива на елементарним, кон- 
кретним геометриским НА Рт аЗНо напр. на отвореној књизи 
(Е. Борел). 

24 У вези са садржајем како ове, тако и других теорема 
наведимо ову примедбу. У својим излагањима Еуклид не 
разликује три појма, које обухвата истом речју — „едфеја“ – 
права. То су, како смо већ наводили, права, полуправа и дуж. 
Услед тога при тачном формулисању неких ставова и доказа 
настају, нарочито у Стереометрији, понекад формалне ком: 
пликације и нејасности и то при одређивању положаја једног 
од тих облика у односу на други. И употреба одговарајућих 
глагола може бити незгодна. Тако је, напр., незгодно, казати 
да се две полуправе секу, кад су њихови крајеви у истој 
тачки, а незгодно је употребити и глагол додирују, јер појам 
додира у савременој математици има сасвим други геометри- 
ски садржај. Једино због тога што су одговарајућа расуђи- 
вања врло једноставна Еуклидова употреба _ само једне речи 
и примена, можда, и неодговарајућих глагола не изазива 
неспоразуме о суштини предмета. 

„35 У овој теореми о угловима са паралелним крацима, 
Еуклид изоставља случај кад је збир таквих углова једнак 
двама правим угловима. Овај пропуст је врло карактери- 
стичан за Еуклидову геометрију, геометрију не променљивих 
геометриских облика у разним могућим положајима, већ 
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облика готово увек исте форме и у истом положају. Сем 
тога је тој геометрији апсолутно стран појам смера рецимо, 
датог правца. 

Овај Еуклидов пропуст показује, карактеристичну за 
Еуклида, нарочиту особину излагања. Еуклид се строго при- 
држава у доказу само оних података који непосредно сле- 
дују из конкретних слика и фигура. 

У вези са садржајем ове теореме приметимо да се са- 
времени појам угла, изгледа од ХУШ столећа, односи не 
само на угао две праве које се секу, већ и на две мимо- 
илазне праве. За угао такве две праве се узима угао правих 
које су паралелне датим мимоилазним правима и пролазе 
кроз исту произвољну тачку. Узимање одређених смерова 
на правим једног и другог пара прецизира одређивање, наро- 
чито величине тих углова. Ово проширење појма угла стоји 
у природној веви са улогом угла као геометриским еле- 
ментом, који служи за оцењивање промене положаја једног 
геометриског објекта у односу на други, наровито са обра- 
зовањем нове форме. Угао треба сматрати као геометриски 
параметар форме (внаш чланак:- „О геометриским параме- 
трима“. Зборник радова Математичког Института Српске 
Академеје наука. Књ. 5. 1957). 

8 У овом ставу Еуклид решава први конструктивни 
просторни задатак. Пре тога Еуклид не наводи оне основне 
просторне конструкције на које треба да.се сведе сваки кон- 
структивни задатак у простору. 

При прорачунавању наведене Еуклидове конструкције 
прирорно се појављује, у вези са произвољним увођењем 
праве ВГ у датој равни, питање о јединствености добивене 
нормале. Доказ те јединствености није тежак. 

У вези са овом конструкцијом приметимо да код Еукли- 
да не постоји “теорема три нормале“, коју је увео Луј 
Бертран и која је стекла нарочиту популарност пошто ју је 
Лежандр (1752—1834) унео у своје „Елементе“ (Ејетепио 
де ФОеоте пе раг А. М. „Терепаге, Оцугаре адорке раг Ја - 
уетз 6. У нашим рукама · је 38. издање без „ознаке године 
издања, према обичају француске школске литературе). 
У нашој редакцији (в., напр., Билимовић— Анђелић. Геоме- 


62 


трија за МГ разред средњих школа. Стереометрија, Б. 1943 г.) 
ова теорема гласи: Нека је МА нормала са подножјем А на 
равни а и р права у тој равни. Ако је Р подножје нормале 
из А на р, онда је и права МР нормала на правој р (теорема 
три нормале). 

27 Нека је у датој равни а дата тачка А. Треба из А кон- 
струисати нормалу на равни а. Узмимо кроз тачку А у равни 
а праву р и поставимо кроз ту праву две равни |, и Вл, ау 
тим равнима две нормале л, и п, на правој р. Раван тих 
нормала означимо са у. Нека та раван сече раван а дуж 
праве д. Пормала л у равни у на правој да у тачки А је 
нормала из тачке А на равни а. . 

28 Интересантно је да је Еуклид нашао за потребно да 
доказује јединственост нормале само за нормалу „кроз тачку 
на равни, а изоставио је случај тачке ван равни. 

»» Теореме од 14. до 19. завршавају низ Еуклидових 
теорема које се односе на проучавање релативног положаја 
у простору тачака, правих и равни. У савременим уџбени- 
цима геометрије тај низ се попуњава са још неколико група 
теорема. У те групе спадају теореме о просторним угловима, 
о симетрији, о мимоилазним правима, о кореспонденцији 
између елемената у равни и елемената у простору и др. 

, 39 Теореме 20.—23. третирају особине рогљеве. Текст 
теореме 21. се односи само на конвексне, испупчене рогљеве. 
Претстава о другим рогљевима Еуклид, изгледа, није имао, 
па према томе није могао да наведе ни тачније формулисање 
теореме 21. | - 

= Навођење ове леме, чији је садржај непосредна по- 
следица Питагорине теореме, доказује да у Еуклидово време 
ова теорема, основа метрике, није заузимала оно место које 
заслужује. че 
.. ' 35 У тексту ове теореме задржавамо Еуклидове речи 
„наспрамне равни“ с: Фтемаутоу . · елупебој) да још једанпут 
подвучемо двозначност Еуклидовог појма „раван“ (етепебоу). 

ОУ овом ставу је први пут неведен појам „дтереду 
пара ет пебсу“ без претходне дефиниције. | Може се преве- 
сти „паралелепипедно тело“ или, једноставно  „паралелепипед“, 
што више одговара савременој терминологији, , 
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34 Овај конструктивни задатак је одвојен од теореме 
о рогљевима очевидно из разлога што сљужи као помоћни 
став за наредни задатак конструкције паралелепипеда. 

55 У вези са овом једноставном теоремом учинимо две 
примедбе: 1. И у овој и у другим теоремама Еуклид никад 
не искоришћава методу поклапања једног тела са другим. 
Његова геометриска апстракција није још дошла до тог сте- 
пена да се може једно тело поклопити са другим. Матери- 
јалност физичког тела још је кочила просторну апстракцију. 
2. Као услове за једнакост тела Еуклид узима да једнака 
тела буду обухваћена равнима истим и по броју и по вели- 
чини. Јасно је да су такви услови недовољни за утврђивање 
једнакости два геометриска тела. Узмимо две коцке. На горњу 
основу једне ставимо правилну квадратну пирамиду са осно- 
вом стране коцке и са висином половином висине 'коцке. 
Од друге коцке исте величине одузмимо правилну квадратну 
пирамиду са основом горње основе коцке и врхом у центру 
коцке. Прво тело — коцка са пирамидним додатком и друго 


тело — коцка са пирамидним удубљењем обухваћени су 
равнима истим и по броју и по величини, али оба тела нису 
једнака. 


3 У теоремама 29.—31. развијена је позната Еуклидова 
теорија упоређивања запремина два паралелепипеда са једна- 
ким основама и висинама, али различите форме. У теореми 
32. то упоређивање се проширује на паралелепипеде који 
имају једнаке само висине, а у теореми 33. на сличне пара- 
лелепипеде. У теореми 34. су наведени два обрнута става. 

9 У вези са овом теоремом о углу праве и њене про- 
јекције на раван од интереса је приметити да Еуклид за 
конструкцију те пројекције не примењује непосредну, савре- 
мену методу, већ употребљава две помоћне праве које много 
отежавају расуђивање. 

38 Тој геометриској теореми одговара ово алгебарско 
извођење. Ако су а:б=6:с, биће ас=== и према томе абс= 0". 

89 Овом ставу одговара: првом делу 

из а:б=<: 4 следује 25: 53 = с%: 45 
и другом 
из аз;ђ "= 63: а“ следује а:ђ=<:а. 
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#• У овој теореми могу се наћи трагови претстава о гео- 
метриској симетрији. | 

# Савременом читаоцу текст ове теореме изгледа по- 
грешан, јер смо навикли да су основе призме паралне равни. 
Међутим код једне од наведених призама за основу, изгледа 
хоризонталну, узета је бочна страна призме.. 
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Текст 


СИМ 


ПРЕДГОВОР 


Ова, дванаеста, књига Еуклидових елемената је важна 
како по садржају ставова који су у њој изнесени, тако и по 
новој методи коју је Еуклид употребио у доказима теорема 
ове књиге. 

Садржај је посвећен упоређивању величина оних гео- 
метриских објеката који се не могу упоређивати поделом 
на конгруентне делове или путем допуне до конгруентних 
објеката. Ти геометриски објекти су: кругови, пирамиде, 
купе, ваљци и лопте. 

Метода која је употребљена, то је метода ексхаустије 
(лат. ехћашзНо) или исцрпљивања. 

И садржај ове књиге и метода ексхаустије служили су, 
а служе и сада, као материјал за проучавања са разних гле- 
дишта. Особито богата методска литература посвећена је 
оним питањима елементарне геометрије, која у настави још. 
нису добила дефинитивна решења. Наш скроман коментар 
нема за циљ да се упушта у разматрања свих оних питања 
која су у вези са овом дванаестом књигом. 

При изради и ове књиге су ми помогле колеге В. В. Ми- 
шковић и Т. П. Анђелић, на чему им овде изјављујем за- 
хвалност. 

А. Б. 


ТЕКСТ 


1. 


Слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један: 
према другом као квадрати на пречницима. 

Нека су АВГ, 20 кругови, и АВГДЕ, 2Н0КЛ уписани 
слични многоуглови, и нека су ВМ, НМ пречници кругова. 
Тврдим да је квадрат на ВМ према квадрату на, НМ као 
многоугао АВГЛЕ према многоуглу 210КА. 

Заиста, повуцимо ВЕ, АМ, НА, 20. Пошто је много- 
угао АВГАЕ сличан многоуглу 2Н0КА, угао ВАЕ је једнак. 
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углу НХА и дуж ВА је према дужи АЕ као Н2 према 24.. 
Сад имамо два троугла, ВАЕ и Ндл, и угао ВАЕ једног 
једнак је углу НХЛ другог, а краци тих „углова су пропор- 
ционални. Тада троуглови АВЕ и 2Нл имају једнаке углове. 
Према томе је угао АЕВ једнак углу 2Л4Н. Али угао АЕВ- 
је једнак углу АМВ, пошто су над истим луком. И угао- 
ТАН је једнак углу 2МН; па и угао АМВ: је једнак углу 
2МН. А и прав угао ВАМ је једнак правом углу Н2М. Стога 
је ни преостали угао једнак преосталом углу. Према томе“ 
троуглови АВМ и 2НМ имају једнаке углове. Дакле, размера 
ВМ према НМ једнака је размери ВА према Н2. Али размера; 
двапут виша од размере ВМ према НМ је једнака размери: 


| 
| 
Н 
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квадрата на ВМ према квадрату нн НМ. А размера двапут 
виша од размере ВА према Н2 је једнака размери много- 
угла АВГАЕ према многоуглу 2Н0КА. Према томе је ква- 
драт на ВМ према квадрату на Н2 као многоугао АВГАЕ 
према многоуглу 2Н09КА. 

На овај начин, слични многоуглови, уписани у кругове, 
односе се један према другом као квадрати на пречницима. 
А то је требало доказати.! 


~ 


% 


Кругови се односе један према другом као квадрати 
на пречницима. ' 

Нека су АВГА и ЕТНО кругови, а ВА и 20 њихови 
пречници. Тврдим да се круг АВГА односи према кругу Е280 
као квадрат на ВА према квадрату на 280. 

Заиста, ако се круг АВГА не односи према кругу Е210 
као квадрат на ВА према квадрату на 20, биће размера ква- 
драта на ВА према квадрату на 20 једнака размери круга 
АВГА према површини или мањој или већој од површине 


круга Е210. Нека буде, прво, према мањој >. Упишимо у 
«руг Е2НО квадрат Е210. Тај уписани квадрат је већи од 
половине круга Е2Нд. Јер, ако кроз тачке Е, 2, Н, 6 пову- 
чемо тангенте на круг, половина описаног квадрата једнака 
је квадрату Е210; а како је описани квадрат већи од круга, 
биће уписани квадрат Е2НО већи од половине круга Е26. 
Преполовимо лукове 27, 2, Нд, ОЕ тачкама К,/,М, Ми 
повуцимо дужи ЕК,. К7, 21, АН, НМ, Ме, 0М и МЕ; тада је 
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сваки од троуглова ЕК2, 24, НМО, ВМЕ већи од половине 
одговарајућег кружног сегмента. Јер, ако кроз тачке К,ЛА„М,М 
повучемо тангенте на круг и на правима 22, 2, Но, вЕ 
конструншемо паралелограме, сваки од троуглова ЕК2, 24Н, 
нме, ОМЕ једнак је половини одговарајућег паралелограма; 
а сваки кружни сегмент је мањи од паралелограма. Према 
томе је сваки од троуглова ЕК7, 24Н, НМО, ОМЕ већи од 
половине одговарајућег кружног сегмента. Ако сад преполо- 
вимо кружне лукове, који настају после претходне поделе, 
спојимо нове деоне тачке дужима и тај поступак продужимо 
непрекидно, добићемо кружне сегменте чији је збир мањи од 
разлике круга и мање површине >. Заиста, према првој тео- 
реми десете књиге, ако имамо две неједнаке величине, исте 
природе, па од веће одузмемо величину већу од њене поло- 
вине, од остатка одузмемо поново величину већ) од половине 
тог остатка и тај поступак продужимо непрекидно, остаће 
нека величина која је мања од мање од полазних величина. _ 
Нека тако буде ч нека збир конструисаних кружних сегме- 
ната ЕК, К2, 2, ЛАН, НМ, Ме, ом, МЕ круга Е210 буде 
мањи од разлике круга Е2Н0 и површине >. Тада је остатак, 
· многоугао ЕКХАНМОМ, већи од површине 2. Упишимо 
и у круг АВГА многоугао А2ВОГПАР, сличан многоуглу 
ЕКХЛНМеМ. Тада је квадрат на ВА према квадрату на 20 
као многоугао А2ЗВОГПАР према многоуглу ЕКХАНМОМ. 
Али квадрат на ВА према квадрату на 20 односи се као 
круг АВГА према површини У. Према томе је круг АВГА 
према површини > као многоугао А2ВОГПАР према много- 
углу јЕКХАНМОМ. Према томе, после промене реда, круг се 
односи према у њ уписаном многоуглу као површина > према 
многоуглу ЕКХАНнМеМ. Али круг је већи од многоугла упи- 
саног у њ, па према томе је ифловршина У већа од много- 
угла ЕКХАНМеМ. Но она је и мања. А то је немогуће. Према 
томе није квадрат на ВА према квадрату на 20 као круг 
АВГА према површини мањој од круга Е210. Слично се 
доказује да и квадрат на 20 према квадрату на ВА није 

као круг Е2Нд према површини мањој од круга АВГА. 5 
| Тврдим, такође, да ни квадрат на ВА према квадрату на 
20 неће бити као круг АВГА према површини која је већа 
од круга ЕлНе. 


Заиста, ако је то могуће, нека буде према већој површини 
"Т. Значи, после промене реда, квадрат на 20 је према ква- 
драту на АВ као. површина Т према кругу АВГА. Али повр- 
шина Т се односи према кругу АВГА као круг Е218 према 
површини мањој од круга АВГА. На овај начин квадрат на 
20 је према квадрату на ВА као круг Е20 према површини 


мањој од круга АВГА. А доказано је да је то немогуће.. 


Према томе квадрат на ВА према квадрату на 20 не односи 
се као круг АВГ према површини већој од круга Е210, А 
доказали смо да није ни као тај круг прама мањој површини. 
Према томе је квадрат на ВА према квадрату на 20 као круг 
АВГА према кругу 2288. | 

На овај начин, кругови се односе један према другом 
као квадрати на пречницама. А то је требало доказати.“ 


Лема 


Тврдим, да ако је површина > већа од круга Е2Нд, 
онда је површина 2 према кругу АВГА као круг Е2Не. 
према површини мањој од круга АВГА. 

Заиста, начинимо тако да површина 2 буде према кругу 
АВГА као круг Е2Нд према површини Т. Тврдим да је по- 
вршина Т мања од круга АВГА. 

Заиста, пошто је површина 2 према кругу АВГА као 
круг ЕД2НО према површини Т, то ће, после промене реда; 
површина > бити према кругу Е2Н8 као круг АВГА према 
површини Т. Но површина > је већа од круга Е2Н0, па 
према томе је и круг АВГА већи од површине Т. На тај 
начин је површина У према површини АВГА као круг Е210 
према површини мањој од круга, АВГА. А то је требало- 


доказати.3 
» 


КУ 


3. 


Свака пирамида са троуглом основом може се поделити. 
на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне једна. 
другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме; збир те 
две призме је већи од половине целе пирамиде. 

Нека буде дата пирамида са троуглом основом АВГ и 
врхом у тачки А. Тврдим да се пирамида АВГА може поде- 


Џ 
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лити на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне 
једна другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме, и 
да је збир те две призме већи од половине целе пирамиде. 

Заиста, преполовимо АВ, ВГ, ГА, А4, АВ, АГ тачкама 
Е, 2, Н, 8, К, / и спојимо вЕ, ЕН, на, ок, Кл, ле, К7, 2Н. 
Пошто је АЕ једнако ЕВидо 
једнако 40, права Ед је пара- 
лелна првој АВ. Из истих ра- 
_злога биће и права ОК пара- 
лелна правој АВ. Према томе 
је ВЕВК паралелограм. Стога је 
ОК једнако ЕВ. Но ЕВ је јед- 
нако А, па је стога и АЕ 
једнако ОК. И АО је једнако 
Од. Две дужи АЕ и Ад једна- 
ке су двема дужима КО и ба, 
свака свакој; и угао ЕАО јед- 
вак је углу КОД, па је, значи, и 
основица Ед' једнака основици КЛ. Према томе је троугао 
АЕО једнак и сличан троуглу ОКА. Из истих разлога и тро- 
угао АОН једнак је и сличан троуглу ОЛ4. М пошто су две 
праве Ед и ФН, које се секу, паралелне са двема правима 
КА и АЛ, које се секу, а прве праве нису у истој равни са 
другим, оне образују једнаке углове. Према томе је угао 
ЕОН једнак углу КАЛ. И пошто су две дужи Ед и ОН јед- 
наке двема дужима КА и ДЛ, свака свакој, и угао ЕОН 
једнак углу КДАЛ, биће и основица ЕН једнака основици 
КА. На овај начин троугао ЕОН једнака је и слична троуглу 
КАЛ. Из истих разлога је и троугао АЕН једнак и сличан 
троуглу ОКА. На овај начин је пирамида којој је основа тро- 
угао АЕН и врх у тачки 0 једнака и слична пирамиди којој 
је основа троугао ОКА и врх у тачки А. И пошто је у тро- 
углу АДВ повучена права ОК паралелно једној од страна, 
страни АВ, троугао АДВ имаће једнаке углове као и троугао 
АОК, а стране су им пропорционалне. Према томе је троугао 
ААВ сличан троуглу ДОК. Из истих разлога и троугао АВГ 
биће сличан троуглу АКА, а троугао АГ троуглу 410. И 
пошто су две праве ВА и АГ, које се секу, паралелне са 
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двема правима КО и 64, које се такође секу, али са првима 
нису у истој равни, оне образују једнаке углове. Дакле 
угао ВАГ једнак је углу КОЛ. И пошто је ВА према АГ као 
Ко према А, биће троугае АВГ сличан троуглу 6КЛ. И на 
тај начин је пирамида којој је основа троугао АВГ и. врх у 
тачки А слична пирамиди којој је основа троугао ОКА и врх 
у тачки А. Доказано је међутим да је пирамида којој је 
основа троугао ОКА и врх у тачки ДА слична пирамиди којој 
је основа троугао АЕН и врх у тачки 0 [јер је и пирамида 
којој је основа троугао АВГ и врх у тачки Д слична пира- 


миди којој је основа троугао АЕН и врх у тачки 0). Према 


томе је свака од пирамида АЕНО и ОКЛА слична целој пира- 
миди АВГА. 
И пошто је В2 једнако 27, паралелограм ЕВ2Н је два- 


пут већи од троугла Н2Г. А како су две призме, ако имају ' 


једнаке висине и једна за основу паралелограм, а друга 
троугао, уз то паралелограм двапут већи од троугла, једнаке, 
биће и призма обухваћена двама троуглима, ВК; и ЕдН, и 
трима паралелограмима, ЕВ2Н, ЕВко, 6К2Н, једнака призми 
обухваћеној двама троуглима Н2Г и ОКА и трима паралело- 
грамима К2ГА, АГНд и ОК2Н. И јасно је да ће свака призма, 
наиме, прва, којој је основа паралелограм ЕВ2Н и наспрамна 
ивица ОК, и друга којој је основа троугао Н2Г и наспрамни 
троугао ОКА — бити већа од сваке пирамиде са основама 
АЕН и ОКА и врховима у тачкама 0 и А, пошто, ако пову- 
чемо праве Е2 и ЕК, биће призма чија је основа паралело- 
грам ЕВ2Н и наспрамна ивица ОК већа од пирамиде којој 
је основа троугао ЕВ2 и врх тачка К. Међутим је пирамида 
којој је основа троугао Е82 и врх тачка К једнака пирамиди 
којој је основа троугао АЕН и врх тачка 0, пошто су оне 
обухваћене једнаким и сличним равнима (многоугловима). 
На тај начин је и призма којој је основа паралелограм ЕВ2Н 
и наспрамна ивица ОК већа од пирамиде којој основа тро- 
угао АЕН и врх у тачки 0. Но призма којој је основа пара- 
лелограм ЕВ2Н и наспрамна ивица ОК: једнака је призми 
којој је основа троугао Н2Г и наспрамни троугао ОКА. 
А пирамида којој је основа троугао АЕН и врх у тачки 0 
једнака је пирамиди. којој је основа троугао ОКЛ и врх 


15. 


у тачки Д. Значи две наведене призме веће су од две наве- 
дене пирамиде, чије су основе троуглови АЕН и ОКЛ и вр: 
хови у тачкама д и 4. | 

На овај начин цела пирамида којој је троугао АВГ у 
основи и врх у тачки А може се поделити на две међу собом 
једнаке (сличне целој) пирамиде и на две једнаке призме, 
чији је збир већи од половине целе пиремиде. А то је тре~ 
бало доказати.“ 


4. , . 


Ако постоје две пирамиде са истом висином, чије су 
основе троуглови, и сваку поделимо на две једнаке пирамиде, 
сличне међу собом и са целом пирамидом, и на две једнаке 
призме, основа једне пирамиде односиће се према основи друге 
пирамиде као све призме прве пирамиде према свима, у истом 
броју, призмама друге пирамиде. 

Нека постоје две пирамиде са истом висином, чије су 
основе троуглови АВГ и ДЕ2 и врхови у тачкама Ни, 
и нека је свака подељене на две једнаке пирамиде, сличне- 


Н 
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међу собом и целој пирамиди, и на две једнаке призме. Твр- 
дим да је основа АВГ према основи АЕ2 као и све призме 
пирамиде АВГН према призмама у истом броју пирамиде 
дЕ70. њи 77 
Заиста, пошто је ВЕ једнако 2Г, а АЛ једнако АГ, биће 
права ЛЕ паралелна АВ и троугао АВГ сличан троуглу ЛЕГ. 
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Из истих разлога је и троугао АБ2 сличан троуглу РФ2. 
И пошто је ВГ двапут веће од [2, а Е2 од 2Ф%, биће ВГ 
према ГЕ као Е2 према 2Ф. На тај начин су на ВГ и на Г2 
конструисане · сличне и у сличном положају праволиниске 
слике АВГ и ЛЕГ, а на Е2 и на 2Ф сличне и у сличном 
положају праволиниске слике ДЕ2 и РФ2. Према томе је 
троугао АВГ према троуглу ЛЕГ као троугао ДЕ7 према 
троуглу РФ2. Или, после промене реда, троугао АВГ је 
према троуглу ДЕ као троугао АГ према троуглу' РФ7. 
Међутим је троугао ЛЕГ према троуглу РФ: као призма 
кдјој је основа троугао АЕГ и наспрамни троугао ОММ према 
призми којој је основа троугао РФ2 и наспрамни троугао 
ТТ. Те је према томе троугао АВГ према троуглу АЕ2 као 
призма, којој је основа троугао ЛЕГ и наспрамни троугао 
ОММ, према призми, којој је основа троугао РФ2 и наспрамни 
троугао 2ТК. Но наведене призме се једна према другој 
односе као призма којој је основа паралелограм КВЕЛ а на- 
спрамна ивица ОМ према призми којој је основа паралело- 
трам ПЕФР а наспрамна . ивица 27. А у истој размери је и 
збир две призме: једне, којој је основа паралелограм КВЕЛ 
и наспрамне ивица ОМ, и друге, којој је основа ЛЕГ и на- 
спрамни троугао ОММ, према збиру призама, једне којој је 
основа ПЕФР и наспрамна ивица 2Т и друге којој је основа 
троугао РФ; а наспрамни троугао 2ТХ. На овај начин се 
збир две наведене призме односи према збиру две друге 
наведене призме као основа АВГ према основи ДЕ7. 

На сличан начин, ако се пирамиде ОММН н 27Т76.. по- 
деле на две призме и на две пирамиде, биће основа ОММ 
према основи СТЕ као две призме у пирамиди ОММН према 
двема призмама у пирамиди 2710. Али основа ОММ је пре- 
ма основи ХТЕ као основа АВГ према основи дЕ7, јер је 
сваки од троуглова ОММ и ТЕ једнак сваком од троуглова 
ЛЕГ и РФ2. ИМ на тај начин је основа АВГ према основи ДЕ2 
као четири призме према четири призме. Исто тако ће, ако 
се преостале пирамиде поделе на две пирамиде и на две 
призме, основа АВГ бити према основи ДЕ7 као све призме 
у пирамиди АВГН према свима призмама у истом броју у 
пирамиди 4270. А то је требало доказати,% 
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Лема 


А да је троугао АГ према троуглу РФ2 као призма 
којој је основа троугао А2Г, а наспрамни троугао ОММ, према 
призми којој је основа троугао РФ2, и наспрамни троугао 
ТТ, то треба доказати. 

Заиста, замислимо на истој слици две нормале спуштене 
из тачака Н и О на равни АВГ и дЕ2; оне су, очигледно, 
једнаке, јер се претпоставља да су пирамиде са истим виси- 
нама. Пошто су две праве НГ и нормала из Н, пресечене 
двема паралелним равнима АВГ и ОММ, оне су пресечене у 
истој размери. А како једуж НГ преполовљена пресеком 
са равни ОММ у тачки М, биће преполовљена пресеком са 
равни ОММ и нормала спуштена из тачке Н на раван АВГ. 
Из истих разлога биће преполовљена пресеком са равни 
УТГ и нормала спуштена из тачке 0 на раван АЕ2. Но нор- 
мале спуштене из тачака Н и 8 на равни АВГ и ДЕ2 једнаке 
су, па према томе су једнаке и нормале спуштене из тачака 
троуглова ОММ и ТТ на равни троуглова АВГ и 227. 
Према томе призме којима су основе троуглови ЛЕГ и РФ, 
а наспрамни троуглови ОММ и 277, имају исте висине. Значи 
и паралелепипеди,. конструисани од тих призама, имају исте 
висине и у размери су један према другом као основе. Према 
томе су и њихове половине, наведене призме, једна према 
другој у односу основе ЛЕГ према основи РФ2. А то је 
требало доказати." 


5. 


Пирамиде једнаких висина и са троуглим основама у 
размери су једна према другој као основе. 

Нека су дате пирамиде са основама АВГ и ДЕ2 са истом 
висином и са врховима у тачкама Н и 0. Тврдим, да се 
основа АВГ према основи ДЕ2 односи као пирамида АВГН 
према пирамиди ДЕ70. ! 

Заиста, ако основа АВГ не би била према основи ДЕ2 
као пирамида АВГН према пирамиди ДЕ20, онда ће основа 
АВГ бити према оснвои АЕ2. као пирамида АВГН према вели- 
чини мањој или већој од пирамиде ДЕ20. Нека буде, прво, 


2 Еуклидови елементи књ, 12 
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према мањој величини Х; и поделимо пирамиду АЕ70 на две 
једнаке пирамиде, сличне међу собом и целој пирамиди, и на 
две једнаке призме, при чему је збир две призме већи од 
половине целе пирамиде. Затим пирамиде добавене после 


поделе поделимо понове на сличан начин и тако ћемо посту- 
пати све док од пирамиде ДАЕ710 не остану такве пирамиде 
које су мање од разлике пирамиде ДЕ70 и тела Х. Нека 
остану и нека то буду, напр., пирамиде АПР и 2710. Тада 
су све остале призме у пирамиди ДЕ20 веће од тела Х. 
Поделимо и пирамиду АВГН, на сличан начин и на исти број 
делова, као што је подељена пирамида ДЕ270. Тада се основа 
АВГ према основи АЕ7 односи као призме у пирамиди АВГН 
према призмама у пирамиди ДЕ20. Али основа АВГ је према 
основи ДЕ2 као пирамида АВГН према телу Х. Према томе 
је пирамида АВГН према телу Х као призме у пирамиди 
АВГА према празмама у пирамиди ДЕ70. На тај начин, после 
промене реда, пирамида АВГН је према призмама у њој као 
тело Х према призмама у пирамиди ДЕ20. Но пирамида АВГН 
је већа од призама у њој, па према томе и тело Х је веће 
од призама у пирамиди ДЕ768. Али оно је и мање. А то је 
немогуће. Према томе основа АВГ према основи АЕ2 није 
у размери пирамиде АВГН према телу мањем од пирамиде 
ДЕХ0. На сличан начин се доказује да основа ДЕ2 према 
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основи АВГ није у размери пирамиде ДЕ20 према телу мањем 
од пирамиде АВГН. ђ 

Али тврдим да основа АВГ према основи ДЕ27 није у 
размери пирамиде АВГН ни према телу већем од пирамиде 
ХЕ76. 

Заиста, ако је могуће, нека буде према већем телу Х. 
Значи, обрнуто, основа ДЕ2 је преме основи АВГ као тело 
Х према пирамиди АВГН. Али тело Х 
према пирамиди АВГН је као пирамида 
4Е70 према телу мањем од пирамиде 
АВГН, како је било доказано. Дакле, 
основа АЕ7 је према основи АВГ као 
пирамида АЕ20 према телу мањем од пирамиде АВГН, а до- 
казано је да је то бесмислено. Према томе основа АВГ према 
основи ДЕ2 није у размери пирамиде АВГН према телу већем 
од пирамиде дЕ70. А доказано је да није ни према мањем. 
На овај начин основа АВГ је према основи ДЕ27 као пира- 
мида АВГН према пирамиди ДЕ20. А то је требало даказати." 


6. 


Пирамиде једнаких висина и са многоугловима у осно- 
вама у размери су једна према другој као основе. 

Нека су дате пирамиде једнаких висина, којима су 
основе многоуглови АВГАЕ и 210КА, а врхови у тачкама 
М и М. Тврдим да је основа АВГДЕ према основи 2Н0КА 
као пирамида АВГДЕМ према пирамиди 2Н0КАМ. 

Заиста, повуцимо АГ, А4, 20, 2К. Сад, пошто две пи- 
рамиде АВГМ и АГАМ имају у основама троуглове, а висине 
су им једнаке, оне стоје у размери основа. Према томе је 
основа АВГ према основи АГА као пирамида АВГМ према 
пирамиди АГД4М. И после састављања биће основа АВГА 
према основи АГА као пирамида АВГАМ према пирамиди 
АГАМ. Али је и основа АГА према основи АДЕ као пира- 
мида АГАМ према пирамиди АДЕМ. Значи, према једнако. 
удаљености је основа АВГА према основи АДЕ као пира- 
мида АВГАМ према пирамиди АДЕМ. И опет, после саста- 
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вљања, биће основа АВГАЕ према основи АДЕ као пирамида 
АВГАЕМ према пирамиди АЛЕМ. Слично се доказује, да је 
и основа ДНОКА према основи 210 као пирамида 2НОКЛАМ 
према пирамиди 2Н0Н. Пошто две пирамиде АДЕМ и 2Н0КМ 
једнаких висина имају за основе троуглове, биће основа АЛЕ 
према основи 210 као пирамида АЛЕМ према пирамиди 


Е 


#40М. Али је основа АДЕ према основи АВГАЕ као пира- 
мида АДЕМ према пирамиди АВГДЕМ. Значи због једнако- 
удаљености односиће се основа АВГДАЕ према основи 20 
као пирамида АВГДЕМ према пирамиди 210М. Но и основа 
280 је према основи 2Н0КА као пирамида 2Н0М према 
пирамиди 2Н0ОКАМ. На овај начин, због једнакоудаљености, 
основа АВГАЕ је према основи 2Н0КЛ као пирамида АВГАЕМ 
према пирамиди 2Н0КАМ. А то је требало доказати. 


7. 


Свака призма са троуглом у основи може се поделити 
_ на три међу собом једнаке, пирамиде са троугловима у 
основама. ј 


Нека је дата призма којој је троугао АВГ у основи и 
наспрамни троугао АЕ2. Тврдим да се призма АВГАЕ2 може 
поделити на три међу собом једнаке пирамиде са троугловима 
у основама. 
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Заиста, повуцимо ВА, ЕГ и 
ГА. Пошто је АВЕА паралелограм, 
а ВА је његова дијагонала, биће 
троугао АВА једнак троуглу ЕВА. 
Према томе је пирамида којој је 
троугао АВА у основи и врх у 
тачки Г једнака пирамиди којој 
је троугао ДЕВ у основи и врх 
у тачки Г. Али пирамида којој је 
основа троугао ДЕВ и врх у тач- 
ки Г иста је као и пирамида ко- 
јој је основа троугао ЕВГ и врх 
у тачки 4, јер су оне обухваћене истим равнима. И према 
томе је пирамида којој је основа троугао АВА и врх у тачки 
Г једнака пирамиди којој је основа троугао ЕВГ и врху 
тачки А. Даље, пошто је 2ГВЕ паралелограм, а ГЕ његова 
дијагонала, троугао ГЕЈ једнак је троуглу ГВЕ. И на тај 
начин је пирамида којој је основа троугао ВГЕ и врх у тачки 
А једнака пирамиди којој је основа троугао ЕГ2 и врху 
тачки А. А доказали смо да је пирамида којој је основа тро- 
угао ВГЕ и врх у тачки А једнака пирамиди којој је основа 
троугао АВА и врх у тачки Г. Према томе је пирамида којој 
је основа троугао ГЕЈ и врх у тачки А једнака пирамиди 
којој је основа троугао АВА и врх у тачки Г. На овај је 
начин призма АВГАЕ2 подељена на три међу собом једнаке 
пирамиде са троугловима у основама. 

И пошто је пирамида којој је основа троугао АВА и врх 
у тачки Г иста са пирамидом којој је основа троугао ГАВ и 
врх у тачки 4, јер су оне обухваћене истим равнима, а, како 
смо доказали, пирамида којој је основа троугао АВА и врх 
у тачки Г је једна трећина призме којој је основа троугао 
АВГ и наспрамни троугао ДЕ7, биће, према томе, пирамида 
којој је основа троугао АВГ и врх у тачки ДА једна трећина 
призме којој је основа исти троугао АВГ и наспрамни тро- 
угао ДЕ2.• 


Последица 


Одавде је јасно да је свака пирамида трећи део оне призме 
која има исту основу и исту висину [јер ако би призма 


2: 


имала као основу неку другу, сем троугла, праволиниску 
слику, као и наспрамну слику, та призма се може поделита 
на призме којима су основе троуглови и са наспрамним тро- 
угловима, и цела основа према свакој ...). А то је требало 
доказати,19 


8. 


Размера сличних пирамида којима су основе троуглови 
трипут је виша од размере хомологних ивица. 


Нека су дате сличне и у сличном положају пирамиде 
којима су основе троуглови АВГ и АЕ27 и врхови у тачкама 
Ни 0. Тврдим да је размера пирамиде АВГН према пира- 
миди ДЕ20 трипут виша од размере ВК. према Е7. 

Заиста, допуни- 
мо – паралелепипеде 
ВАМА и ЕВПО. По- 
што је пирамида 
АВГН слична пира- 
миди ДЕ20, биће 
угао АВГ једнак углу 
4Е2, угао НВГ углу 
ОЕ2 и угао АВН 
углу ДЕО, и АВ пре- 
| ма ДЕ као ВГ према 
Е2 и као ВН према Ед. А како је АВ према ДЕ као ВГ 
према Е2, а то су пропорционални краци једнаких углова, 
биће паралелограм ВН сличан паралелограму ЕП. Из истих 
разлога је и паралелограм ВМ сличан џаралелограму ЕР, и 
ВК—ЕХ. На тај начин су три паралелограма ВМ, ВК, ВМ 
слична трима паралелограмима ЕП, Ег, ЕР. Но три парале- 
лограма ВМ, ВК, ВМ су једнака и слична трима наспрамним 
паралелограмима, а исто тако су и три паралелограма ЕП, Е2, 
ЕР једнака и слична својим наспрамним. На тај начин су тела 
ВНМА и ЕВПО обухваћена сличним равним површинама у 
истом броју. Према томе је тело ВНМА слично телу ЕВПО. 
Но размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере 
хомологних ивица. На овај начин је тело ВНМА према телу 
ЕВПО у трипут вишој размери од размере хомологне ивице 
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ВГ према хомологној ивици Е27. Али тело ВНМЛА је према 
телу ЕОПО као пирамида АВГН према пирамиди ЛЕ20, јер 
је пирамида шести део паралелепипеда, чија је половина, као 
призма, једнака утрострученој пирамиди. М на тај начин је 
размера пирамиде АВГН према пирамиди ДЕ20 трипут виша 
од размере ивице ВГ према ивици Е2. Д то је требало 
доказати. 


Последица 


Из овог је јасно, да је и размера сличних пирамида којима 
су многоуглови у основама трипут више од размере хомо- 
логних ивица. Заиста, ако их поделимо на њихове пирамиде 
· које имају троуглове у основама и то поделом сличних основа 
на сличне троуглове у истом броју и у сличном положају 
према целим пирамидама, биће једна пирамида којој је тро- 
угао у основи у једној целој пирамиди према једној пирамиди 
којој је троугао у основи у другој целој пирамиди као збир 
пирамида којима су троуглови у основи једне целе пирамиде 
према збиру пирамида којима су троуглови у основи друге 
целе пирамиде, тј. као једна пирамида са многоуглом у 
основи према другој пирамиди са многоуглом у основи. А 
како је размера пирамида којима су троуглови у основама 
трипут виша од размере хомологних ивица, биће и размера 
пирамида којима су слични многоуглови у основама трипут 
виша од размере хомологних ивица.': 


3, 


Код једнаких пирамида које имају троуглове у основама 
основе су обрнуто пропорционалне висинама; и ако су код 
пирамида које имају троуглове у основама основе обрнуто 
пропорционалне висинама, пирамиде су једнаке. 

Нека су дате једнаке пирамиде са троугловима АВГ и 
4Е2 у основама и са врховима у тачкама Н и 0. Тврдим да 
су код пирамида АВГН и ДЕ20 основе обрнуто пропорци- 
оналне висинама, тј. да је основа АВГ према основи ДЕ2 као 
висина пирамиде ДЕ20 према висини пирамиде АВГН. · 

Заиста, допунимо паралелепипеде ВНМА и ЕВПО. Пошто 
је пирамида АВГН једнака пирамиди ДЕ70 а тело ВНМЛ је 
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шест пута веће од пирамиде АВГН и тело ЕдПО шест пута 
веће од пирамиде АЕ20, биће тело ВНМА једнако телу 
ЕОПО. Али су код једнаких паралелепипеда основе обрнуто 
пропорционалне висинама. Но основа ВМ је према ЕП као 
троугао АВГ према тро- 
углу АЕ2. Значи троугао 
"АВГ се односи према тро- 
углу АЕ2 као висина тела 
ЕОПО према висини тела 
ВАМА. Али висина тела 
ЕЗПО је једнака висини 
пирамиде ДЕ20. и висина 
тела ВНМЛ је једнака ви- 
сини пирамиде АВГН. На 

тај начин се основа АВГ 
' односи према основи ДЕ 
као висина пирамиде ДЕ20 према висини пирамиде АВГН. 
Према томе су код пирамида АВГН и АЕ28 основе обрнуто 
пропорционалне висинама. 


Нека су сад код пирамиде АВГН и ДЕ20 основе обрнуто 
пропорционалне висинама, тј. основа АВГ је према основи 
АЕ7 као висина пирамиде ДЕ70 према висини пирамиде 
АВГН. Тврдим да је пирамида АВГН једнака пирамиди ДЕ20. 


Заиста, после исте конструкције, пошто је основа АВГ 
према основи ДЕ2 као и висина пирамиде ДЕ20 према висини 
пирамиде АВГН, а основа АВГ је према основи АЕ2 као 
паралелограм ВМ према паралелограму ЕП, бића паралелограм 
ВМ према паралелограму ЕП као висина пирамиде ЛЕ70 
према висини пирамиде АВГН. Но висина пирамиде ДЕ70 је 
једнака висини паралелепипеда ЕОПО, а висина пирамиде 
АВГН је једнака висини паралелепипеда ВНИМА. Према томе 
је основа ВМ према основи ЕП као висина паралелепипеда 
ЕВПО према висини паралелепипеда ВНМА. Али ако су код 
неких паралелопипеда основе обрнуто пропорционалне виси- 
нама, такви су паралелепипеди једнаки. Значи, паралелепипед 
ВНМА једнак је паралелопипеду ЕВПО. А како је пирамнда 
АВГН шести део од ВНМА, а пирамида ДЕ20 шести део од 
паралелепипеда ЕОПО, биће и пирамида АВГН Једна пира- 
миди ДАЕ70. 
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На тај начин, код једнаких пирамида које имају тро- 
углове у основама основе су обрнуто пропорционалне виси- 
нама; и ако су код пирамида које имају троуглове у осно- 
вама основе обрнуто пропорционалне висинама, пирамиде су 
једнаке. А то је требало доказати.!2 


10. 


Свака купа (конус) је трећина ваљка (цилиндра), ако 
имају исту основу и једнаке висине. 

Нека купа и ваљак имају исти круг АВГА за основу и 
једнаке висине. Тврдим да је купа трећина ваљка, тј. да је 
ваљак трипут већи од купе. 

Заиста, ако ваљак није 
трипут већи од купе, он ће 4 
Ба већи или више но три БР о 

ута или мање но трипута. у | 
Нека прво буде већи више у М у 
но трипута. Упишимо у круг 

АВГА квадрат АВГА. Тај ква- 
драт је већи од половине кру- 
га АВГА. Конструишимо нал 
квадратом АВГА призму сави- 
сином једнаком висини ваљка. 
Конструисана призма је већа 
од половине ваљка; јер, ако 
око круга АВГА опишемо 
квадрат, уписани квадрат је половина описаног, а тела кон-- 
струисана над њима су призме једнаких висина. А како су 
призме једнаких висина у размери њихових основа, биће 
призма конструисана над квадратом АВГА једнака половини 
" призме над квадратом описаним око круга АВГА. А како је 
ваљак мањи од призме конструисане над квадратом описа- 
ним око круга АВГА, биће призма конструисана над квадра- 
том АВГА са висином једнаком висини ваљка већа од поло~ 
вине ваљка. Преполовимо кружне лукове АВ, ВГ, ГА, ДА 
тачкама Е, 2, Н, 0 и повуцимо ДЕ, ЕВ, 82, 2/Г, ГН, НА, 46, 
ФОА. Тада је сваки од троуглова АЕВ, В2Г, ГНА, АДА већи 
од половине отсечка круга АВГА, како смо раније доказали. 
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Конструишимо над сваким од троуглова АЕВ, В2Г, ГНА, АДА 
призму која има висину једнаку висини ваљка. Тада је и 
свака од конструмсаних призама већа ол половине отсечка 
ваљка, јер, ако кроз тачке Е, 2, Н, 0 повучемо праве пара- 
лелне са АВ, ВГ, ГА, ДА допунимо паралелограме на АВ, ВГ 
ГА, ДА и над Њима конструншемо паралелепипеде са виси- 
нама једнаким висини ваљка, половина сваког је призма кон- 
струисана над троугловима АЕВ, В2Г, ГНА, Д8А. И отсечци 
ваљка су мањи од конструисаних паралелепипеда. На тај 
начин су призме конструисане над троугловима АЕВ, В2, 
ГНА, АВА веће од половине отсечака. Ако преполовимо 
" преостале кружне лукове, повучемо праве и конструишемо 
над сваким троуглом призму са висином ваљка, онда, посту- 
пајући тако непрекидно, добићемо на крају такве отсечке 
ваљка чији ће збир бити мањи од разлике ваљка и утро- 
стручене купе. Нека је то постигнуто са отсечцима АЕ, ЈЕВ, 
87, 2Г, ГН, НА, 48, дА. Тада је преостала призма, са осно- 
вом многоуглом АЕВ2ХГНАВ и висином ваљка, већа од утро- 
стручене купе. Но призма којој је многоугао АЕВ2ГНАО у 
основи и висина једнака висини ваљка једнака је трострукој 
пирамиди којој је многоугао АЕВ2ГНАО основа и врх у врху 
купе. Према томе је пирамида којој је многоугао АЕВ НА 
основа и врх у врху купе већа од купе са кругом АВГА у 
основи, али је она и мања, јер је она обухваћена купом. 
А то је немогуће. Према томе ваљак неће бити већи од 
утростручене купе. 

Тврдим да ваљак неће бити ни мањи од утростру- 
чене купе. 

Заиста, ако је могуће, нека ваљак буде мањи од утро- 
стручене купе; значи, обрнуто, купа је већа од трећине 
ваљка. Упишимо у круг АВГА квадрат АВГА. Тада је ква- 
драт АВГА већи од половине круга АВГА. Конструишимо 


над квадратом АГВА пирамиду са врхом у врху купе. Кон- 


струисана пирамида је већа од половине купе, јер, како смо 
већ доказали, ако опишемо око круга квадрат, квадрат АВГА 
биће једнак половини квадрата описаног око круга. И ако 
„на квадратима конструишемо паралелепипеде, који се зову 
и призме, са висинама једнаким висини купе, биће призма 


одар праћење 


27 


конструисана над квадратом АВГА половина призме конструи- 
сава над квадратом описаним око круга, јер су оне у раз- 
мери једна према другој као основе. А у истој су размери 
и њихове трећине. Према томе је пирамида којој је квадрат 
АВГА у основи половина пирамиде конструисане над квадра- 
том описаним око круга. А пирамида конструисана над ква- 
дратом описаним око круга је већа од купе, јер она купу 
обухвата. Према томе је пирамида којој је квадрат АВГА у 
основи и врх у врху купе веђа од половине купе. Препо- 
ловимо кружне лукове АВ, ВГ, ГА, ДА тачкама Е, 2, Н, 0 
и повуцимо АЕ, ЕВ, 82, 27, ГН, НА, дд, 04; тада је сваки од 
троуглова АЕВ, В2Г, ГНА, ДВА већи од половине одговарајућег 
отсечка круга. Сад конструншимо над сваким од троуглова 
АЕВ, В7Г, ГНА, ДдА пирамиду са истим врхом као и купа. 
Свака од конструисаних пирамида биће, на основу изведе- 
вих расуђивања, већа од половине одговарајућег отсечка 
купе. Ако преполовимо преостале кружне лукове, повучемо 
праве и конструишемо над сваким од троуглова пирамиду 
са врхом у врху купе, онда ћемо, тако поступајући непре- 
стано, добити на крају такве отсечке купе, чији ће збир 
бити мањи од разлике купе и трећег дела ваљка. Нека је то 
постигнуто са отсечцима ДЕ, ЕВ, 82, 27, ГН, НА, Дд, дА. 
Тада је преостала пирамида, којој је многоугао АЕВаГНАО 
у основи и врх у врху купе, већа од трећине ваљка. Али је 
пирамида којој је многоугао АЕВ2ГНАО основа и врх у врху 
купе трећина призме којој је многоугао АЕВ2ГНАО у основи 
и висина једнака висини ваљка. Према томе је призма којој 
је многоугао АЕВ2ГНАО у основи и висина једнака висини 
ваљка већа од ваљка са кругом АВГА у основи. Али је она 
и мања, јер је ваљак обухвата. А то је немогуће. На овај начин 
ваљак неће бити мањи од утростручене купе. А доказано је 
да неће бити ни већи од утростручене купе. Према томе је 
вељак утростручена купа, дакле купа је трећина ваљка. 

На овај начин је свака купа трећина ваљка, ако имају 
исту основу и једнаке висине. А то је требало доказати.:' 


1. 


Купе и ваљци са истом висином односе се једно према 
другом, посебице, као основе. 
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Нека су дате купе и ваљци исте висине, њихове основе 
су кругови АВГА и Е2Но, осе—КА, ММ, пречници основа 
АГ и ЕН. Тврдим, да се круг АВГА односи према кругу 
Ехне као купа АА према купи ЕМ. | 

Заиста, ако није, нека је круг АВГА према кругу Ено 
као купа АА према купи или мањој од купе ЕМ или већој. 
Нека, прво, буде према мањој 5 и нека је тело 'Ф једнако 
разлици између купе ЕМ и тела 2. Према томе је купа ЕМ 


једнака збиру тела 2 и 'У. Упишимо у круг Е2Н0 квадрат 
Е2Н9. Према томе је тај квадрат већи од половине круга. 
Конструишимо над квадратом Е2НО пирамиду са висином 
купе. На овај начин конструисана пирамида је већа од поло- 
вине купе, јер, ако око круга опишемо квадрат и над њим 
конструишемо пирамиду са висином купе, биће уписана пира- 
мида половина описане, пошто су оне у размери основа. А 
купа је мања од описане пирамиде. Преполовимо кружне 
лукове Е2, 264, НО, ФЕ тачкама О, П, Р, У и повуцимо 
праве 00, ОЕ, ЕП, П2, 2, РН, Ну, 20. Према томе је сваки 
од троуглова ООЕ, ЕП2, 2РН, НХд већи од половине одго- 
варајућег кружног отсечка. Конструишимо над сваким од 
троуглова ООЕ, ЕП2, ХРН, Нд пирамиду са висином једна- 
ком висини купе. И тада је свака од конструисаних пирамида 
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већа од половине одговарајућег отсечка купе. Ако преполо- 
вимо преостале кружне лукове, повучемо праве и констру- 
ишемо над сваким троуглом пирамиду са висином једнаком 
висини купе, добићемо, тако поступајући непрекидно, отсечке 
купе, чији је збир мањи од тела Ф. Нека је то постигнуто 
са ООЕ, ЕП2, зХРН, Нхд. Према томе је преостала пирамида, 
којој је многоугао ООЕП2РН2 основа, висина једнака висини 
купе, већа од тела 2. Упишимо и у круг АВГА многоугао 
АТАХВФГХ, сличан и у сличном положају са многоуглом 
ФООЕПДРНХ, и конструишимо над њим пирамиду са висином 
купе Ал. Пошто је сад квадрат на АГ према квадрату на ЕН 
као многоугао ДТАТВФГХ према многоуглу ВОЕПХРНУ, а 
квадрат на АГ је: према квадрату на ЕН као круг АВГА 
према кругу Ено, биће круг АВГА према кругу 220 као 
многоугао АТАТВФГХ према многоуглу ВОЕНХРНЕ. Али 
круг АВГД је према кругу Е2Н0 као купа АЛ према телу 
2, а многоугао АТАЕВФГХ према многоуглу ООЕПХРН2 као 
пирамида којој је многоугао АТАТВФГХ основа и врх у тачки 
А према пирамиди којој је многоугао ВОЕПДРН> основа и 
и врх у тачки М. МИ на тај начин је купа АЛ према телу = 
као пирамида којој је многоугао ДТАХВФГХ основа и врх у' 
тачки Л према пирамиди којој је многоугао ООЕПЗРНЕХ 
основа и врх у тачки М. На тај начин, после промене реда, 
купа АЛ се односи према пирамиди у њој као тело 2 према 
пирамиди у купи ЕМ. Но купа АЛ је већа од пирамиде у 
њој. Па према томе је и тело = веће од пирамиде у купи 
ЕМ. А оно је мање. А то је бесмислено. МИ тако се круг 
АВГА не односи према кругу Е2Нд као купа ДА према телу 
мањем од купе ЕМ. Слично се доказује да се ни круг Е2Н0 
не односи према кругу АВГА као купа ЕМ према телу мањем 
од купе АЛ. 

Тврдим да се ни круг АВГА неће односити према кругу 
ЕХНО као купа АЛ према телу већем од купе ЕМ. 

Заиста, ако је могуће, нека буде према већем телу 2. 
Значи, обрнуто: круг Е2Н0 је према кругу АВГА као тело 
= према купи АЛ. Но тело 2 је према купи АЛ као купа 
ЕМ према телу мањем од купе АЛ. И према томе је круг 
Е2Ннд према кругу АВГА као купа ЕМ према телу мањем од 
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купе АЛ. А ово је, како смо доказали, немогуће. На тај 
начин не односи се круг АВГА према кругу Е2Нд као купа 
АЛ према телу већем од купе ЕМ. А доказано је да се не 
односи ни према мањем. Према томе је круг АВГА према 
кругу Е2Нб као купа АЛ према купи ЕМ. 

Но купа је према купи као ваљак према ваљку, јер је 
свако трипут већи од сваког. М према томе се круг АВГА 
односи према кругу Е2НО као и ваљци конструисани над 
њима, са једнаким висинама (са купама). 

На овај начин, купе и ваљци са истом висином односе 
се једно према другом, посебице, као основе. А то је тре- 
бало доказати.!“ 


12. 


Сличне купе међу собом и слични ваљци међу собом су 
у размери трипут вишој од размере пречника њихових основа. 

Нека су дате сличне купе и слични ваљци чије су 
основе кругови АВГА и Е2Н0, пречници ВА и 20, а осе 
купа и ваљака КА и ММ. Тврдим да је купа којој је основа 
круг АВГА и врх у тачки Л према купи којој је основа круг 
Е2НО и врх у гачки М у размери трипут вишој од размере 
ВА према 29. 

Заиста, ако купа АВГАЛ није према купи Е2НОМ у раз- 
мери трипут вишој од размере ВА према 20, биће онда купа 
АВГАА у размери трипут вишој или према телу мањем од 
купе ЕДНОМ или према већем телу. Нека, прво, буде према 
мањем телу 2. Упишимо у круг Е2Н0 квадрат Е2Н0. Тада 
је квадрат 2210 већи од половине круга Е2Н6. И констру- 
ишимо над квадратом Е2Н0 пирамиду са врхом у врху купе. 
Конструисана пирамида је већа од половине купе. Преполо- 


ловимо кружне лукове Е2, 2, На, дЕ тачкама О, ЉР,%2% 


и повуцимо праве ЕО, 02, 21П, ПН, НР, Р6, 97, 2Е. Сваки 
од троуглова ЕО2, 2ПН, НРе, 0О%Е је мањи од половине 
одговарајућег отсечка круга. Сад конструишимо над сваким 
од троуглава ЕО2, 2ПН, НРе, 02 пирамиду са врхом у врху 
купе. М свака од конструисаних пирамида је већа од поло- 
вине одговарајућег отсечка купе. Ако преполовимо преостале 


кружне лукове, повучемо праве и конструишемо над сваким. 
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троуглом пирамиду са врхом у врху купе, онда ћемо, посту- 
пајући тако непрестано, добити на крају отсечке купе чији ће 
збир бити мањи од разлике купе Е2НОМ и тела 2. Нека је 
то постигнуто са ЕО, 02, 21, ПН, НР, Ра, 02. ХЕ. Тада је 
преостала пирамида којој је многоугао ЕО2ПНРО2 у основи и 


врх у тачки М већа од тела 2. Упишимо и у круг АВГА 
многоугао АТВАГФАХ сличан и у сличном положају са 
многоуглом ЕО2ПНРОХ, и конструишимо над многоуглом 
АТВТГААХ пирамиду са врхом у врху купе, и нека је ЛВТ 
један од троуглова бочне површине пирамиде којој је много- 
угао АТВУГФАХ у основи и врх у тачки Л, а М2О један од 
троуглова бочне површине пирамиде којој је многоугао 
ЕО2ПНРОг у основи и врх у тачки М, и повуцимо КТ и МО. 
Пошто је купа АВГАЛ слична купи Е2НОМ, биће ВА према 
према 20 као оса КА према оси ММ. И ВА је према 20 као 
ВК према 2М. И према томе је ВК према 2М као КЛ према 
ММ. Но краци једнаких углова су пропорционални, премз 
томе је троугао ВКА сличан троуглу 2ММ. Затим, пошто је 
ВК према КТ као 2М према МО и то су краци једнаких 
углова ВКТ, 2МО, јер је угао ВКТ исти део од четири права 
угла код центра К, који је и угао 2МО од четири права 
угла код центра М. Пошто су сад код једнаких углова краци 
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пропорционални, биће троугао ВКТ сличан троуглу 2МО. 
Затим, пошто је доказано да је ВК према КА као 2М према 
ММ, ВК једнако КТ, а #М—ОМ, онда је ТК према КА као 
ОМ према ММ. И то је код једнаких углова ТКА и ОММ, 
јер су они прави. Како су стране пропорционалне, троугао 
АКТ је сличан троуглу ММО. И пошто је, због сличности 
троуглова ВКТ и 2МО, КВ према ВТ као М2 према 70. 
Затим, пошто је, због сличности троуглова АТК, МОМ, ЛАТ 
према ТК као МО према ОМ и, због сличности троуглова 
ТКВ и ОМ2, КТ је према ТВ као МО према 02, биће, због 
једнакоудаљености, АТ према ТВ као МО према О2. А дока- 
зали смо да је и ТВ према ВлА као О2 према 2М. На тај 
начин, због једнакоудаљености, ТЛА је према ЛВ као ОМ према 
М27. Према томе су стране троуглова АТВ и МО пропор- 
ционалне. Значи троуглови АТВ и МОг2 имају једнаке углове, 
те су према томе слични. На тај начин је пирамида којој је 
троугао ВКТ у основи и врх тачки ЛА слична пирамиди којој 
је троугао 2МО у основи и врх у тачки М, јер су оне обу- 
хваћене сличним равнима у истом броју. Али је размера слич- 
них пирамида које имају троуглове у основама трипут виша 
од размере хомологних ивица. Према „томе је размера пирамиде 
ВКТА према пирамиди 2МОМ трипут виша од размере ВК 
према 2М. На сличан начин, ако повучемо праве изаА,Х, 4 
Ф,Г,Х какКизЕе 2, 9, Р,Н, П ка М и конструнишемо над 
свим троугловима пирамиде са врховима у врху купа, може се 
доказати да је размера сваке од пирамида према свакој пира- 
миди у сличном положају виша од размере ивице ВК према 
хомологној ивици 2М, тј. размере ВА према 20. И пошто је 
један претходни према једном наредном као збир свих прет- 
ходних према збиру свих наредних, биће пирамида ВКТЛА 
према пирамиди 2МОМ као цела пирамида којој је многоугао 
АТВТГФАХ у основи и врх у тачки ЛА према целој пирамиди 
којој је многоугао ЕОХПНРОХ у основи и врх у тачки М. 
Према томе је размера пирамиде којој је многоугао АТВЕГФАХ 
у основи и врх у тачки Л према пирамиди којој је многоугао 
ЕО2ПНРОХ у основи и врх у тачки М трипут виша од раз- 
мере ВА према 20. А претпоставља. се да је и размера купе 
којој је круг АВГА у основи и врх у тачки Л према телу = 
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трипут виша од размере Ва према 20. На овај начин је купа 
којој је круг АВГА у основи и врх у тачки Л према телу 
2 као пирамида којој је многоугао АТВХГФАХ основи и 
врх у тачки А према пирамиди којој је многоугао ЕО27ПНРОг 
у основи и врх у М. Или, после промене реда, купа којој је 
круг АВГА у основи и врх у ЛА се односи према својој пира- 
миди којој је многоугао АТВЕГФАХ у основи и врх у тачки 
А као тело 2 према пирамиди којој је многоугао ЕО2ПНРОХ 
у основи и врх у М. Али поменута купа је већа од пирамиде, 
јер је обухвата. Према томе и тело 2 је веће од пирамиде 
којој је многоугао ЕО2ПНРОг у основи и врх у М. Но оно 
је и мање. А то је немогуће. На овај начин купа којој је круг 
АВГА у основи и врх у А неће бити у размери према неком 
телу мањем од купе којој је круг ЕЈНО у основи и врх у Му 
трипут вишој размери од размере ВА према 29. Слично се 
доказује да и купа ЕЈНОМ неће бити према телу мањем од 
купе АВГАЛ у размери трипут вишој од размере 28 према ВА. 

Тврдим да купа АВГАЛ неће бити ни према телу већем 
од купе Е2НОМ у размери трипут вишој од размере ВА 
према 28. 

Заиста, ако је то могуће, нека буде према већем телу 
=. Према томе, обрнуто, тело = је према купи АВГАЛ у 
размери трипут вишој од размере 20 према ВА. Тело 2 је 
је према купи АВГДАЛ као купа Е2НОМ према телу мањем 
од купе АВГДАА. Дакле, купа Е2Н0дМ је према телу мањем од 
купе АВГДА у размери трипут вишој од размере 20 према 
ВА. А доказано је да је то немогуће. Према томе купа АВГАЛ 
према телу већем од купе Е2НОМ није у размери трипут 
вишој од размере ВА према 20. А доказано је да није ни 
према мањем телу. На овај начин кула АВГАЛ је према купи 
ЕгНОМ у размери трипут вишој од размере ВА према 20. 

Али купа према купи је као ваљак према ваљку, јер је 
ваљак трипут већи од купе са истом основом и висином. 
Према томе је и ваљак према ваљку у размери трипут вишој 
од размере ВА према 20. 

На овај начин, сличне купе међу собом и слични ваљци 
међу собом су у размери трипут вишој од размере пречника 
њихових основа. А то је требало доказати 


Буклидови елементи р Б] 
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13. 


Ако је ваљак пресечен неком равни паралелном са 
наспрамним равнима, односиће се оса према оси као ваљак према 
ваљку. 

Нека је ваљак АД пресечен са равни На, која је пара- 
лелна са наспрамним равнима АВ и ГА, и нека раван НО 
сече осу у тачки К. Тврдим да је ваљак ВН према ваљку 
НА као оса ЕК према оси К2. 

Заиста, продужимо осу Е2 на обе стране до тачака А 
и М, одмеримо неколико дужи ЕМ, МЛ једнаких ЕК, и неко- 
лико дужи 25, ЕМ једнаких 2К, и замислимо на оси АМ 
ваљак ОХ коме су кругови ОП и ФХ основе. Па кроз тачке 


Ми 2 конструишимо равни паралелне са АВ и ГА и са осно- 
вама ваљка ОХ и добићемо кругове РХ и ТЕ са центрима 
М и 2. Пошто су осе АМ, МЕ, ЕК једнаке међу собом, одно- 
сиће се ваљци ПР, РВ, ВН међу собом као основе. Али и 
основе су једнаке. Према томе су и ваљци ПР, РВ, ВН 
једнаки међу собом. Пошто су сад осе АМ, МЕ, ЕК једнаке 
међу собом, а и ваљци ПР, РВ, ВН међу собом, и број једних 
једнак је броју других, биће оса КЛ исти мултиплум осе ЕК 
који је и ваљак ПН мултиплум ваљка НВ. Из истих разлога је 
и оса МК исти мултиплум осе К2 који је, и ваљак ХН ваљка 
НА. И ако је оса КЛ једнака оси КМ, биће и ваљак ПН 
једнак ваљку НХ, ако је оса већа дд осе, биће и ваљак већи 
од ваљка, и ако је мања, биће мањи. Од четири величине, 
наиме две осе ЕК и К;2, и два ваљка ВН и НА, начињени су 
исти мултиплуми, од осе ЕК и од ваљка ВН, оса ЛК и ваљак 
ПН, а од осе К2 и од ваљка НАа—оса КМ и ваљак НХ, и 
доказано је да ће, ако је оса КЛ већа од осе КМ, бити и 
ваљак ПН већи од ваљка НХ, ако је једнака, једнаки, а ако 
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је мања, мањи. На овај начин се оса ЕК односи према оси 
К2 као ваљак ВН према ваљку НА. А то је трабало дока- 
зати,1% 


14. 


Купе и ваљци са једнаким основама су у размери 
висина. 


Нека ваљци ЕВ и 24 имају једнаке кружне основе АВ 
и ГА. Тврдим да је ваљак ЕВ према ваљку 24 као и оса 
на према оси КЛ. 


Заиста, продужимо осу КЛ према тачки М, одмеримо 
дуж АМ једнаку оси НО и замислимо око осе ЛАМ ваљак ГМ. 
Пошто су сад ваљци ЕВ и ГМ исте висине, они су у размери 
основа, а ако су основе једнаке, и ваљци ЕВ и ГМ су 
једнаки. И како је ваљак 2М пресечен равни ГА, која је 
паралелна са наспрамним рав- 
нима, биће ваљак ГМ према 
ваљку 24 као оса ЛМ према 
оси КА. Но ваљак ГМ једнак 
је ваљку ЕВ, а оса АМ оси 
но. Према томе је ваљак 
ЕВ према ваљку 24 као оса 
НО према оси КЛ. Али је 
ваљак ЕВ према ваљку 24 
као купа АВН према купи 
ГАК. На овај начин је оса 
НО према оси КЛ као купа 
АВН према кули ГАК и као 
ваљак ЕВ према ваљку 24. А то је требало доказати.1" 


15. 


Код једнаких купа и ваљака основе су обрнуто пропор- 
циовалне висинама. Купе и ваљци, код којих су основе 
обрнуто пропорционалне висинама, једнаки су. 

Нека су дате једнаке купе и једнаки ваљци, који имају 
кругове АВГА и Е2НО у основама, и пречнике. АГ и ЕН, а 
осе КЛ и ММ, које су и висине купа и ваљака, па допунимо 
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ваљке Аз и ЕО. Тврдим да су код ваљка Аг и ЕО основе 
обрнуто пропорционалне висинама, тј. основа АВГА је према 
основи Е2НО као висина ММ према висини КА. 


Заиста, висина ЛК је или једнака висини МК или није. 
Нека је, прво, једнака. Но и ваљак А једнак је ваљку ЕО. 
Али купе и ваљци са истом висином су у размери међу собом 
као основе. Према томе је и основа АВГА једнака основи 
Е2На. И обрнуто, основа АВГА према основи Е2НО је као 
висина ММ према висини КА. 

Нека међутим висина ЛК не буде једнака висини ММ, 
већ ова, ММ, већа. Одузмимо од ММ висину ПМ, једнаку 
КА, и пресецимо ваљак ЕО са равни ТУГ кроз тачку П, 
равни која је паралелна са равнима-– ЕзНО и круга РО—и 
над кругом Е2НО као основом замислимо ваљак ЕХ са 
висином МП. Пошто је ваљак А једнак ваљку ЕО, биће 
ваљак Аг према ваљку ЕБ као ваљак ЕО према ваљку. Е7. 
Но ваљак Аз је према ваљку Е као основа АВГА према 
основи Е2На, јер ваљци А и ЕБ имају исту висину. Но 
ваљак ЕО је према ваљку ЕБ као висина ММ према висини 
ПК, јер је ваљак ЕО пресечен са равни која је паралелна са 
наспрамним равнима. Према томе је основа АВГА према основи 
Е2Мд као висина ММ према висини ПМ. Али је висина ПМ 
једнака висини КА. Дакле, основа АВГА је према основи Е2М0 
као висина ММ према висини КА. На овај начин су код ваљака 
АЕ и ЕО основе обрнуто пропорционалне висинама. 

Нека су сад код ваљака Аг и ЕО основе обрнуто про- 
порционалне висинама, тј. основа АВГА је према основи 2210 
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као висина ЕМ према висини КЛ. Тврдим да је ваљак Аг 
једнак ваљку ЕО. 

Заиста, после истих конструкција закључујемо, да ће се, 
пошто је основа АВГА према основи Е2Нд као висина ММ 
према висини КА, а висина КА једнака висини ПМ, основа 
АВГА односити према основи Е2НО као висина ММ према 
висини ПМ,. Али основа АВГА је према основи Е2Нв као 
ваљак Аг према ваљку ЕУ, јер су они са истом висином. И 
висина ММ је према висини ПМ као ваљак ЕО према ваљку 
Ег. Према томе је ваљак А2 према ваљку ЕУ као ваљак ЕО 
према ваљку Е7. На овај начин је ваљак А5 једнак ваљку 
ЕО. Исто н са купама. А то је требало доказати,!% 


16. 


Ако су дата два круга са истим центрима, уписати у 
већи круг једнакострани многоугао, са парним бројем страна, 
који не додирује мањи круг. 

Нека су дата два круга АВГА и Е2НО са истим центром 
К. Треба у већи круг АВГА уписати једнакострани многоугао 
са парним бројем страна који не додирује круг Е2На. 

Повуцимо кроз центар К праву ВКА, а кроз тачку Н 
праве ВА повуцимо, под правим углом, праву НА и проду- 
жимо је до Г. Права АГ “Г је, 
према томе, тангента круга 
Е28. Преполовимо лук ВА4 
и његову половину поново 
преполовимо; поступајући та- 
ко стално, добићемо лук мањи 
од АД. Нека је то постигнуто 
и нека то буде ЛА; и из тачке 
ЛА спустимо на ВА нормалу 
АМ 'и продужимо до Ми 
повуцимо ЛА и А; тада је 
ЛА једнако АМ. Пошто је ЛМ 
паралелна са АГ, а АГ тангента круга Е2НО права ЛМ неће 
додиривати круг Е2НО. Утолико пре дужи ЛА, АМ неће 
додиривати круг Е2НО. Према томе, ако у кругу АВГА 
почнемо цртати праве једнаке ЛА, биће у круг АВГА уписан 
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једнакостран многоугао, са парним бројем страна, који не 
додирује мањи круг Е2Н6. А то је требало извести,!" 


17.. 


Ако су дате две сфере са истим центром, уписати у 
већу сферу полиједарско тело које не додирује површину 
мање сфере. 

Нека су дате две сфере са истим центром А. Треба у 
већу сферу уписати полиједарско тело које не додирује повр- 
шину мање сфере. 

Пресецимо ове сфере неком равни кроз центар. Тада су 
пресеци кругови, јер се сфера добива обртањем полукруга 
око непомичног пречника, те тако ма у ком положају ми 


замислимо тај полукруг, раван кроз исти даје круг на повр- 
шини сфере. И јасно је да је тај круг највећи могући, јер је 
пречник сфере, који је у исто време пречник и полусфере, а 
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природно, и круга, највећа дуж која може да стане у круг 
или у сферу. Нека сад ВГДЕ буде круг веће сфере, а 280 
круг мање сфере; повуцимо два пречника ВА и ГЕ, управна један 
на други. То су два круга са истим центром, ВГДАЕ и 28 па 
упишимо у већи круг ВГДАЕ једнакострани многоугао са пар- 
ним бројем страна, који не додирује мањи круг 28. Нека су 
ВК, КА, АМ, МЕ његове стране у квадранту ВЕ; па пову- 
цимо праву КА, продужимо до М, затим из тачке А повуцимо 
нормалу А2 на раван круга ВГДЕ и нека ова сече површину 
сфере у тачки =, па кроз А8 и сваку од ВА и КМ констру- 
ишимо равни. Оне ће на површини сфере образовати велике 
кругове. Узмимо да образују оне кругове којима припадају 
полукругови ВЕД и КЕМ на пречницима ВА и КМ. Пошто 
је ДА управна на равни круга ВГДЕ и свака раван кроз 
БА је управна на равни круга ВГДАЕ, биће и полукругови 
ВЕд и КЕМ управни на равни круга ВГЛЕ. А како су ВЕА4, 
ВЕд и КЕМ једнаки полукругови, јер су на једнаким преч- 
ницима ВА и КМ, биће једнаки међу собом и квадранти ВЕ, 
ВЕ и КЕ. И према томе колико је страна многоугла у ква- 
дранту ВЕ, толико ће бити дужи једнаких ВК, КА, АМ, МЕ 
у једнаким квадрантима ВА и КЕ. Упишимо и нацртајмо ВО, 
ОП, ПР, РЕ, К>, СТ, ТУ, У, затим спојимо 20, ТП, УР, па 
из тачака О и 2 спустимо нормале на раван круга ВГДЕ. Оне 
ће пасти на ВА и на КМ, што су пресеци равни, јер су равни ВЕД 
и КЕМ управне на равни круга ВГДЕ. Нека то буду нормале ОФ 
и 2Х, па повуцимо ХФ. И пошто су на једнаким полукруговима, 
ВЕА и КЕМ, одмерени једнаки лукови, ВО и КХ, и повучене 
нормале ОФ и УХ, биће ОФ једнако УХ и ВФ једнако КХ. 
А пошто је цело ВА једнако целом КА, биће и остатак ФА 
једнак остатку ХА. Према томе је ВФ према ФА као КХ према 
ХА и ХФ је паралелно са КВ. А пошто је свако од ОФ и 2Х 
управно на равни круга ВГДЕ, биће ОФ паралелно ХХ. А 
доказано је и да је једно другом једнако. Према томе су ХФ 
и 2О међу собом једнаки и паралелни. И пошто је ХФ пара- 
лелно 20, а ХФ је паралелно КВ, онда јен 2О паралелно КВ. 
Сад повуцимо ВО и КХ. Тада је КВОХ раван четвороугао, 
јер, ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих су 


узете две произвољне тачке, две праве, које спајају те тачке, биће 
у равни паралелних правих. Из истих разлога је и сваки од 
четвороуглова ЗОПТ и ТПРУ у равни. А и троугао УР2 је 
у равни. Ако замислимо праве што спајају тачку А са 
тачкама О, 2, П, Т, Р, У, онда се образује нека полиједар- 
ска фигура која се налази између лукова Ва и КЕ и која 
је образована од пирамида које имају у основама четвороу- 
глове КВОХ, ОПТ, ТПРУ и троугао УР:,а врх у тачки А. 
Ако на свакој од страна КА, АМ, МЕ извршимо исте конструк- 
ције као и на ВК, а исто тако и у осталим трима квадрантима, 
добива се фигура полиједра уписаног у сферу и састављеног 
од пирамида са четвороугловима и троуглом УР5 у основама, 
а такође и од основа у сличном положају са њима, и са 
врхом у тачки А. Р 

Тврдим да наведени полиједар неће додиривати површину 
мање сфере на чијој је површини круг 28. 

Из тачке А спустимо нормалу АЛР на раван четвороугла 
КВОХ и нека она продире ту раван у тачки У, па повуцимо 
УВ и УК. Пошто је А нормала на равни четвороугла 
КВО, она ће бити управна и на свакој правој у тој равни 
која је сече. Према томе је АШ управна и на свакој од 
правих В! и ЧК. И пошто је АВ једнако АК, биће и квадрат 
на АВ једнак квадрату на АК. Но квадрат на АВ једнак је 
збиру квадрата на А'У и на ФВ, јер је угао код Ф прав. И 
квадрат на АК једнак је збиру квадрата А'Р и на ФК. Значи 
збир квадрата на АУ и ФВ једнак је збиру квадрата на А'У 
и на ЧК. Одузимамо заједнички квадрат на А. Тада је и 
преостали квадрат на В'У једнак преосталом квадрату па ФК. 
Значи и ВУ једнако је ШК. На сличан начин се доказује да 
"су и праве повучене из Шу О и у 2 једнаке свакој од пра- 
вих ВФ и ФК. Према Томе круг коме је центар у 'У и дужи 
ЧВ и УК као полупречници проћи ће и ка тачке О и Х,а 
четвороугао КВО» биће у кругу. 

И пошто је КВ веће од ХФ, а ХФ је једнако 2, веће 
је и КВ од 20. Но КВ је једнако и К> и ВО. Према томе 
је и свако од КУ и ВО веће од 20. И пошто је четвороугао 
КВОг у кругу, дужи КВ, ВО, К2 су једнаке, а О је мање 
и ВУ је полупречник, биће квадрат на КВ већи од удвостру- 
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ченог квадрата на ВУ. Повуцимо из К нормалу КО на ВФ. 
Сад пошто је ВА мање од двоструког 0, и Ва је према 
АО као правоугаоник од АВ и ВО према правоугаонику од 
АО и ОВ, онда ће, кад се на ВО конструише квадрат и 
допуни паралелограм на О, правоугаоник од АВ и ВО бити 
мањи од двоструког правоугаоника од А0 и ОВ. И зко се 
повуче КА, биће правоугаоник од АВ и ВО једнак квадрату 
на ВК и правоугаоник од ДАО и ОВ једнак квадрату на КО. 
И према томе је квадрат на КВ мањи од удвострученог 
квадрата на ВО. Али квадрат на КВ је већи од удвострученог 
квадрата на В', па је према томе и квадрат на КО већи од 
квадрата на В'. Но како је ВА једнако КА, биће и квадрат 
на ВА једнак квадрату на АК. И збир квадрата на ВЕ и на 
ЧА једнак је квадрату на ВА, а збир квадрата на КО и на 
ОА квадрату на КА, па је према томе збир квадрата на В' 
и'на ША једнак збиру квадрата на КО и на ОА, али квадрат 
на КО је већи од квадрата на В'У. Значи, преостали квадрат 
на ОД мањи је од квадрата на ФА. Због тога је А веће од 
АО. Тим пре је АШ веће од АН. И А' је нормала спуштена 
ва једну од основа полиједара, а АН је нормала повучена 
према површини мање сфере. Према томе полиједар не доди- 
рује површину мање сфере. Е 

На овај начин, за две сфере са истим центром у већу 
сферу је уписано полиједарско тело које не додирује повр- 
шину мање сфере. А то је требало извести.2" 


Последица 


Ако се и у другу сферу упише полиједарско тело слично- 
полиједарском телу уписаном у сферу ВГДЕ, биће размера 
полиједарског тела уписаног у сферу ВГДАЕ према полиједар- 

· ском телу уписаном у другу сферу трипут виша од размере 
пречника сфере ВГДЕ према пречнику друге сфере. Заиста, 
ако поделимо оба тела на исти број пирамида са сличним 
распоредом, биће пирамиде сличне. Но размера сличних пира- 
мида је трипут виша од резмере хомологних ивица. Према 
томе је размера пирамиде којој је основа КВО и врх у 
тачки А према пирамиди која има сличан положај у другој 
сфери трипут виша од размере хомологне ивице према хомо- 
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логној ивици, тј. полупречника АВ сфере којој је центар у 
А према полупречнику друге сфере. Слично томе је и размера 
сваке пирамиде у сфери којој је центар у А према пирамиди 
која има сличан положај у другој сфери је трипут виша од 
размере АВ према полупречнику друге сфере. Али како је 
један од претходних према одговарајућем наредном, тако је 
и збир свих претходних према збиру свих наредних. Због 
тога је размера целог полиједарског тела уписаног у сферу 
којој је центар у А према целом полиједарском телу упи- 
саном у другу сферу трипут виша од размере АВ према 
полупречнику друге сфере, тј. пречника ВА према пречнику 
друге сфере. А то је требало извести.“ 


18. 


Размера једне лопте према другој је трипут виша од 
размере њихових пречника. | 5 

Замислимо лопте АВГ и ДЕ2; нека су им пречници ВГ 
и Е2. Тврдим да је размера лопте АВГ према лопти ДЕ2 
трипут виша од размере ВГ према 22. 

Заиста, ако ра- 
змера лопте АВГ пре- 
ма лопти ЛЕ није 
трипут виша од ра- 
змере ВГ према 227, 
биће размера лопте 


размере ВГ према Е7, 
или према лопти ма- 
њој од лопте 4ДЕ2 
или према већој. Не- 
ка буде, прво, према 
' мањој, наиме према 
нек. Замислимо лоп- 
те АЕ7 и НаК око истог центра. Упишимо у већу лопту ДЕ2. 
полиједарско тело тело које не додирује површину мање 
лопте НОК. Упишимо и у лопту АВГ полиједарско тело 
«слично полиједарском телу уписаном у лопту ДЕ2. Тада је 
размера полиједарског тела уписаног у лопту АВГ према 


АВГ трипут виша од 
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полијадарском телу уписаном у лопту ДЕ2 трипут виша од 
размере ГВ према Е7. Али и размера лопте АВГ према лопти 
нек је трипут виша од размере ВГ према Е2. Према томе 
се лопта АВГ односи према лопти НОК као полиједарско 
тело уписано у лопту АВГ према полиједарском телу упи- 
саном у лопту ДЕ27. После промене реда, лопта АВГ се 
односи према њеном полиједру као лопта НОК према поли- 
једарском телу уписаном у лопту ДЕ27. М лопта АВГ је већа 
од њеног полиједра. Већа је према томе и лопта НОК од 
полиједра у лопти ДЕ2. Али је и мања, јер је она њиме 
обухваћена. Значи, лопта АВГ није према мањој лопти ДЕ2 
у размери трипут вишој од размере пречника ВГ према 22. 
Слично се доказује да ја лопта ДЕ2 према лопти мањој од 
лопте АВГ у размеру трипут вишој од размере Е7. према ВГ. 

Тврдим да лопта АВГ није ни према лопти већој од 
лопте ДЕ2, у трипут вишој размери од размере ВГ према 27. 

Заиста, ако је могуће, нека буде према већој ЛММ. 
Значи, обрнуто: лопта ЛММ је према лопти АВГ у трипут 
вишој размери од размере пречника Е2 према пречнику ВГ. 
Али се лопта АММ односи према лопти АВГ као лопта ДЕ2 
према некој мањој лопти од лопте АВГ, пошто је лопта АММ, 
како је раније доказано, већа од лопте ДЕ2. На овај начин 
лопта АЕ2 се односи према лопти мањој од лопте АВГ у 
трипут вишој размери од размере Е2 према ВГ. А доказано 
је да је то немогуће. Према томе лопта АВГ није према 
лопти већој од лопте ДЕ2 у размери трипут вишој од раз- 
мере ВГ према Е2. А доказано је да није ни према мањој. 

На овај начин лопта АВГ је према лопти ДЕ2 у размери 
трипут вишој од размере ВГ према Е7. А то је требало 
доказати.7= 


КОМЕНТАР · 


1 Ова стереометриска књига почиње са две планиметри- 
ске теореме. У првој, коју треба сматрати као лему за другу, 
доказује се једнакост размере површина сличних многоуглова, 
уписаних у кругове, са размером квадрата пречника тих 
кругова; у другој се са том истом размером квадрата преч- 
ника изједначује размера површина самих кругова. 

Било би природније да је та прва теорема била став- 
љена у шесту планиметриску књигу, заједно са другим (4, 5, 
6, 7, 18, 19, 20, 21, 22, 25, 31) теоремама о сличним много- 
угловима, јер је она непосредни закључак 20. теореме те 
књиге. Али Еуклид је дао већу важност другој страни ове 
теореме. Она чини део оног комплекса теорема, које су ве- 
зане за методу ексхаустије (исцрпљивања), а та метода је 
логичка_срж дванаесте књиге. Тако је и ова прва, у суштини 
планиметриска теорема, дошла у ову стереометриску књигу. 

# Анализирајмо доказ ове теореме. _ ; 

Нека К, и К, буде површине кругова пречника а, ид4,. 
Треба доказати да је 

Кк,:К,=<: 4. 

Претпоставимо да то није тако и да је 
(5) . фФф=К:К, 
где је К нека површина, прво, мања од К,. Тада можемо 
конструисати, почев од квадрата, такав правилан многоугао, 
уписан у К,, површине р,, да разлика К,—р, буде мања од 
разлике К,—К, тј. 

(89) | К,—р С К,-К. 
Та конструкција има за циљ да учини разлику К,—р; 


што мањом, да исцрпи разлику К,—К која може бити про- 
извољна. Ово је расуђивање праизвор савремене епсилонтике. 
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Из (+) следује неједнакост 
р>К. 


Ако сад конструишемо правилан многоугао р,, уписан 
у круг К,, сличан многоуглу р,, имамо за површине р, ир, 
. . “а 

према претходној теореми, пропорцију 


4:: Ф=р,:р,. 


Сад из ове једнакости следује, после повећања првог 
члана десне размере на К, и смањења другог члана на К, 
ова неједнакост 


а она је у противуречности са претпостављеном једнако- 
шћу (“). Према томе површина К не може бити мања од К,. 


Свођењем на овај случај, а на основу наредне леме, 
доказује се да К не може имати неку вредност [. већу од 
К, и тиме се утврђује садржај теореме. 


У овој једноставној теореми се види суштина методе 
ексхаустије, кад се разлика између непознате величине, у да- 
том случају површине круга, и познате, у датом случају 
правилног уписаног многоугла, може после примене одређе- 
вог поступка начинити колико год желимо малом, исцрпљеном. 


Еуклидов формалан поступак је правилан, али разлика 
између његовог и савременог расуђивања је у томе што 
Еуклид сматра површину круга као величину јасну саму по 
себи, а у савременом излагању та величина, као и друге 
величине, подлеже претходној дефиницији. Као и на другим 
местима Еуклид искоришћава такозвани очигледан елемент, 
који у строго логичком излагању треба да буде искључен. 


Како овде тако и у претходним књигама Еуклид ништа 
не говори о израчунавању ни површине круга ни дужине 
његове периферије. Еуклид је, разуме се, знао нека практична 
правила за израчунавања тих геометриских величина, но он 
није имао логичку методу за права израчунавања тих вели- 
чина и због тога је одлучио да то питање прећути. 
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Тек је Архимед (287—212 пре наше ере), у својој ра- 
«прави — Кбхлоо џетрђос. — мерење круга — дао методу за 
израчунавање периферије и површине круга. Следећи при- 
меру многих коментатора, навешћемо и ми укратко, са савре- 
меним ознакама, Архимедов поступак при израчунавању 
Архимедовог размака за број л. 


Архимед рачуна обим 
Раб правилног многоугла, од 
96 страна, описаног око круга 
полупречника г = 1, при чему 
искоришћује једноставну 
слику само са једном страном 
(сл. 1). Пре свега узима 
страну правилног шестоугла 
а са вредношћу 


АВ ==, = 27/13 
и рачуна однос полупречни- 
ка према половини стране 
ОСевСште == (3 =,, Сл. 1. 
уз Е 


За У3 узима мању приближну вредност једнаку броју 
265/153. Како је Архимед израчунавао вредности квадратног 
корена, то у наведеној његовој расправи није објашњено. 
Неки коментатори дају о томе своја објашњења, али у то 
нећемо улазити. Са добивеном вредношћу корена имамо за 


ВС = ЕС ову неједнакост 
Ос:всС > 265: 153. 


Даље, искоришћавајући особину бисектрисе угла, према 
којој она дели супротну страну на делове пропорционалне 
странама троугла које чине тај угао, Архимед долази до 


резултата да је за РС= о а 


ОС: 0С7> 571 : 153. 


4 Еуклидови елементи књ. 12 
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Продужујући слична израчунавања Архимед за СН- 
= ; Сав долази до резултата 
ОС: НС > 4673: : 153. 
Одавде следује да је за а=>27 


4 4673: 
Ра — 153-96 
и 
! 
Ра а 
4673: 4672: 7 


при чему је, при извођењу дељења после издвајања целог 
броја, Архимед тројку у имениоцу заменио двојком и тако. 
добио једноставан заокругљен резултат. Пошто је перифе- 
рије круга, коју ћемо означити са Р, мања од периметра 
описаног многоугла, имамо коначно 


Р<3Ја 
| 7 
и, према томе, Архимедова горња граница за п постаје 
л< - =83,(142857). 


За изранунавање друге границе Архимед је употребио 
другу елементарну геометриску методу и помоћу уписаног · 
правилног 96.— угла нашао вредност 


л> за =3,(140845 ...). 


Из граница 

10 
71 
следује да је Архимед први дао вредност броја к са три 
в редносне цифре. _ 

Историја броја љ заједно са питањима ректификације. 
периферије круга и његове квадратуре сачињава велику и 
и значајну главу у историји математике уопште, која ни 
данас није довршена. Овде није место да улазимо у садржај, 
те велике главе. | 


1 
3 3 — 
<< 7 
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3 Ова лема је искоришћена у претходној теореми. Са 
ознакама употребљеним у коментару претходне теореме ова 
„лема би гласила. 

Ако је !. веће од К,, онда је 
(") 1 == К, 2 

К, 
где је КСК,. 

Тачност овог резултата непосредно следује, напр., из 
једнакости 

!К=К|К,. 

Према овој леми други случај претходне теореме се 

овако доказује. Треба свести на први случај једначину 


| (7) ћ = К, 
о 1: 
тде је 1. > КА. 
„После промене реда у ("") имамо 
"НИНА 
777 =, 
о“ 


Десну размеру на основу (>) можемо сменити са К,;Ки 
тада добивамо пропорцију 


где је К <К,. А та пропорција своди други случај на први, 
како је то наглашено у теореми. 

# Ову теорему треба сматрати као припремну за изра- 
чунавање запремине пиримиде путем примене методе ексхау- 
стије. Тек после седме теореме Еуклид долази до резултата 
да је запремина пирамиде једнака једној трећини запремине 
одговарајуће призме. Међутим на основу већ познатих особина 
тела и само једног алгебарског става, наиме вредности збира 
бескрајно опадајуће геометриске прогресије, који је био познат 
Архимеду, из ове теореме следује вредност запремине пира- 
миде. Заиста, ако нашу пирамиду са запремином У допунимо 
до призме, запремине П, са основом АВГ и бочном ивицом 
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ГА, призма НаГАКВ биће осмина призме П, јер, по теореми 
33, ХГ запремине ових сличних тела стоје у размери кубова 
одговарајућих ивица, а ивица ГА је двапут мања од ивице Гл. 
Како наша пирамида садржи две одговарајуће призме, тај 


1 
део запремине У износи - П. Од две преостале пирамиде 


тела У поново можемо издвојити по две призме, чија зајед- 


11 У 
ничка запремина износи је: = ЈЕ] део запремине призме 


П, "На тај начин, одузимајући увек по две призме од двеју 
преосталих пирамида, добићемо овај ред за запремину пирамиде 


а | + (+) + (5) СЕ ~ П. 


| | , 1 7 1 | 
Како је тај збир једнак пЕ :(1 – 7) = 4 ' долазимо ко- 


начно до резултата У= + п. 


Приметимо да са строгошћу античке математике вредност 
збира наведене прогресије (а, >»д и 5,—5,,>0) непосредно 
следује из једначине 


+ (5) + === 
4 4 

Али је за Еуклида циљ ове теореме само у томе да 
искористи запремину пирамиде као величину, од које сеу 
току даљег расуђивања одузима величина већа од половине 
те величине. 

5 У овој теореми се показује да су код пирамида јед- 
наких висина и са троугловима у основама запремине призама, 
и то не само првих које су конструисане према претходној 
теореми, већ свих које се конструишу по том истом правилу 
редом у све мање пирамиде, — запремине свих тих одгова- 
рајућих призама пропорционалне основама полазних пирамида. 
То је друга припремна теорема. 

8 У току доказа претходне теореме требало је искори- 
стити елементарну особину две одговарајуће призме. наведену 
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у леми. У овој леми та особина је потврђена у детаљима. 
1. КБ. Неђегр мисли да ова лема не припада Еуклиду. Неки 
преводиоци (нпр. С. Тћаег) изостављају ову лему. 


7 Структура доказа ове теореме је иста као и структура, 
рецимо, теореме 2. ове књиге, где се примењује метода 
ексхаустије. Тамо су за упоређивање кругова били узети 
правилни многоуглови, а овде су за упоређивање пирамида 
узете двоструке вредности запремине призама смештених у 
пирамиде. 

з Алгебарски садржај теореме овако се изражава. Нека 
су У, У,,..., У, запремине пирамида које су настале после 
поделе целе пирамиде запремине У У, –ФУ,+ ... + У, на пира- 
миде са троугловима 5, 35,,...,5, у основама. Из низа 
једнаких размера 


У У, у, 


сан 5 


непосредно следује 


== 


РАНУ 
6 


где су ознаке очигледне. Пошто на основу теореме за тро- 
стране пирамиде имамо 


(И 

о 
долазимо до пропорције 

у:5- У: 5, 


која изражава тражену теорему. 

9 Ова теорема се заснива на растављању тростране 
призме на три пирамиде истих запремина. Важно је да се 
обрати пажња на то да ове три пирамиде нису конгруентне 
и да се њихова једнакост може доказати тек после доказа 
раније наведених теорема. Према томе у основи доказа ове 
теореме лежи оно што се обично не уводи у строгој форми 


54 


у школску геометрију. Једнакост пирамида једнаких висина 
са једнаким троугловима у основи може се доказати или 
методом ексхаустије или методом прелаза на граничну вред- 
ност. Такозвана Кавалијеријева метода или метода интегралног 
рачуна је модификована претходна метода. Методика изла- 
гања овог питања у елементарној, нарочито школској, геоме- 
трији није ни досад добила неку јасну стандардну форму. 
Мвоги геометри су покушавали да примене методу поделе на 
конгруентне делове или методу допуњавања познатим телима 
до конгруентних делова, односно до целине, али су сви ти 
покушаји остали безуспешни у општем случају произвољне 
тростране пирамиде. Сад су ови покушаји напуштени, јер је 
1902 године математичар М. Ден (Оећп) доказао да је таква 
подели у општем случају немогућа. Оно што је могуће за 
призму, односно за паралелепипед, немогуће је за пирамиду, 
односно за тетраедар. Приметимо 
да Денова теорема не искључује 
могућност поделе односно допуне 
пирамиде специјалног облика. Та- 
ко, напр., коцку можемо поделити 
на шест конгруентних пирамида 
са квадратном основом (сл. 2), 
односно на дванаест конгруентних 
пирамида са троуглом у основи. 


[0 Текст доказа ове после- 
дице је скраћен; тако стоји иу 
Хајберговом грчком тексту. 


У вези са дефинитивним резултатом о запремини пира- 
миде наведимо један историски податак. 

Постоји такозвани Московски папирус, са збирком мате- 
матичких задатака. У 14-ом задатку се одређује запремина 
зарубљене купе, при чему поступак на конкретном примеру 
одговара обрасцу 


Ун +а8+"), 


где је Л висина купе, а а и б стране квадрата једне и друге 
основе. Египтолози сматрају да се тај папирус односи на 
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почетак другог милениума пре наше ере. Према томе од тог 
времена до наших дана прошло је готово четири хиљаде 
година. 


Интересантно је да ни у Московском папирусу, ни у 
вавилонском тексту папируса Британског музеја нема при- 
мера за израчунавање запремине пуне пирамиде, већ само 


примере на зарубљену пирамиду у облику јаме. Вавилонски 
математичар је рачуна помоћу обрасца 


а+ 62 1 ја—ђ,2 
У =7 || -- | + — || |, 
| 2 ) | 2 ) | 
који претставља модификацију претходног обрасца. Први 


а+512 
члан » (757) има вредност запремине призме са средњим 


пресеком, а други одговара запремини осам пирамида у теме- 
вима са висином //2 и квадратном основом којој је страна 


+ =). 


1 Теорема 8. са последицом односи се на сличне пира- 
миде које имају троуглове, односно многоуглове у основама. 
Из алгебарских израза за запремине 


1 1 
У, — 1,3, У, — 1,8, 
1 3 1~1 2 3 2 ~2 


и из услова за сличност 
. # 5 2. 2 
ћу : ћу =а, : а, 35, :5,=а1: 02, 
где су а, и а, хомологне ивице, следује непосредно садржај 
теореме и последице: 
У, 1,5, а, а а 
У, 65, 0; 02 а 
12 ИМ теорема 9. се овако може доказати алгебарским 
путем. 
Ако је У,= 7, онда је 
(7) ћу 5 =", 3,, 
а одавде можемо написати 
(25) 5,:5у=ћ:ћ, 


сл 
св 


и ова пропорција одговара првом делу теореме. Други део, 
обрнута теорема, непосредно се изводи из (7), које доводи 
до (7), а из тога следује једнакост У, = У,. 

18 За доказ ове теореме Еуклид исто тако примењује 
методу ексхаустије, при чему за упоређивање ваљка и купе 
служе правилне уписане призме и пирамиде. Излагање 
се врши готово по истом калупу као и у претходним 
случајевима. Алгебарски теорема се изражава једначином 


У = ~ У, под условом Л=-ћ, Зе=-<-5, где индекси « иб 


означавају купу и ваљак. 

4 И ова 11. теорема се доказује код Еуклида методом 
ексхаустије, Алгебарски теорема се изражава једначином 
У: У, —45,:85, под условом да је Лл,=ћ, а 5, и 5, — основе. 

5 И при доказу 12. теореме се примењује метода екс- 
хаустије. Алгебарски садржај теореме гласи: /,: у, = 45 : 43, 
ако је ћ,:ћ,—а, :4,. 

18 Доказ ове теореме, која се алгебарски изражава једна- 
ЧИНОМ 

У, : Кг=, :ћ, (3,=5,) 

Еуклид заснива на непосредној примени дефиниције пропорци- 
оналних величина. 

1 Алгебарски садржај теореме 14. се изражава овако 


| : И, = :.', 
у; У Ун =ћ : ћ, 
под условима 
5 ==, 5;=5/. 
18 Садржај ове 15. теореме гласи: 
Први део; ако је У;= Иг, онда је 5, : 5: =; :ћ, и ако 
је = И, онда је 35, :5ру = : ћ. 
Други део: ако је 5,: 52 =ћ/ : ћ, онда је Уг= У; иако 
се претходна пропорција односи на ваљк, онда је У, = И. 
Како ова тако и претходне теореме које се односе на 
размере и попорције још једанпут и на овом месту показују 
какво огромно упрошћавање уводи алгебра у доказе геоме- 
триских теорема са алгебарском суштином. 


ооревави + 


57 


39 Овај планиметарски задатак игра улогу претходне 
конструкције за наредни конструктивни задатак, који је 
потргбан за доказ последње 18. теореме ове књиге о запре- 
минама две лопте. 


Конструкција се своди на конструкцију тангенте на мањи 
круг у датој тачки (тачка Н) и на дељење полукруга ВАА 
на 2, 4, 8,... итд. делова, док лук ДА не постане мањи од 
лука ДА. Дуж ДА је страна уоченог, у већи круг АВГА упи- 
саног, многоугла који не додирује мањи круг. 


29 У другом конструктивном задатку треба уписати у 
сферу веће лопте полиједарско тело и то такво да његова 
површина нигде не додирује сферу мање лопте истог центра 
као и већа лопта. Код Еуклида је излагање и саме конструк- 
ције и њеног доказа прилично дуго. Излагање се може знатно 
скратити, ако употребимо појмове екватора и меридијана. 


Конструкција траженог полиједеврског тела се постиже 
овако. Замислимо у истој равни два екватора, један за већу 
и други за мању лопту. То су два концентрична круга. Према 
претходном задатку упишимо у већи екватор правилан мно- 
гоугао са парним бројем страна, и то тако да овај не додирује 
мањи екватор. Кроз темена таквог многоугла конструншимо 
меридијане и, почев од екватора, поделимо их на исти начин 
као и екватор. Спојимо тачке на меридијанима и тачке на 
истим паралелима. Добићемо низ четвороуглова и троуглове 
око полова. Ти четвороуглови и троуглови претстављају 
стране траженог полиједарског тела. Еуклид подробно дока- 
зује да су то заиста равни четвороуглови и да су дужине 
нормала спуштених из центра на те равни увек веће од полу- 
пречника мале лопте. 

У Хајберговом издању слика 3: ову теорему је доста 
незгодна. Пажљивом читаоцу је згодније нацртати нову слику 
са обичним положајем екватора и меридијана у простору и 
према тој слици пропратитити доказ конструкције. 


#17 Алгебарски се ова последица овако изражава. Озна- 
чимо са У, У,,..., У, запремике пирамида на које се може 
поделити наше полиједарско тело улисано у већу сферу, а 
са у, ва... У, одговарајуће сличне пирамиде на које се може 


о8 


Поделити мање тело. Ако се Ки г означимо полупречнике 
веће и мање лопте, имамо низ пропорција 


Њом МЕС НИШ и 


~ Ра 

Из тога низа, према познатом ставу, имамо 
Уфу, +... ФУ, _ У __Кз_р' 
у Ро ла 


где су У и у запремине одговарајућих полиједарских тела, а 
О и 4 пречвици веће и мање лопте. 

22 Доказ ове теореме се изводи такође методом ексха- 
устије, при чему се за упоређивање " запремина употребљава 
оно полиједарско тело чију конструкцију чини садржај прет- 
ходног задатка. Сама метода ексхаустије је примењена у овој 
теореми у мало друкчијој форми него што је била приме- 
њена у ранијим теоремама. 


СРПСКА АКАДЕМИЈА НАУКА 


КЛАСИЧНИ НАУЧНИ СПИСИ 
КЊИГА ХИ 


МАТЕМАТИЧКИ ИНСТИТУТ 
КЊИГА 13 
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САДРЖАЈ 


Предговор · · 

Текст - 5 ос љ во во ву о то тоа 
Коментар пр ао њ  рНа в 
Додатак РА РАНИ 
Четрнаеста књига · · · · 
Петнаеста књига 

Поговор - 


ПРЕДГОВОР 


У овој књизи дајемо текст и коментар тринаесте, 
последње књиге Еуклидових елемената и два додатка који 
се (често зову четрнаеста и петнаеста књига Еуклидових 
елемената. | 

Последња, тринаеста књига Еуклидових елемената посве- 
ћена је углавном проучавању правилних полиједара — тетра- 
едру. и икосаедру којима су стране троуглови, коцки којој 
су стране квадрати и додекаедру коме су стране петоуглови. 
Њихове основне особине се проучавају у првим теоремама 
ове књиге. При излагању тих претходних теорема врло важну 
улогу игра непрекидно дељење дужи (златни пресек). На тој 
теорији се заснива и теорија икосаедра'и додекаедра. 

Такозвана четрнеста књига припада грчком математичару 
Хипсиклу. У њој се даље развија теорија правилних тела. 

Најзад, такозвана петнаеста књига садржи исто тако 
продужење теорије правилних тела и углавном је посвећена 
такозваном Исндоровом проблему одређивања просторних 
углова код правилних тела. 

Завршавајући ову, последњу књигу Еулидових елеме- 
ната дозволио сам себи да напишем и закључак, у облику 
поговора. 
| При изради и ове књиге су ми помогле колеге В. В. 
Мишковић и Т. П. Анђелић, на чему им овде изјављујем 
захвалност. 


ТЕКСТ 


1. 


Ако је дуж подељена непрекидно, биће квадрат на збиру 
већег дела и половине целе дужи једнак пл КОН ква- 
драту на тој половини. У: 

" Нека је дуж АВ тачком Г подељена непрекидно и нека 
је АГ већи део; продужимо дуж ГА преко А за дуж АЛ и 
нека је АД једнако половини АВ. Тврдим да је квадрат на 
ГА једнак петоструком квадрату на ДА. 


4 2 Заиста, конструишимо на АВ 
и на АГ квадрате АЕ и А2 иу 42 на- 
цртајмо уобичајену слику и проду- 
жимо 2Г до Н. Пошто је АВ тачком 
Г подељено непрекидно, биће пра- 
воугаоник обухваћен од АВи ВГ 
једнак квадрату на АГ. Но право- 
угаоник од АВ и ВГ једнак је пра- 
воугаонику ГЕ, а квадрат на АГ 
једнак је квадрату 20. Према томе 
је ГЕ, једнако 20. И пошто је ВА 
двоструко АД, и ВА једнако КА, а 
4: 4 Е АД једнако Ад, биће и КА двостру- 
| ко Ад. Али КА је према Ад као ГК 
према ГО, па је, значи, ГК двоструко ГО. Но,и збир лд и 
ОГ је двоструко Гд. А доказано је да јеи ГЕ једнако 02. 
Према томе је цео квадрат АЕ једнак гномону ММЕ. И пошто 
је ВА удвостручено АД, биће квадрат на ВА четвороструки 
квадрат на Ад, тј. АЕ четвороструко 40. Али АЕ је једнако 
гномону ММЕ, па према томе је гномон ММЕ четвороструко 
АО. А цео 42 је петоструко АО. Но А2 је квадрат на АГ, а 
АО на ДА, па је стога квадрат на ГА петоструки квадрат 
на ДА. 
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На овај начин, ако је дуж подељена непрекидно, биће 
квадрат на збиру већег дела и половине целе дужи једнак 
петоструком квадрату на тој половини. А то је требало 
доказати. ! 


2. 


Ако је квадрат на некој дужи пет пута већи од ква- 
драта на једном њеном делу и удвостручени тај део подељен 
непрекидно, биће преостали део полазне дужи већи део. 

Нека је квадрат на дужи АВ пет пута већи од квадрата 
на АГ и нека је удвостручено АГ дуж ГА. Тврдим да је ГВ 
већи део дужи ГА подељене непрекидно. _ 

Заиста, конструншимо на 
свакој од дужи АВ и ГА ква- 
драте А2 и ГН, у А2 нацртајмо 
уобичајену слику и продужимо 
ВЕ. Пошто је квадрат на ВА 
пет пута већи од квадрата на 
'АГ, биће А2. петоструко Ад. 
Према томе је гномон ММЕ 
а  четвороструко Ад. И пошто је 
АГ двоструко ГА, биће квадрат 
на АГ четвороструки квадрат 
на ГА, тј. ГН од Ад. А дока- 
зано је да је и гнамом ММЕ 
четвороструко Ад. Према томе 
је гномон ММЕ једнак ГН. И 
пошто је АГ двоструко ГА, АГ 
је једнако ГК, а АГ једнако ГО 
(па, према томе, и КГ је удво- 
стручено геј, биће и КВ двоструко Ве. Такође је и збир 
Ав и ОВ једнак двоструком ОВ. Према томе је КВ једнако 
збиру Л0 и ОВ. А доказано је да је и цео гномон ММЕ 
једнак целом ГН, те је и остатак 02 једнак ВН. Но право- 
угаоник ВН је обухваћен дужима ГА и 48, јер је ГА једнако 
АН, а 02. је квадрат на ГВ. Према томе је правоугаоник 
обухваћен од ГА и АВ једнак квадрату на ГВ. На тај начин 
је АГ према ГВ као ГВ према ВД. Међутим АГ је веће од 


К # _Н 


|| 


ГВ, а према томе и ГВ је веће од ВА. Дакле ГВ је већи део 
дужи ГА подељене непрекидно. 

На овај начин, ако је квадрат на некбј дужи пет пута 
већи од квадрата на једном њеном делу и удвостручени тај 
део је подељен непрекидно, биће преостали део полазне дужи 
већи део. А то је требало доказати.“ 


Лема 


А да је двоструко АГ веће од ВГ, овако се доказује. 

Заиста, ако то није тако, онда нека буде, ако је ово 
могуће, ВГ двоструко ГА. Тада је квадрат на ВГ четири пута 
већи од квадрата на ГА. А збир квадрата на ВГ и на ГА је 
пет пута већи од квадрата на ГА. Али се претпоставља да је 
квадрат на ВА пет пута већи од квадрата на ГА. Па према 
томе је квадрат на ВА једнак збиру квадрата на ВГ и на ГА. 
Но то је немогуће. Значи ГВ није двоструко АГ. Слично се 
доказује да и дуж мања од ГВ није двострука од дужи ГА, 
јер је то још више бесмислено. | 

На овај начин, удвостручено АГ је веће од ГВ.-А то је 
требало доказати." 


3. 


Ако је нека дуж подељена непрекидно, биће квадрат 
збира мањег дела и половине већег дела пет пута већи од 
квадрата на половини већег дела. 

Нека је дуж АВ подељена 
тачком Г непрекидно, и нека је 
већи део АГ, и АГ преполовљено 
тачком А. Тврдим да је квадрат 
на ВА пет пута већи од квадрата 
на АГ. 

Заиста, конструишимо на АВ 
квадрат ДЕ и нацртајмо двоструку 
слику. Пошто је АГ двоструко 
АГ, биће квадрат на АГ четири 
пута већи од квадрата на АГ, тј. 
РУ од 28. И пошто је правоугаоник обухваћен од АВ и ВГ 
једнак мвадрату на АГ, а исти правоугаоник, обухваћен од 


ла Ро Е 
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АВ и ВГ, једнак и ГЕ, биће ГЕ једнако РХ. Но Р2 је четво- 
роструко 72. Дакле, и ГЕ је четвороструко 2Н. Даље, 
пошто је АД једнако АГ, биће и ОК једнако К2. Те према 
томе је и квадрат На једнак квадрату 8Л. А како је НК 
једнако КА, а и ММ — МЕ, биће и М2 једнако 7. Али М2, 
је једнако ГН, па према томе је и ГН једнако 22. Додајмо 
им исто ГМ; тада ће гномон =ОП бити једнак ГЕ. Али већ 
је доказано да је ГЕ четвороструко Н2. И према томе је и 
гномон 2ОП четвороструки квадрат 2. Значи, збир гномона 
ЕОП и квадрата 2 је петоструки квадрат 2. Но збир 
гномона 2ОП и квадрат. 28 је АМ. А АМ је квадрат на АВ, 
а Н2 квадрат на АГ. На овај начин квадрат на АВ је пето- 
струки квадрат на АГ. А то је требало доказати. • 


4. 


Ако је дуж подељена непрекидно, биће збир квадрата 
на целој дужи и на мањем делу једнак троструком квадрату 
на већем делу. | 

Нека је дуж АВ подељена тачком Г непрекидно и нека 
ја АГ већи део. Тврдим да је збир квадрата на АВ и на ВГ 
трипут већи од квадрата на ГА. 

Заиста, конструишимо на АВ 
квадрат АДЕВ и нацртајмо слику. 
Пошто је сад АВ тачком Г подеље- 
но непрекидно и већи део је АГ, 
биће правоугаоник обухваћен од АВ 
и ВГ једнак квадрату на АГ. И 
пошто је АК правоугаоник обухва- 
ћен од АВ и ВГ, а квадрат на АГ 
је ОН, биће АК једнако ОН. И пошто 
је А2 једнако 2, додајмо им исто 
ГК. Тада је цело АК једнако целом 
ГЕ, па је према томе збир АК и ГЕ двоструко АК. Али збир 
АК и ГЕ је збир гномона ЛММ и квадрата ГК. Према томе 
је збир гномона АММ и квадрата ГК двоструко АК. Али већ 
је доказано да је АК једнако и ОН. Према томе, гномон 
АММ и (квадрат ГК су двапут већи од квадрата ОН и значи 
гномон АММ иј квадрати ГК и ОН трипут су већи од ква- 


А Т В 
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драта ОН. Но гномон АММ и квадрати ГК и ОН чине цео 
квадрат АЕ и квадрат ГК, а то су квадрати на АВ и на РГ, 
док је НО квадрат на АГ. На овај начин је збир квадрата на 
АВ и на ВГ једнак троструком квадрату на АГ. А то је тре- 
бало доказати.“ 


55. 


Ако ја нека дуж подељена непрекидно, па јој се дода 
већи део подељене дужи, биће и цела добивена дуж поде- 
љена непрекидно и њен већи део је полазна дуж. 

Нека је дуж АВ подељена тачком Г непрекидно и нека“ 
је већи део АГ. Одмеримо АЛ једнако АГ. Тврдим да се 
дуж АВ дели тачком А непрекидно и да је већи део полазна 
дуж АВ. 

Заиста, конструншимо на 
АВ квадрат АЕ и нацртајмо 
слику. Пошто је АВ подељено 
тачком Г непрекидно, биће 
правоугаоник обухваћен од АВ 
и ВГ једнак квадрату на АГ. , 
Али правоугаоник обухваћен 
од АВ и ВГ је ГЕ, а квадрат 
на АГ је ГО. Према томе је | 
ГЕ једнако ОГ. Но ГЕ је једнако ФЕ, а ОГ — 40. На тај 
начин ДО је једнако ОЕ [а додајемо исто ОВ]. Према томе је 
цело АК једнако целом АЕ. Но АК је правоугаоник обухваћен 
од ВА и ДА једнак квадрату на АВ, А отуда следује да је 
АВ према ВА као ВА према АЛ. Како је АВ веће од ВА, 
биће и ВА веће од А4. 

На тај начин тачка А дели ДАВ непрекидно и већи део 
_ је АВ. А то је требало доказати.“ 


4 4 Г В 
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6. 


Ако је рационална дуж подељена непрекидно, биће сваки 
од делова ирационалан, такозвана апотома. 

Нека је АВ рационална дуж подељена тачком Г непре- 
кидно и нека је АГ већи део. Тврдим да је свака од АГ и ГВ 
ирационална, такозвана апотома. 
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Заиста, продужимо ВА и одмеримо АЛ као половину 
ВА. Пошто је дуж АВ подељена тачком Г непрекидно и 
већем отсечку АГ додата дуж АЛ једнака половини АВ, биће 
квадрат на ГА пет пута већи 
4 4 Г___8 од квадрата на ДА. Према томе 
квадрат на ГА се односи према 
. квадрату на ДА као број према 
броју. Значи квадрат на ГА је самерљив са квадратом на 
ДА. Но квадрат на ДА је рационалан, јер је рационално ДА 
као половина рационалне дужи АВ. Те према-томе је раци- 
оналан и квадрат на ГА; значи рационално је и ГА. И пошто 
квадрат на ГА према квадрату на ДА није у размери ква- 
дратног броја према квадратном броју, биће ГА несамерљиво 
по дужини са ДА. Према томе су ГА и ДА рационални али 
самерљиви само у степену. На овај начин АГ је апотома. 
Даље, пошто је АВ подељено непрекидно и АГ ја већи део, 
биће правоугаоник обухваћен од АВ и ВГ једнак квадрату 
на АГ. На тај начин квадрат на апотоми АГ претворен у 
правоугаоник са рационалном дужином АВ и ширином ВГ. 
Но квадрат на апотоми претворен у правоугаоник са раци- 
оналном дужином има за ширину прву апотому. Према томе 
је ГВ прва апотома. А доказано је да је и ГА апотома. 
На тај начин, ако је рационална дуж подељена непре- 
кидно, биће сваки од делова ирационалан, такозвана апотома. 
А то је требало доказати." 


6. 


Ако су код једнакостраног петоугла три угла, била 
узастопна или не, једнака међу собом, петоугао је једнакоугли. 

Нека су, прво, три узастопна угла, А, В, Г једнакостраног 
петоугла АВГДЕ једнака међу собом. Тврдим да су сви 
углови петоугла АВГАЕ једнаки међу собом. 

Заиста, нацртајмо спојнице АГ, ВЕ, 24. Пошто су две 
стране ГВи ВА једнаке двема странама ВА и АЕ, свака 
свакој, и угао ГВА једнак углу ВАЕ, биће и основица АГ 
једнака основици ВЕ, троугао АВГ једнак троуглу АВЕ, и 
преостали углови једнаки преосталим угловима, који су спрам 
једнаких страна, наиме угао ВГА углу ВЕА, и угао АВЕ углу 
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ГАВ, па ће стога и страна А2 бити једнака страни 82. А 

доказано је да је и цело АГ једнако целом ВЕ. Дакле, и остатак 

2Г једнак је остатку ДЕ. А и ГА је једнако ДЕ. Две стране 

27 и ГА једнаке су двема стра- 

нама ХЕ и ЕЛ, а основица 24 А 

је заједничка. Према томе је 

угао 274 једнак углу ХЕБА. А 

доказано је да је и угао ВГА 

једнак углу АЕВ. Према томе 

је и цео угао ВГА једнак целом 

углу АЕА. Али по претпоставци 

угао ВГА једнак је угловима 

код А и В, па је према томеи 

угао АЕД једнак угловима код Т 4 

А и В. Слично се доказује да 

је и угао ГДЕ једнак угло- 

вима код А, В, Г. На овај начин петоугао АВГА једнакоугли. 
Нека су сад једнаки не три узастопна угла, већ углови 

код тачака А, Г, А. Тврдим да је и тада петоугао АВГЛЕ 

једнакоугли. 


Заиста, нацртајмо ВА. Пошто су две стране ВА и АЕ 
једнаке двема странама ВГ и ГА и обухватају једнаке углове, 


биће основица ВЕ једнака основици ВА, троугао АВЕ једнак 
троуглу ВГА, и остали углови једнаки осталим угловима, који 
су спрам једнаких страна. Према томе је угао АЕВ једнак 
углу ГАВ. А и угао ВЕА једнак је углу ВДЕ, пошто је страна 
ВЕ једнака страни ВА. На тај начин је и цео угао АЕЛ 
једнак целом углу ГДЕ. Али угао ГДЕ, по претпоставци, 
једнак је угловима код А и код Г, па је према томе и угао 
АВА једнак угловима кодаАиГ. Из истих разлога и угао АВГ 
· једнак је угловима код А, Г и 4. На овај начин петоугао 
АВГДАЕ је једнакоугли. А то је требало доказати.% 


8. 
Ако код једнакостраног и једнакоуглог петоугла две 
· дужи спајају углове преко једног, оне деле једна другу 
непрекидно и њихови већи делови једнаки су страни петоугла. 
Нека у једнакостраном и једнакоуглом петоуглу АВГДЕ 
дужи АГ и ВЕ, које спајају из темена А и В углове преко 


у: = 
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једног, секу једна другу у тачки 0. Тврдим, да је свака од 
њих подељена тачком О непрекидно и да су њихови већи 
делови једнаки страни петоугла. 

|" Заиста, опишимо око петоугла 


АВГАЕ круг АВГАЕ. Пошто су две 
27 дужи ЕД и АВ једнаке двема ду- 
Е в жима АВ и ВГ и оне обухватају 


једнаке углове, биће и основица ВЕ 

једнака основици АГ, троугао АВЕ 

једнак троуглу АВГ, и преостали 

углови једнаки преосталим угловима, 

Ра а сваки сваком, који су обухваћени 
једнаким странама. Према томе је 

угао ВАГ једнак углу АВЕ. Значи, угао АЕ је удвостру- 
чени угао ВАФ. И угао. ЕАГ је двапут већи од угла ВАГ, 
јер је лук БАГ двапут већи од лука ГВ. Према томе је угао 
ОДЕ једнак углу АВЕ. Значи, и дуж ФЕ једнака је ДЕ, тј. 
једнака је и АВ. И пошто је дуж ВА једнака дужи АЕ, биће 
и угао АВЕ једнак углу АЕВ. Но доказано је да је угао 
АВЕ једнак углу ВАд. Према томе је и угао ВЕА једнак 
углу ВА. И код два троугла АВЕ и АВО угао АВЕ је 
заједнички. Дакле, преостали угао ВАЕ једнак је преосталом 
углу АОВ. Према томе троуглови АВЕ и АВО имају једнаке 
углове. М на тај начин имамо пропорцију: ЕВ је према ВА 
као АВ према Вд. Но ВА ја једнако Ед, значи, ВЕ је према 
Ед као Ед према ОВ. Но ВЕ је веће од Ед, па ће и Ед бити 


· веће од 08. На овај начин ВЕ је подељено тачком 0 непре- 


кидно и већи део ФЕ је страна петоугла. Слично се доказује 
да је и АГ тачком О подељено непрекидно и да је ГО 
једнако страни петоугла. А то је требало доказати. " 


9. 


Збир стране шестоугла и десетоугла, уписаних у исти 
круг, подељен је непрекидно и већи део је страна шестоугла. 

Нека је АВГ круг и од слика уписаних у круг АВГ 
нека је ВГ страна десетоугла, а ГА — шестоугла и нека су 
надовезане на истој правој. Тврдим да се цела ВА дели 
непрекидно и да је већи део ГА. 


ПН ~ У И 
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Заиста, узмимо за центар тачку Е, повуцимо ЕВ, ЕГ, Ед, 
и продужимо ВЕ до А. Пошто је ВГ страна једнакостраног 
десетоугла, лук АГВ је пет пута већи од лука ВГ. Према 
томе је лук АГ четири пута већи 
од лука ГВ. И лук АГ је према 
луку ГВ као угао АЕГ према 
углу ГЕВ. Значи, и угао АЕГ је 
четири пута већи од угла ГЕВ. 
И пошто је угао ЕВГ једнак углу 
ЕГВ, биће угао АЕГ двапут већи 
од угла ЕГВ. И пошто је дуж 
ЕГ једнака дужи ГА, јер је свака 
од њих једнака страни шестоугла 
уписаног у круг, биће и угао 
ГЕД једнак углу ГДЕ, а угао 
ГЕВ двапут већи од угла БАГ. А 
доказано је да је и угао АЕГ двапут већи од угла ЕГВ, па 
према томе је угао АЕГ четири пута већи од угла Е4Г. 
Дакле, угао ЕАГ је једнак углу ВЕГ. Код два троугла ВЕГ 
и ВЕЛ угао ЕВА је заједнички. И преостали угао ВЕЛ једнак 
је углу ЕГВ. Према томе троуглови ЕВА и ЕВГ имају једнаке 
углове. Значи, постоји пропорција: АВ је према ВЕ као ЕВ 
према ВГ. А ЕВ је једнако ГА. Према томе ВА је према АГ 
као АГ према ГВ. И већа је дуж ВА од АГ, па је и АГ веће 
од ГВ. На тај начин дуж ВА је подељена (тачком Г) непре- 
кидно и већи њен део је АГ. А то је требало доказати. 19 


10. 


Ако је у круг уписан једнакостран петоугао, биће ква- 
драт стране петоугла једнак збиру квадрата стране шестоугла 
и стране десетоугла уписаних у исти круг. 

Нека је АВГДЕ круг и АВГДЕ једнакостран петоугао 
уписан у круг АВГДЕ. Тврдим да је квадрат стране петоугла 
АВГДЕ једнак збиру квадрата стране шестоугла и стране 
десетоугла уписаних у круг АВГДЕ. 

Заиста, узмимо за центар круга тачку 2, и продужимо 
А2 до тачке Н, нацртајмо 28, и из тачке 2 повуцимо нор- 


2 Еуклидови елементи књ. 13 
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малу 20 на праву АВ, продужимо је до тачке К, нацртајмо 
АК и КВ, па из тачке 2 повуцимо 24, нормалу на АК, про- 
дужимо је до М и нацртајмо 

и _4 КМ. Пошто је лук АВГН јед- 

нак луку АЕДН и једнаки су 
њихови делови АВГ и АЕА, 
биће и остатак ГН једнак о- 
статку НА. Но ГА је лук пе- 
“тоугла, па је према томе ГН 
лук десетоугла. И пошто је ХА 
једнако 28, а 20 је нормала, 
биће угао А2К једнак углу К2В 
те према томе и лук АК једнак 
Ми луку КВ. И лук АВ је двапут 

већи од лука ВК, значи, дуж 

АК је страна десетоугла. Из истих разлога и лук АК је двапут 
већи од лука КМ. И пошто је лук АВ двапут већи од лука ВК, 
а лук ГА једнак луку АВ, биће и лук ГА двапут већи од лука 
ВК. Но лук ГА је двапут већи од лука ГН, па је, значи, и лук 
ГН једнак луку ВК. Али лук ВК је двапут већи од лука КМ, 
као и лук КА. Па и лук ГН је двапут већи од КМ. Но и лук 
ГВ је двапут већи од лука ВК, јер је лук ГВ једнак ВА. 
Значи, цео лук НВ је двапут већи од ВМ. Те је према томе и 
угао Н2аВ двапут већи од угла 248. И на тај начин је угао 
ТАВ једнак углу АВ2. И угао В2М једнак је углу ХАВ. Код 
два троугла АВ2 и В2М угао АВ;2 је заједнички, па и прео- 
стали угао А2В једнак је преосталом углу ВМ2. Дакле тро- 
углови АВ2 и В7М имају једнаке углове. Значи постоји про- 
порција: дуж АВ је према дужи 82. као дуж 28 према дужи 
ВЦ. И према томе је правоугаоник обухваћен од АВ и ВМ јед- 
нак квадрату на 87. Затим, пошто је АЛ једнако АК, а нор- 
мала АМ је заједничка, биће основица КМ једнака основици 
АМ и угао АКМ једнак углу ЛАМ. Но угао ЛАМ једнак је 
углу КВМ, значи и угао АКМ једнак је углу КВМ. И код два 
троугла АКВ и АКМ угао код А је заједнички. Па и прео- 
стали угао АКВ једнак је преосталом углу КМА. Према томе 
троуглови КВА и КМА: имају једнаке углове. Значи, постоји 
пропорција: дуж ВА је према дужи. АК као КА према АМ. И 
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правоугаоник обухваћен од ВА и АМ једнак је квадрату на 
на АК. А доказано је да је и правоугаоник обухваћен од АВ 
и ВМ једнак квадрату на 82. Но збир правоугаоника обухва- 
ћеног од ВА и АМ и правоугаоника обухваћеног од АВ и ВМ 
чини квадрат на ВА, који је према томе једнак збиру квадрата 
на В2 и на АК. И ВА је страна петоугла, В2 — шестоугла и 
АК — десетоугла. | # 

На овај начин, квадрат стране петоугла једнак је збиру 
квадрата стране шестоугла и стране десетоугла, уписаних у 
исти круг. А то је требало доказати.!: 


11. 


Ако је у круг са рационалним пречником уписан једнако- 
стран петоугао, његова страна је ирационална, такозвана 
„мања“. | 

Нека је круг АВГАЕ са рационалним пречником уписан 
једнакостран петоугао АВГДЕ. Тврдим да је страна петоугла 
[АВГАЕ] ирационала, такозвана „мања“. 

Заиста, узмимо за центар круга тачку, 2 нацртајмо А2 
и 28 и продужимо-их до тачака-Н и 0; нацртајмо АГ и, 
одмеримо 2К, четвртину од А2. А2 је рационално, па према 
томе је рационално и 2К. Рационално је и 82, а значи рацио- 
нално и цело ВК. И пошто је лук АГН једнак луку АДН, а 
једнаки су и њихови делови, лук АВГ и лук АЕД, биће и 
остатак ГН једнак остатку А 
НА. И ако нацртамо АА, | 
онда су углови код тачке 
Л прави и ГА је двапут веће 
од ГА. Из истих разлога 2 УЗ 
су и код тачке М углови 


прави и АГ је двапут веће 
од ГМ. Пошто је сад угао _— |у [2] 
АЛГ једнак углу АМ2, 
угао ЛАГ заједнички за И; 
троуглове АГА и АМ2, Гад чини аи 2 

биће и преостали угао АГЛ 

једнак преосталом МХА. Према томе троуглови АГА и АМ2 


имају једнаке углове. ИМ на тај начин постоји пропорција: ЛГ 
је према ГА као М2 према 24. И од удвостручених прет- 
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ходних имамо: удвостручено АГ је према ГА као удвостручено 
М7 према 24. Но удвостручено МА је према 7А као М7, 
према половини 24, па, значи удвостручено АГ је према ГА 
као М2 према половини 24. М од наредних половина имамо: 
удвостручено АГ је према половини ГА као М2 према четвр- 
тини 24. Но удвостручено АГ је АГ, а половина од ГА је ГМ, 
а четвртина од 24 је ХК. Према томе АГ је према ГМ као 
М2 према 2К. И после сабирања: збир АГ и ГМ је према 
ГМ као МК према К2. Дакле, квадрат на збиру АГ и ГМ је 
према квадрату на ГМ као квадрат. на МК према квадрату 
на К2. И пошто је код дужи која спаја две стране петоугла 
(дијагонале), напр. код дужи АГ, подељене непрекидно, већи 
део страна петоугла, тј. АГ, а квадрат на збиру већег дела и 
половине целе дужи је пет пута већи од квадрата на половини 
целе дужи, и половина целе АГ је ГМ, биће квадрат на збиру 
АГ и ГМ пет пута већи од квадрата на ГМ. Али, како је 
доказано, квадрат на збиру АГ и ГМ се односи према ква- 
драту на ГМ као квадрат на МК према квадрату на К2. Према 
томе је квадрат на МК пет пута већи од квадрата на К2. Но 
К2 је рационално, јер је рационалан пречник, па према томе 
је рационалан и квадрат на МК, дакле, рационално и МК [али 
само у степенуј. И пошто је 82 четири пута веће од 2К, 
онда је ВК пет пута веће од К2, значи, квадрат на ВК два- 
десетпет пута већи од квадрата на 827. Но квадрат на МК 
је пет пута већи од квадрата на К2, дакле, квадрат на ВК 
је пет пута већи од квадрата на КМ. И према томе квадрат 
на ВК према квадрату на КМ није у односу квадратног броја 
према квадратном броју. На тај начин ВК није самерљиво по 
дужини са КМ. А свако од њих је рационално. Према томе 
су ВК и КМ рационалне дужи, самерљиве само у степену. 
Међутим ако се од рационале дужи одузме рационална дуж 
самерљива са целом само у степену, биће остатак ирациона- 
лан, апотома. Значи МВ је апотома, а МК је њена допуна. Твр- 
дим, да је то четврта апотома. Нека је оно, за колико је ква- 
драт на ВК већи од квадрата на КМ, једнако квадрату на дужи 
КМ. Значи, квадрат на ВК је већи од квадрата на КМ за ква- 
драт на КМ. Пошто је К2 самерљиво са 2,8, биће и састављено 
КВ самерљиво са 28. Али 82 је самерљиво са Ве, па значи 
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и ВК самерљиво са Вд. И пошто је квадрат на ВК пет пута 
већи од квадрата на КМ, биће квадрат на ВК према квадрату 
на КМ у размери 5 према 1. Према томе, после замене једног 
дела другим, квадрат на ВК према квадрату на М је у размери 
5 према 4, не као квадратни број према квадратном броју. 
Значи ВК није самерљиво са М и квадрат на ВК је већи од 
квадрата на КМ за квадрат на дужи која је несамерљива са 
ВК. Сад, пошто је квадрат на целој дужи ВК већи од ква- 
драта на њеној допуни КМ за квадрат на дужи која је неса- 
мерљива са ВК, и цело ВК је самерљиво са повученом рацио- 
надном. дужи Во, биће МК четврта апотома. М правоугаоник 
обухваћен рационалном дужи и четвртом апотомом је ирацио- 
налан, и страна квадрата једнаког његовој површини је ира- 
ционална, и зове се „мања“. Дуж АВ је страна квадрата јед- 
наког правоугаонику обухваћеном од ОВ и ВМ, јер је повла- 
чењем дужи Ад добива троугао АВО који има са троуглом 
АВМ једнаке углове, па ће бити ОВ према ВА као АВ према ВМ. 

На овај начин је АВ, страна петоугла, ирационална' 
такозвана „мања“. А то је требало доказати.:2 


12. 


Ако је у круг уписан једнакостран троугао, квадрат на 
страни тог троугла је трипут већи од квадрата на полу- 
пречнику. 

Нека је АВГ круг и АВГ у њ уписан једнакостран тро- 
угао. Тврдим да је квадрат на страни троугла АВГ једнак 
трострукој вредности квадрата на полупречнику. 

Заиста, узмимо центар А круга АВГ и праву што спаја 
А и 4, продужимо до Е и нацртајмо ВЕ. Пошто је троугао 
АВГ једнакостран, биће лук ВЕГ А 
трећина кружног лука АВГ. И пре- 
ма томе је лук ВЕ шестина кру- 
жног лука АВГ. Значи ВЕ је страна 
шестоугла и она је, на тај начин, 
једнака полупречнику. А како је АЕ 
двапут веће од ДЕ, биће квадрат 
АЕ четири пута већи од квадрата 
на Ед, тј. од квадрата на ВЕ. Но 
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квадрат на АЕ једнак је збиру квадрата на АВ и на ВЕ. Значи, збир 
квадрата на АВ и на ВЕ једнак је четвороструком квадрату 
на ВЕ. Стога, после одузимања, тврдимо да је квадрат на 
АВ трипут већи од квадрата на ВЕ. А ВЕ је једнако ЛЕ и 
према томе квадрат на АВ трипут већи од квадрата на ДЕ. 

На овај начин је квадрат на страни троугла трипут већи 

од квадрата на полупречнику.1з 
| 13. 

Конструисати пирамиду, обухватити је датом сфером, 
и доказати да је квадрат на пречнику сфере један и по пута 
већи од квадрата на ивици пирамиде. 

Одмеримо дуж АВ, једнаку пречнику дате сфере, и 
пресецимо је тако тачком Г да АГ буде двапут веће од ГВ. 
Нацртајмо на АВ полукруг АДВ, конструишимо кроз тачку Г 
дуж ГА управну на АВ и спојимо А и 4 правом ДА. Нацртајмо 
круг Е2Н полупречника АГ, 
упишимо у круг Е2Н једна- 
костран троугао Е2Н, узми- 
мо за центар круга тачку 8, 
и чповуцимо дужи Еб, 02, 
ОН'). И из тачке 0 констру- 
ишимо праву ОК нормалну 
на раван круга Е2Н. И од- 
меримо на ОК дуж ОК јед- 
наку АГ. Повуцимо КЕ, 
к2, КН. И пошто је права 
КО нормала на равни круга 
Е2Н, она образује праве 
углове са свим правима које 
је секу и налазе се у равни 
круга Е2Н. Но сече је свака 
од правих дЕ, 027, ОН, па 
према томе је ОК управна 
на свакој од де, 02, ФН. 
И пошто је АГ једнако 6К, 

- а ГА једнако ОЕ и образују 
прав угао, биће и основица ДА једнака основици КЕ. Из истих 
разлога и свако од К2 и КН једнако је ДА. Према томе су 


5) У коментару је наведена још једна слика за ову теорему. 
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три дужи КЕ, К7, КН једнаке међу собом. И пошто је АГ 
двапут веће од ГВ! биће АВ трипут веће од ВГ. Но, како 
ћемо то доцније доказати, АВ је према ВГ као квадрат на 
АЛ према квадрату на АГ. Према томе је квадрат на АД 
трипут већи од квадрата на АГ. М квадрат на 7Е трипут 
већи од квадрата на Ед, а АГ је једнако Ед. Дакле, и ДА 
једнако је Е2. Али, како је доказано, и свако од КЕ, К2, 
КН једнако је ДА, па је значи, свако од 27, 2, НЕ једнако 
сваком од КЕ, К2, КН. Према томе су четири троугла Е2Н, 
КЕ2, КЗН и КЕН једнакострани. На овај начин ја образована 
пирамида од четири једнакострана троугла, чија је основа 
троугао Е2Н, а врх тачка К. 

Али се тражи да буде обухваћена датом сфером и да 
се докаже да је један и по квадрат на пречнику сфере једнак 
квадрату на ивици пирамиде. 

Заиста, продужимо у правцу праве КО праву 04 и 
одмеримо ОЛ једнако ГВ. И пошто је АГ према ГА као ГА 
према ГВ, а АГ је једнако Кд, и ГА једнако ОЕ и ГВ једнако 
дА, биће КО према ОЕ као Ед према 0Л. И према томе је 
правоугаоник обухваћен од КО и 0Л једнак квадрату на Ед. 
И сваки од углова КЕ и ЕОЛ прав, Значи полукруг, кон- 
струисан на КА, пролази кроз Е [пошто ће, ако констру- 
ишемо ЕЛ, угао АЕК бити прав, јер је троугао ЕЛК са истим 
угловима као и сваки од троуглова Елбд и ЕОК ). Ако се 
при непокретном КА, полукруг при обртању поново врати 
у почетни положај од којег је почео обртање, он ће проћи 
и кроз тачке 2 и Н, јер, ако се повуче 21 и АН, углови 
код 2 и Н ће на сличан начин бити прави и пирамида бити 
обухваћена датом сфером. Заиста, КА, пречник ове сфере, 
једнак је пречнику АВ дате сфере, јер је КО одмерено 
једнако АГ и 0л једнако ГВ. 

Тврдим такође да је квадрат на пречнику сфере један 
и по пута већи од квадрата на ивици прирамиде. 

Пошто је АГ двапут веће од ГВ, биће АВ трипут веће од 
ВГ, а после замене једног дела другим, биће ВА један и по пута 
веће од АГ. Но ВА је према АГ као квадрат на ВА према квадра- 
ту на А4 [пошто ће, ако се повуче АВ, ВА бити према А4 као ДА 
према АГ, и то на основу сличности троуглова ДАВ и ДАГ и стога 
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што је прво према трећем као квадрат на првом према квадрату 
на другом]. Према томе је квадрат на ВА два и по пута 
већи од квадрата на А4. А ВА је пречник дате сфере и А4 
ивица пирамиде. 

На овај начин је квадрат на пречнику сфере један и по 
пута већи од квадрата на ивици пирамиде. А то је требало 
доказати.!" 


Лема 


Доказати да је АВ према ВГ као квадрат на АД према 
квадрату на АГ. 

Заиста, уочимо слику полукруга, повуцимо АВ, .па нацр- 
тајмо квадрат ЕГ на АГ и допунимо паралелограм 28. Пошто 
је сад, због једнакости углова у троугловима ДАВ и ДАГ, 
дуж ВА према дужи 
АА као ДА према АГ, 
биће правоугаоник обу- 
хваћен од ВА и АГ јед- 
нак квадрату на АА4. 


Г М ВГ као ЕВ према ВХ и 
2 | 

| ЕВ је правоугаоник о- 

| бухваћен од ВА иаАГ, 

| јер је ЕА једнако АГ, 

| а 87 је правоугаоник 

| | обухваћен од АГ иГВ, 

| биће АВ према ВГ као 

| | правоугаоник – обухва- 

= : ћен од ВА и АГ према 

ђу правоугаонику обухва- 

ћеном од АГ игв.и 

правоугаоник обухваћен од ВА и АГ једнак је квадрату на 

АА, а обухваћен од АГ и ГВ — квадрату на АГ, јер је нор- 

мака АГ средња пропорционала отсечака АГ и ГВ основице 

зато што је угао АДВ прав. И према томе је АВ према ВГ 

као квадрат на АД према квадрату на АГ. А то је требало 
доказати.1% 


И пошто је АВ према _ 
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14. 


Конструисати октаедар, обухватити га сфером, као у 
претходном случају, и доказати да је квадрат на пречнику 
сфере двапут већи од квадрата на ивици октаедра. 

Одмеримо пречник дате сфере АВ, преполовимо га тачком 
Г и нацртајмо на АВ полукруг АДВ. Затим из тачке Г пову- 
цимо праву нормалну на АВ; повуцимо АВ и узмимо квадрат 
Е2НО чије су све стране 
једнаке АВ. Даље, повуци- 
мо 07, ЕН, па из тачке К 
повуцимо, под правим угло- 
вима према равни квадрата 
Е2Н0, праву КА, продужимо 
је са друге стране равни 
као КМ. На свакој од КЛ и 
КМ одмеримо праве КА, КМ 
једнаке једној од ЕК, 2К, 
НК, ОК и нацртајмо ЛЕ, А7, 
АН, л0, МЕ, М2, МН, Ме. 
Пошто је КЕ једнако Кди 
угао ЕКО прав, биће ква- 
драт на ВЕ двапут већи од 
квадрата на ЕК. Затим, по- 
што, је АК једнако КЕ и 
угао АКЕ прав, биће ква- 
драт на ЕЛ двапут већи од 
квадрата на ЕК. А доказано 
је да је и квадрат на дЕ два- 
пут већи од квадрата на ЕК. 
· Према томе је квадрат на ДЕ једнак квадрату на Ед; дакле 
и ЛЕ једнако Ед. Из истих разлога је и ЛО једнако ВЕ. 
Дакле је троугао АЕО једнакостран. Слично се доказује да 
је једнакостран и сваки од преосталих троуглова чије су 
основице стране квадрата Е2Нб и врхови у тачкама А, М. 
На овај начин је конструисан октаедар омећен са осам једна- 
костраних троуглова. 
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Треба га обухватити датом сфером и доказати да је 
квадрат на пречнику сфере двапут већи од квадрата на 
ивици октаедра. 

Пошто су три дужи АК, КМ, КЕ једнаке међу собом, 
то ће полукруг нацртан на АМ проћи и кроз тачку Е. Из 
истих разлога, ако се, при непокретном ДЛМ, полукруг обрне 
и поново врати у почетни положај, он ће проћи и кроз тачке 
2, Н, 0 и октаедар ће бити обухваћен сфером. Тврдим да је 
то дата сфера. Заиста, пошто је АК једнако КМ, а КЕ је 
заједничко и обухватају праве углове, биће и основица ЛЕ 
једнака основици ЕМ. И пошто је угао ЛЕМ прав, јер је у 
полукругу, биће квадрат на АМ двапут већи од квадрата 
на ЛЕ. Затим, пошто је АГ једнако ГВ, биће АВ двапут већи 
од ВГ. Но АВ је према ВГ као квадрат на АВ према ква- 
драту на ВА. Према томе је и квадрат на АВ двапут већи 
од квадрата на ВА. А доказано је да је и квадрат на АМ 
двапут већи од квадрата на ЛЕ. МИ квадрат на АВ једнак је 
квадрату на ЛЕ, јер је узето Ед једнако АВ. Према томе је 
квадрат на АВ једнак квадрату на АМ, дакле, и АВ једнако 
АМ. А како је АВ пречник дате сфере, биће и АМ пречник 
дате сфере. 

На овај начин је октаедар обухваћен датом сфероми у 
исто време је доказано да је квадрат на пречнику сфере 
двапут већи од квадрата на ивици октаедра. А то је тре- 
бало доказати.1% 


15. 


Конструисати коцку, обухватити је сфером, као и пира- 
миду, и доказати да је квадрат на пречнику сфере трипут 
већи од квадрата на ивици коцке. 

Одмеримо АВ као пречник дате сфере и поделимо га 
тачком Г тако да АГ буде двапут веће од ГВ. Даље, нацр- 
тајмо на АВ полукруг ААВ, из Г подигнимо нормалу ГА на 
АВ, повуцимо АВ, конструншимо квадрат Е2НО коме је 
страна једнака АВ. Па кроз тачке Е, 2, Н, д у равни ква- 
драта Е2НО повуцимо нормале ЕК, 2, НМ, 05, одмеримо 
на свакој од ЕК, 2,, НМ, ОМ дужи ЕК, 24, НМ, 68 од 
којих је свака једнака једној од дужи 22, 24, Не, бЕ и 
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спојимо К сал, ЛА са М, М са Ми М са К. Тако је начи- 
њена коцка 2М обухваћена са шест једнаких квадрата. 


= [5] 


А 7 2 


Треба је обухватити датом сфером и доказати да је 
квадрат на пречнику сфере трипут већи од квадрата на 
ивици коцке. ; 

Заиста, нацртајмо КН и ЕН. ИМ пошто је угао КЕН 
прав, јер је КЕ 'нормала на равни ЕН, дакле, и на правој ЕН, 
то ће полукруг конструисан на КН проћи и кроз тачку Е. 
Затим пошто је На нормално према сваком од 2/Л и7Е, 
биће Н2 нормално и према равни 72К; према томе, ако кон- 
струишемо 2К, биће Н2 нормално и према 2К. МИ из истих 
разлога, поново, полукруг конструисан на НК проћи ће и 
кроз тачку 2. А проћи ће, слично, и кроз преостале тачке 
коцке. Ако се, при непокретном КН, полукруг обрне и поново 
врати у почетни положај, биће коцка обухваћена сфером. 
Тврдим да је то дата сфера. Заиста, пошто је Н2 једнако 
ТЕ и угао код тачке 2. је прав, биће квадрат на ЕН двапут 
већи од квадрата на Е7. Но Е7 је једнако ЕК. Значи, ква- 
дват на ЕН је двапут већи од квадрата на ЕК, а збир ква- 
драта на ЕН и на ЕК, тј. квадрат на НК, је трипут већи од 
квадрата на ЕК. И пошто је АВ трипут веће од ГВ и АВ је 
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је према ВГ као квадрат на АВ према квадрату на ВА, биће 
квадрат на АВ трипут већи од квадрата на ВА. А доказано 
је да и квадрат на НК трипут већи од квадрата на КЕ. И КЕ 
је узето једнако ДАВ. Па према томе је и КН једнако АВ. 
А како је АВ једнако пречнику дате сфере, биће и КН 
једнако пречнику дате сфере. ЈЕ | 

На овај начин, коцка је обухваћена датом сфером. И, 
у исто време доказано је да је квадрат на пречнику сфере 
трипут већи од квадрата на ивици коцке. А то је требало 
доказати. !' 

16. 

Конструисати икосаедар, обухватити га сфером, као и 
раније наведена тела, и доказати да је ивица икосаедра ира- 
ционална и то такозвана „мања“. 

Одмеримо АВ као пречник дате сфере и поделимо га 
тачком Г тако да АГ буде четири пута веће од ГВ. Даље, 
нацртајмо на АВ полукруг АДВ, повуцимо из Г нормалу ГА 
на АВ, нацртајмо АВ, и конструишимо 
круг Е2НОК полупречника АВ. Па упи- 
шимо у круг Е2Нок једнакострани и 
једнакоугли петоугао Е2НОК, преполо- 
вимо лукове 22, 28, Нд, ФК, КЕ тач- 
кама А, М, М, 2, О и нацртајмо АМ, ММ, 
МЕ, 20, О,, ЕО. Биће тада АММЕО 
једнакостран и једнакоугли петоугао и 
ЕО страна десетоугла. И кроз тачке Е, 
2, Н, 0, К у равни круга повуцимо нор- 
мале ЕП, ХР, Н2, 01, КГ једнаке полу- 
7 4 пречнику круга Е2НОК, и спојимо ПР, 
РХ, ХТ, ТХ, КП, ПА, АР, РМ, МУ, 2М, 
МТ, ТЕ, 2Х, КО, ОП. И пошто је свака 
од ЕП и КГ нормална на истој равни, 
биће ЕП паралелно са КГ. А оне су и једнаке. Али праве које 
спајају са исте стране крајеве једнаких и паралелних дужи јед- 
наке су и паралелне. Према томе су праве ПТ и ЕК једнаке, и пара- 
лелне. Но ЕК је страна једнакостраног петоугла. Па значи да 
је и Пу страна једнакостраног петоугла уписаног у круг 
Е210К. Из истих разлога и свака од дужи ПР, Р%, 27, ТТ 
је страна једнакостраног петоугла уписаног у круг Е2НОК. 


А 
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Дакле петоугао ПРЕТ! је једнакостран. Пошто је ПЕ страна 
шестоугла, а ЕО — десетоугла и угао ПЕО је прав, биће 
ПО страна петоугла, јер је квадрат стране петоугла једнак 
збиру квадрата стране шестоугла и стране десетоугла упи- 
саних у исти круг. Из истих разлога и ОГ је страна петоугла. 
Такође и ПХ је страна петоугла. Према томе је троугао 
ПОГ једнакостран. Из истих разлога и сваки од троуглова 
ПАР, РМУ, УМТ, ТЕГ је једнакостран. И пошто је доказано 
да је свака од дужи ЕЛ и ПО страна петоугла, а такође и 


1 


| | 
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· АО страна петоугла, биће и троугао ПЛО једнакостран. Из 
истих разлога и сваки од троуглова ЛРМ, МХМ, МТ, 210 
је једнакостран. Узмимо за центар круга Е2НОК тачку Ф. 
Из тачке Ф сплустимо нормалу ФО на раван круга и проду- 
жимо као ФУ на другу страну. Па одмеримо страну шесто- 
угла ФХ и сваку ФЧ, ХО као стране десетоугла и спојимо 
по, ПХ, го, ЕФ, АФ, А, ФМ. И пошто је свака од ФХ и 
ПЕ вормала на равни круга, онда су ФХ и ПЕ паралелне, а 
оне су и једнаке. Значи, и ЕФ и ПХ су једнаке и паралелне. 
Но ЕФ је страна шестоугла, те према томе и ПХ је страна 
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шестоугла. И пошто је ПХ страна шестоугла, ХО страна 
десетоугла и угао ПХО прав, биће ПО страна петоугла. Из 
истих разлога и КО је страна петоугла, јер, ако повучемо 
ФК и ХК, они су једнаки и супротног положаја; а како је 
ФК, као полупречник, страна шестоугла, биће и ХК страна 
шестоугла. Но ХФ је страна десетоугла и угао ХХО прав, 
значи и КО је страна петоугла; а ч ПГ је страна петоугла. 
Према томе је и троугао ПХО једнакостран. Из истих разлога 
и сваки од преосталих троуглова са основицама ПР, Р2, 27, 
ТЕ и са врхом у тачку О је једнакостран. Затим, пошто је 
ФА страна шестоугла, а ФУ десетоугла и угао АФ'У прав, биће 
А страна петоугла. Из истих разлога, ако узмемо дуж МФ, која 
је страна шестоугла, биће и МУ страна петоугла. Но и АМ је 
страна петоугла. Према томе је троугао АМЧ једнакостран. На 
сличан начин се доказује да је и сваки од преосталих троуглова 
са основицама ММ, МЕ, 20, ОЛ и врхом у тачки У- једнако- 
стран. На овај начин је конструисан икосаедар обухваћен 
са двадесет једнакостраних троуглова. 

Треба га обухватити датом сфером и доказати да је 
ивица икосаедра ирационална и то такозвана „мања". 

Заиста, пошто је ФХ страна шестоугла, а ХО — десе- 
тоугла, ФО је подељено тачком Х непрекидно и већи део је 
ФХ; значи ОФ је према ФХ као ФХ према ХО. Али ФХ је 
једнако ФЕ, а ХО једнако ФУ. Према томе је ОФ према ФЕ 
као ФЕ према ФУ. И углови ОФЕ и ЕФ' су прави. Значи, 
ако узмемо дуж ЕО, биће и угао ЧЕО прав због сличности 
троуглова ФЕО и ФЕО. Из истих разлога, пошто је. ОФ 
према ФХ као ФХ према ХО, а ОФ једнако 'УХ и ФХ једнако 
„ ХП, биће 'УХ према ХП као ПХ према ХО. Затим, из истих 
разлога, ако узмемо П', биће угао код П прав. Према томе 
полукруг конструисан на УО проћи ће и кроз тачку П. И 
ако се, при непокретном 'О, полукруг обрне и поново врати 
у почетни положај од којег је почео обртање, он ће проћи 
кроз тачку Пи кроз преостале тачке икосаедра и биће икосаедар 
обухваћен сфером. Тврдим да је то дата сфера. Заиста преполо- 
вимо ФХ тачком А'. И пошто је дуж ФО подељена тачком Х 
непрекидно и њен мањи део је ОХ, баће квадрат на збиру ОХ и 
половине већег дела ХА' пет пута већи од квадрата на поло- 
вини већег дела. Према томе је квадрат на ОА' пет пута 
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већи од квадрата на А'Х. Но ОУ је двапут веће од ОА', а 
ФХ двапут веће од А'Х. Значи квадрат на ОЛУ је пет пута 
већи од квадрата на ХФ. И пошто је АГ четири пута веће 
од ГВ, биће АВ пет пута веће ВГ. Но АВ је према ВГ као 
квадрат на АВ према квадрату на ВА, па према томе је 
квадрат на АВ пет пута већи од квадрата на ВА. А доказано 
је да је и квадрат на ОФ пет пута већи од квадрата на ФХ. И 
АВ је једнако ФХ, јер је свако од њих полупречник круга 
Етнок. Према томе је и АВ једнако О. Али АВ је пречник 
дате сфере. Дакле, и ФО је пречник дате сфера. На овај 
начин је икосаедар обухваћен датом сфером. 


Тврдим да је ивица икосаедра ирационална, такозвана 
„мања“, Заиста, пошто је пречник сфере рационалан и квадрат 


на њему пет пута већи од квадрата на полупречнику круга 
Е2Ннок, биће и полупречник круга Е2НОК рационалан, дакле 
рационалан је и његов пречник. Но ако се у круг са раци- 
оналним пречником уписује једнакостран петоугао, онда је 
страна петоугла ирационална, такозвана „мања". Но страна 
петоугла Е2НОК је ивица икосаедра. На овај начин је ивица 
икосаедра ирационална, такозвана „мања“. 


Последица 


Из овог је јасно да је квадрат на пречнику сфере пет 
пута већи од квадрата на полупречнику круга помоћу ког се 
описује икосаедар, и да је пречник сфере једнак збиру стране 
шестоугла и две стране десетоугла уписаних у тај круг. А 
то је требало доказати. !8 | 


17. 


Конструисати додекаедар, обухватити га сфером, као и 
раније наведена теле (фигуре), и доказати да је ивица доде- 
каедра ирационална, такозвана апотома. 

Узмимо две, једна на другој управне, равни АВГА и 
ГВЕ2, раније поменуте коцке. Сваку од ивица АВ, ВГ, ГА, ДА, 
Е7, ЕВ, 2Г преполовимо тачкама Н,0,К,/,М, М, 2 спојимо 
НК, 9л, Ме, МЕ, и поделимо сваку од МО, О, 0П непре- 
кидно тачкама Р, 2, Т. И нека су РО, О7, ТП већи делови. 
Па из тачака Р, Х, Т подигнимо нормале на равнима коцке са 
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спољашње стране, одмеримо дужи РХ, 2Ф, ТХ једнаке 
дужима РО, О, ТП и спојимо ХВ, ВХ, ХГ, ГФ, ФГ. Тврдим 
да је ХВХГФ једнакостран раван петоугао и да има једнаке 
углове. Заиста, узми- 
мо РВ, СВ и ФВ. 
Пошто је дуж МО 
подељена тачком Р 
непрекидно и већи 
део је РО, биће збир 
квадрата на ОМ, и 
МР трипут већи од 
квадрата на РО. Но 
ОМ је једнако МВ и 
ОР једнако РТ. Пре- 
ма томе је збир ква- 
драта на ВМ и на 
МР трипут већи од 
квадрата на РХ. Но 
збир квадрата на ВМ 
и на МР једнак је 
квадрату на ВР. Зна- 
чи, квадрат на ВР је 
трипут већи од ква- 
драта на РТ. Тако, 
да је збир квадрата ка ВР и на РГ четири пута већи од квадрата 
на РХ. Но збир квадрата на ВР и на РГ једнак је квадрату на ВГ. 
Према томе је квадрат на ВГ четири пута већи од квадрата на ХР, 
дакле, ВГ «је двапут веће од РГ. Но и ФГ је двапут веће од 
ХР, пошто је БР двапут веће од ОР, тј. од РТ. На овај начин 
ВХ је једнако КФ. Слично се доказује, да је и свако од ВХ, 
ХГ, ГФ, једнако сваком од ВХ и ТФ. Дакле, петоугао ВЕФГХ 
је једнакостран. Тврдим да је и раван. Заиста, повуцимо 
кроз тачку О са спољашње стране коцке праву О пара- 
лелну свакој од правих РХ и 2Ф и повуцимо 'д и 0Х. Тврдим 
да је ЖОХ права. Заиста, пошто је дуж ОП подељена тачком 
Т непрекидно и већи њен део је ПТ, биће ОП према ПТ као 
ПТ према Те. Но 0П је једнако 00, а ПТ свакој од ТХ и ОС, 
дакле, 80 је према О као ХТ према Тд. И дуж 00 је паралелна 
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са ТХ, пошто је свака од њих нормадна на равни ВА. И дуж 
ТО је паралелна са ОР, јер је, заиста, свака нормална на 
равни В27. Но ако су два троугла, ЧОВ и ОТХ, са по две 
пропорционалне стране, у таквом положају да су два крака 
угла једног троугла паралелна са хомологним крацима угла 
другог троугла, онда су њихове преостале стране у истој 
правој. Према томе су д и 0Х на истој правој. Но свака 
права је у истој равни, па је према томе петоугао КВХГФ у 
једној равни. 

Тврдим да он има једнаке углове. 

Заиста, пошто је дуж МО подељена тачком Р непре- 
кидно и већи део је ОР |биће и збир МО и ОР према ОМ 
као ОМ према ОРЈ, а ОР је једнако О [значи, УМ је према 
МО као МО према О7], према томе, МЕ је подељено тачком 
О непрекидно и већи део је МО. Значи, збир квадрата на 
МЕ и на 2О је трипут већи од квадрата на МО. Но МО је 
једнако МВ и О2 једнако 2Ф. Према томе је збир квадрата 
на МЕ и на ХФ трипут већи од квадрата на МВ. Тако да је 
збир квадрата на Ф>, ЕМ и МВ четири пута већи од квадрата 
на МВ. Но збир квадрата на ЕМ и на МВ једнак је квадрату 
на 2В. На тај начин збир квадрата на В;Х и на 2Ф, а то је 
квадрат на ВФ |јер је угао ФЕХВ правј, четири пута је већи 
од квадрата на МВ. Значи ВФ је двапут веће од МВ. Али и 
ВГ је двапут веће од ВМ. Према томе је ВФ једнако ВГ. И 
пошто су две стране ВХ и ХФ једнаке двема странама ВХ и 
ХГ и основица ВФ једнака је основици ВГ, биће и угао 
ВГФ једнак углу ВХГ. Слично се доказује да је и угао 1ФГ 
једнак углу ВХГ. Према томе су три угла ВХГ, ВХФ и ТФГ 
једнака међу собом. Али ако су код једнакостраног петоугла 
три угла једнака међу собом, петоугао има једнаке углове. 
Једнаке углове има и петоугао ВГФГХ. А доказано је да је 
он и једнакостран. На тај начин петоугао ВХФГХ је једна- 
костран и једнакоугли и налази се на ивици ВГ коцке. Према 
томе, ако на свакој од дванаест ивица коцке извршимо исто 
" то, добићемо просторну фигуру обухваћену од дванаест 
једнакостраних и једнакоуглих петоуглова, која се зове доде- 
каедар. 

Треба такође и њега обухватити датом сфером и дока- 
зати, да је ивица додекаедра ирационална, такозвана апотома. 


Еуклидови елементи 3 
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Заиста, продужимо ТО за ФО. Према томе се "О пресеца 
са дијагоналом коцке и полови је, како је то доказано у 
претпоследњој теореми једанаесте књиге. Нека се оне секу 
у тачки О. Према томе је О центар сфере која обухвата 
коцку и ОО је половина ивице коцке. Узмимо ТО. И пошто 
је дуж МУ подељена тачком О непрекидно и већи део је 
МО, биће збир квадрата на МУ и на 2О трипут већи од 
квадрата на МО. Но МУ једнако је О, пошто је и МО 
једнако ОО, а О једнако ОУ. Али је и ОХ једнако ЧТ, 
пошто је једнако РО. Према томе је збир квадрата на О'У и 
на УХ трипут већи од квадрата на МО. Но збир квадрата на 
ОЛЕ и на УГ једнак је квадрату на ГО, значи и квадрат на 
то је трипут већи од квадрата на МО. Али и квадрат на полу- 
пречнику сфере која обухвата коцку трипут је већи од 
квадрата на половини ивице коцке, јер је раније показано 
како се конструише коцка и обухвата сфером и како се 
доказује да је квадрат на пречнику сфере трипут већи од 
квадрата на ивици коцке. Но цело је према целом као и поло- 
вина (првог) према половини (другог), Али МО је половина 
коцкине ивице, а КО је једнако полупречнику сфере која 
обухвата коцку. И О је центар сфере која обухвата коцку. 
Према томе је Г тачка на сферној површини. Слично се 
доказује да се и свако од осталих темена додекаедра налази 
на сферној површини. Додекаедар је према томе обухваћен 
датом сфером. 

Тврдим да је ивица додекаедра ирационална, такозвана 
апотома. 

Заиста, пошто је дуж МО подељена непрекидно и већи 
део је РО, а при непрекидној подели дужи О већи део је 
О7%, биће, при непрекидној подели целе дужи МЕ, већи део 
РХ. Пошто је МО према ОР, као ОР према РМ, а у истој су 
размери и удвостручени, јер су делови у истој размери као 
и мултиплуми исте вишеструкости. Према томе је МЕ према 
РХ као РХ према збиру МР и 22. Но веће је МЕ од РУ. 
Због тога је и РХ веће од збира МР и 22. На тај начин је 
дуж МЕ подељена непрекидно и већи део је РХ. Но Р2 је 
једнако ТФ, према томе дуж МЕ подељена је непрекидно и има 
већи део ХФ. А пошто је пречник сфере рационалан и квадрат 
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на њему трипут већи од квадрата на коцкиној ивици, биће 
рационална и дуж МЕ, ивица коцке. Но ако се рационална 
дуж дели непрекидно, сваки део је ирационалан и то апотома. 

На овај начин је дуж ХФ, ивица додекаедра, ирационална 
и то апотома. 


Последица 


Из овог је јасно, да је при непрекидној подели ивице 
коцке већи део ивица додекаедра. А то је требало доказати. !' 


18. 


Одредити ивице пет проучених тела и упоредити их 
међу собом. 

Узмимо АВ као пречник дате сфере и тачком Г га тако 
поделимо да АГ буде једнако ГВ и тачком А тако да АД 
буде двапут веће од АВ, па 
на АВ конструишимо полу- „ 
круг АЕВ, кроз Г и 4 пову- х 
цимо нормале ГЕ и А2 на | 
АВ_и_спојимо А7, 28, ЕВ. 
Пошто је АД двапут веће 


од АВ, биће АВ трипут веће / | ( 


од ВА. Или, после замене 


| 
једног дела другим, ВА је “ 


| 


| 
један и по пута веће од А4. РА | 
Но ВА је према АД као И ' За | у 
квадрат на ВА према ква- 4 К, 7 4/л ПР: 


драту на А2, јер троугао 
А2В има исте углове као и троугао А24. Према томе је 
квадрат на ВА један и по пута већи од квадрата на А2. Но 
и квадрат на пречнику сфере је један и по пута већи од. 
квадрата на ивици пирамиде. Како је АВ пречник сфере, биће 
А27 једнако ивици пирамиде. 

Затим, пошто је АД двапут веће од АВ, биће АВ трипут 
веће од ВА. На АВ је према ВА као квадрат на АВ према 
квадрату на В2. И квадрат на АВ је трипут већи од квадрата 
на В2. Но и квадрат на пречнику сфере је трипут већи од 
квадрата на ивици коцке. А како је АВ пречник сфере, биће 
82 ивица коцке. 


И пошто је АГ једнако ГВ, биће АВ двапут веће од ВГ. 
Но АВ је према ВГ као квадрат на АВ према квадрату на 
ВЕ. Према томе је квадрат на АВ двапут већи од квадрата 
на ВЕ. Но и квадрат на пречнику сфере је двапут већи од 
ивице октаедра. А како је АВ пречник дате сфере, биће ВЕ 
ивица октаедра. 

Повуцимо из тачке А праву АН управну на АВ, одме- 
римо АН једнако АВ и спојимо Н са Г. Па из тачке 0 пову- 
цимо нормалу ОК на праву АВ. И пошто је НА двапут веће 
од АГ, јер је НА једнако АВ, а НА је према АГ као ОК 
према АВ, биће и ОК двапут веће од КГ. А квадрат на 
ОК је четири пута већи од квадрата на КГ. И према томе 
збир квадрата на ОК и на КГ, а то значи на ОГ, биће пет 
пута већи од квадрата на НГ. Но 6Г је једнако ГВ, те према 
томе је квадрат на ВГ пет пута већи од квадрата на ГК. 
И пошто је АВ двапут веће од ГВ, а АД двапут веће од 
АВ, биће и остатак ВА двапут већи од остатка АГ. Према 
томе је ВГ трипут веће од ГА, а квадрат на ВГ девет пута 
већи од квадрата на ГА. Но квадрат на ВГ је и пет пута 
већи од квадрата на ГК. Према томе је квадрат на ГК већи 
од квадрата на ГА, дакле, и ГК је веће од ГА. Одмеримо 
ГА једнако ГК, кроз А повуцимо АМ управно на АВ и спо- 
јимо МВ. Пошто је квадрат на ВГ пет пута већи од квадрата 
на ГК и АВ је двапут веће од ВГ, а КЛ је двапут.веће од 
ГК, биће и квадрат на АВ пет пута већи од квадрата на КЛ. 
Но и квадрат на пречнику сфере је пет пута већи од ква- 
драта на полупречнику круга помоћу којег се конструише 
икосаедар. Како је АВ пречник сфере, биће КЛ полупречник 
круга помоћу којег се конструише икосаедар. Према томе је 
КА страна шестоугла поменутог круга. И пошто је пречник 
сфере једнак збиру стране шестоугла и две стране десето- 
угла уписаних у „поменути круг, и АВ је пречник сфере, 
КА — страна шестоугла и АК једнако АВ, то је свака од 
АК и АВ страна десетоугла уписаног у круг, помоћу ког се 
конструише икосаедар. И пошто је ЛАВ страна десетоугла, 
а МА — шестоугла, јер је МЛ једнако дужи КА, као и дужи 
ОК, и то због тога што су подједнако удаљене од центра 
и што је свака од дК и КЛ двапут већа од КГ. Према томе 
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је МВ страна петоугла. Али страна петоугла је и ивица ико- 
саедра. На тај начин МВ је ивица икосаедра. 


И пошто је 28 ивица коцке, поделимо је тачком М не- 
прекидно и нека већи део буде МВ. Према томе МВ је ивица 
додекаедра. МИ пошто је квадрат на пречнику сфере један 
и по пута већи од квадрата на А2, ивици пирамиде, двапут 
већи од квадрата на ВЕ, ивици октаедра, трипут већи од 
квадрата на 28, ивици коцке, онда, од шест делова (једи- 
ница) квадрата на пречнику сфере квадрат на ивици пирамиде 
садржи четири, квадрат на ивици октаедра — три и на ивици 
коцке два дела. Према томе је квадрат на ивици пирамиде 
један и трећину пута већи од квадрата на ивици октаедра, 
двапут већи од квадрата на ивици коцке, а квадрат на ивици 
октаедра је један и по пута већи од квадрата на ивици коцке. 
Према томе, тврдим, да се ивице три поменута тела, — пира- 
миде, октаедра и коцке,— налазе међу собом у рационалним 
размерама. А ивице остала два, — икосаедра и додекаедра, — 
тврдим, не налазе се, ни међу собом ни према раније наве- 
деним, у рационалним размерама, јер су оне ирационалне — 
„мања“ и апотома. 


Докажимо сад да је ивица МВ икосаедра већа од ивице 
додекаедра. 


Заиста, пошто троугао 248 има исте углове као и тро- 
угао ХАВ, постоји пропорција: АВ је према 82 као 82 према 
ВА. А кад су три дужи пропорционалне, биће прва према 
трећој као квадрат на првој према квадрату на другој. Према 
томе је АВ према ВА као квадрат на АВ према квадрату на 87. 
И обратно: АВ је према ВА као квадрат на 28 према ква- 
драту на ВА. Али АВ је трипут веће од ВА, па је и квадрат 
"на 28 трипут већи од квадрата на ВА. Но квадрат на А4 
је четири пута већи од квадрата на 48, јер је АЛ двапут 
веће од АВ. Према томе је квадрат на АЛ већи од квадрата 
ва 28. Дакле, и АД је веће од 28. Утолико пре је и АЛ 
веће од 28. И при подели АЛ у непрекидној размери већи 
део је КА, пошто је АК страна шестоугла, а КА — десето- 
угла. А при непрекидној подели 28 већи део је МВ. Према 
томе је КЛ веће од МВ. Но КЛ је једнако АМ, значи и ЛМ 
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је веће од МВ [а МВ је веће од ЛАМ]. Према томе утолико 
пре је МВ, ивица икосаедра, већа од МВ, ивице додекаедра, 
А то је требало доказати,79 


, 


Тврдим, да се сем пет: поменутих тела не може кон. 
струисати ниједно друго тело, које би било обухваћено јед- 
накостраним и једнакоуглим многоугловима. 


Заиста, од два троугла или ма које равне слике рогаљ 
се не може саставити. Од три троугла (се образује) рогаљ 
пирамиде, од четири — октаедра, од пет — икосаедра. Од 
шест једнакостраних и једнакоуглих троуглова састављених 
код једне тачке рогаљ се не може образовати; заиста, пошто 
угао једнакостраног троугла износи две трећине правог угла, 
то је шест таквих углова једнако четири права угла, а то је 
немогуће, јер је сваки рогаљ обухваћен угловима, чији је 
збир мањи од четири права угла. Из истих разлога се не 
може образовати рогаљ ни са више од шест таквих углова 
у равни. Са три квадрата је обухваћен рогаљ коцке. Са четири 
је немогуће, јер се добивају поново четири права угла. Од 
једнакостраних и једнакоуглих петоуглова се са три образује 
додекаедар. А од четири је немогуће, јер угао једнако- 
страног петоугла износи прав угао и једну петину, па према 
томе су четири угла заједно већи од четири права угла, а то 
је немогуће. Из истих разлога се не може образовати рогаљ 
ни помоћу других многоуглова. | 

На овај начин сем пет поменутих тела не може се 
конструисати ниједно друго тело које би било обухваћено 
једнакостраним и једнакоуглим многоугловима. А то је тре- 
бало доказати.=! 


Лема 


Да угао једнакостраног и једнакоуглог петоугла износи 
прав угао и петину правог, доказује се овако. 

Нека је АВГАЕ једнакострани и једнакоугли петоугао; 
опишимо око њега круг АВГДАЕ; узмимо му за центар 2 и 
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спојимо 24, 28, 27, 74, 7Е. Ове праве полове углове код 
А, В, Г, А, Е. Пошто је пет углова код 2 једнако четири 
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права угла и они су једнаки, један од њих, напр. А2В, 
износи прав угао без једне петине правог. А збир остала 
два, ЗАВ и АВ2, износи прав угао и једну петину. Како 
је угао 7АВ једнак 28/Г, биће и цео угао АВГ једнак правом 
углу и једној петини. А то је требало доказати. 


КОМЕНТАР 


3 Аналитичко извођење ове теореме је врло кратко. 


Нека су а и а, цела дуж и већи део дужи а поде- 
љене непрекидно. Тада је 


а:а,=а):(а—а,). 
Према томе је 
2 
а =а (а—а,), 
или а 
а34-а а, =. 


Одатле, на основу елементарне методе „допуњавања до 
потпуног квадрата“, изводимо 


или 


а то и. одговара тексту ове Еуклидове теореме. 


Интересантно је пропратити, исто тако у аналитичкој 
форми, узастопна расуђивања Еуклидовог доказа ове теореме 
као вежбу. 


2 Аналитички ову теорему можемо формулисати овако. 


Ако је 

(%) а=а, а, 
и 

(#%) а:=5 аћ 


биће а, већи део кад се 22, подели непрекидно. 
Заиста, ако у (“%) ставимо (“), добићемо 


(а, + а,)г = 5 аћ , 
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или 
а2=2 а, (26,—а;), 
одакле је 
га;:а,=а;:(2а,—а,), 
а то и потврђује наведену теорему. 
81. [. Неђегр сматра да је ова лема била укључена 
доцније и да по стилу излагања не одговара Еуклиду. 


% Аналитички ову теорему можемо изразити и овако. 


Ако је 
(а, +а,): а, =а1:а,, 


13 1 „За 
(а + +") ЕЈ 


мора бити: 


Потврда тачности се врши на овај начин. Из пропор- 
ције следује 
2 
а =а, (а, + 44), 


одакле закључујемо: 
2 1 || 2 / 1 2 
02+2 -— а: а,+ %)- 5) +, 
у ЊЕ О о ај 


а то и доводи до једначине 


|. 42 1:38 
(а, + 25) == 5( 4) у 
· која потврђује садржај теореме. 


5 Аналитички ова теорема тврди да из услова 
(а, +а,): 4, = а, : а, 
следује једначина 
2 2 
(а, а, +а; = 3 41. 
Заиста, из услова 
г 
а1 = (а, +4,) а, 


и замене | 
0,=0,+4,— 4, 
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проистиче 
(а, + а, —2 а; (а1+а,) +аг =(а, +а,) а;; 
одатле закључујемо да је 
(а, + а): +а2—3 (а, а) а,=3 аћ, 
а то и потврђује теорему. 
• Аналитички ову теорему можемо изразити овако. 


Ако је 
(а, +фа,): 8, =, : а, 
онда је и 
(а, фа, +4)) : (а, +а,) = (а, +а,): а,. 
Из последње пропорције треба да следује: 
(а, +а,)-=а, (а, фа,+ 41), 
што после извршеног множења даје 
ај = (а, "а,) а», 

а то се потврђује на основу прве пропорције. 


7 Теореме 1—6 припадају теорији „златног пресека“. 
Један део ове теорије, изложен на други начин, био је пред- 
мет проучавања и у другој књизи „Елемената“, Врло је инте- 
ресантно, и са логичког и са историског гледишта, упоредно 
проучавање како поделе материјала у другој и у овој књизи, 
тако и математичког стила излагања. Тим упоредним' проуча- 
вањем се бави више коментатора. 

8 Ову једноставну теорему Еуклид искоришћује при 
извођењу особина додекаедра. 

% Савременим математичким језиком текст ове теореме 
_ згодније је кратко изразити на овај начин: Дијагонале пра- 
вилног петоугла се деле златним пресеком и већи део је страна 
правнлног петоугла. 

19 Из ове теореме, коју алгебарски можемо формули- 
сати овако 

(га): Г=7: 010, 
где је: /=а, полупречник жруга и страна уписаног правилног 
шестоугла, а, —страна уписаног правилног десетоугла, непо- 
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средно следује ова вредност стране уписаног правилног десе- 
тоугла 


1 55 
ду = > г (/5—1). 


1. Ова теорема омогућава да се помоћу стране правил- 
ног уписаног десетоугла, која је одређена у коментару прет- 
ходне теореме, и полупречника круга израчуна страна пра- 
вилног уписаног петоугла. | 


Заиста, према овој теореми имамо 
2 2' 2 
45 = 46 + 010, 


а како је дф=г и ар — +'05–), добива се 


У ПАНК парада 
ШЕ 5 Г у ло 2)5. 
Помоћу вредности а; лако је поставити једначину 
28 + 45 =5 13, | | 

где је а, дијагонала пра- 
вилног петоугла уписаног 
у круг полупречника /. 
Изнесимо још Пто- 
лемајову конструкцију 
_ стране петоугла и десе- 
с тоугла, коју је Птолемај 

навео у Алмагесту. 
Нека су АС и ВР 
(сл. 1) два управна преч- 
ника, М средина полу- 
пречника ОС и ММ—МВ. 
Тврдим да је ВМ страна 
петоугла и ОМ страна 
десетоугла уписних у нацр- 

тани круг. 


Заиста, непосредно из слике имамо 
мм: = ВМИ: = ОВз+ОМ:г, 
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или 


(а + је + Ја 
10 9 4 , 


одакле добивамо потребну вредност 
1 Е 
би= = ' (75 –1). 


За а; слика даје 
2 2 2 
05= 00+7, 
а то је управо она једначина што одређује а;. 

12 Пре свега треба обратити пажњу на једну новину у 
Еуклидовим ознакама, коју је он употребио први пут при 
излагању доказа ове теореме. Збир две дужи, напр. АГ и ГМ, 
Еуклид означује са АГМ и онда кад те две дужи не припа- 
дају истој правој. У наш текст ми не уносимо ту Еукли- 
дову ознаку. 

Аналитички садржај теореме састоји се у изражавању 
стране петоугла а; као апотоме, тј. разлике две ирационалне 
величине а, и а,, Тј. 

| а =4,—а,, 
и то четврте апотоме (теорема 76, Х књиге) или „мање“, за 
коју а, и а, задовољавају ове услове: 


2. 2 
41 + а; = рационално, 
а, а, = медијално. 


Пошто је из претходног коментара 


СЕ = 
пр У10—92у5 


треба одредити а,= =" УА, а,= =' УВ, тј. ставити 
1 — 1 ша ка 
= = гУИо–275 = ГА — УВ), 
2 2 
или 


Упо–2у5— Уа УР. 
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Пошто је после дизања на квадрат 
10–275=А +8–2у АВ 
имамо две једначине за А и 8: 
А+В=10, АВ=5, 
чије решење 
А—5+%/5, 8–5—92/5 


одговара нашем задатку и долазимо до резултата 


1 Па Риатаои 
а = = 75 + 25! у5 — 215, 
а то је четврта апотома, јер збир квадрата износи 
1 У5 -+ 25 1 ЈЕ ЈЕ 5 
=== р пине ај шина к% 
Е 5 + 275) + (57 у5 25) 2 


а то је рационално, а производ 


575 2)5: 5 75— 25 = 75, 


1 
4 
а то је медијално. Према томе је аналитички доказана ова 
Еуклидова особина стране петоугла. Интересантно је пропра- 
тити аналитички и Еуклидов доказ, како то ради, например, 
Т. Г. Неаћ. 

13 То је, можда, најједноставнија теорема, чији се резул- 
тат непосредно чита са слике. На основу Питагорине теореме 
из троугла АВЕ читамо: а3= (2 г)г – /2=3 г', а то и одговара овој 
теореми. 

4 Ова теорема је посвећена конструкцији и метричким 
особинама правилног тетраедра уписаног у сферу. 


Интересантно је приметити да се тај просторни објект“ 


који се сада зове правилни тетраедар, зове једноставно у 
тексту теореме пирамида, без обзира на то што је појам 
у Еуклидовим дефиницијама много шири. Таква нелогичност 
у примени терминологије се појављује код Еуклида и у дру- 
гим појмовима. Од овог Еуклидовог недостатка није поште- 
бена ни данашња школска литература елементарне геометрије. 
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Пошто је у Неђегр'овом издању доста 'незгодна слика, 
а ми у тексту репродукујемо оригиналне слике тог издања, 
наводимо овде другу слику, природнију са данашњег гледишта 
ва распоред просторних елемената, нарочито при првом проу- 
чавању тих елемената. 


а 


У вези са решавањем конструктивног задатка ове тео: 
реме треба нагласити да то решење има вештачки карактер, 
ако се претходно задатак не анализира. Није јасно, зашто 
Еуклид баш непосредно у почетку, без анализе просторних 
односа, узима дуж, будући пречник сфере, и дели је у 
односу 2:1. 

Карактеристично је за излагање и то да Еуклид чак и 
елементарну метричку особину правоуглог троугла издваја у 
засебан став као лему. 

Докажимо аналитички у теореми наведену метричку 
особину правилног тетраедра и описане сфере. 

Ако за елементе просторне слике и троугла АВГ уведемо 
кратке ознаке 


4 Еуклидови елементи књ. 13 
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КЕ= ЈЕ = АД = ар (ивица пирамиде), 
АВ=КА =а (пречник сфере), та= АГ (висина пирамиде), 
па= ТВ, (т+пе1), вЕ–ГА=7 (полупречник круга опи- 
саног око основе пирамиде), 
можемо на основу геометриских особина написати ове три 
једначине : 
а:=83г' (према теореми 12. за једнакостран троугао), 
(тауг= а; — г- (према Питагориној теореми), 
тпа" === (према последици Питагорине теореме). 
Одавде, после елиминисања 4;, г и а долазимо до резултата 
т:п=>=2:1, пр п= = 
који Еуклид претпоставља у почетку теореме. После тога 
остаје само две једначине 


2 
2 = 372, (54) = 2г7, 
3 


које дају метричку везу 
| Ф = 2, 
доказану у теореми. 


Видимо да при том извођењу садржај наредне леме није 
ни потребан. 


15 Ако задржимо ознаке коментара претходне 13. теореме 
м означимо дуж ГВ са с, садржај леме се може овако изра- 
зити: 

4: с = ар: г3. 

Видимо да та пропорција садржи две величине ги с, 
које не учествују у формулисању дефинитивног резултата; 
како смо помоћу само једне помоћне величине /, под 
условом т:п = 2: 1, извели тражену везу, и то врло једно- 
ставио, јасно је да је друга величина с сувишна. Она је 
сувишна и због тога што се изражава, и то много једно- 


А за за 1 
ставније, помоћу основне величине проблема, јер је с= 4 
а са таквом вредношћу садржај леме се своди на једначину 


2 
а•=83 г", 
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која је наведена као теорема 12. и коју је Еуклид већ иско- 
ристио у доказу теореме 13. 


18 Расуђивања ове теореме су изведена по истој схеми 
као и расуђивања претходне теореме, само су једноставнија 
према простијој природи садржаја теореме. 

Између ивице октаедра докт. И полупречника [5 описане 
сфере лако се поставља ова веза 

аот, =К у2 . 

1 Му извођењу овог става о коцки расуђивања су извр- 
шена по схеми претходних теорема о тетраедру и октаедру. 

Веза између ивице коцке дио, И полупречника описане 
сфере изгледа овако 


Акоц. = Е. АЕ . 
3 


о 


18 Изведимо кратко конструкцију икосаедра по Еукли- 
довом рлану. Пошто слика у Неђегр'овом издању није згодна, 
дајемо другу слику (сл. 8). 
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Основа Еуклидове конструкције икосаедра, уписаног у 
дату сферу, је пречник сфере, зваћемо га основни, са два 
мала паралелна једнака круга управна на основном пречнику. 
Ако са К означимо полупречник сфере, са г полупречник 
наведених малих кругова, за утврђивање везе између ги 6 
Еуклид наводи пре свега слику у равни (сл. 3, а), где је 


АВ =>2К, ВГ:ГА =1:4, ВА=г. 


Са те слике се одређује вредност 
2 
1 Г5|= == К. 
1) 15 
Пречник АВ = 26 се дели на делове АО=ВО'=ћ, 00'=Н, 
где су О и О' центри малих кругова полупречника г; тада 
имамо 


пошто је /з= (+ н) (#– +) , па је, значи, = 


= К: = Н:, а одавде и одређујемо написану вредност Н. 


После тога добивамо за 1: 


бо „= џ З 
ћ= пи ба > (/5—=аб, 


јер је 
ке (ФК6—Н)= 5о (/(5– = — (/5—1), 
2 у5 2 
а то је вредност стране десетоугла уписаног у круг полу- 
пречника г/. 


После наведене поделе основног пречника можемо извр- 
шити просторну конструкцију икосаедра (сл. 2, 5). Кроз тачку 
О повуцимо раван управну на пречник АВ и у круг те равни 
упишимо петоугао. Његова страна износи 


= ~ "025 зе го – 275 5 = уУоб – 75). 
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После тога из троугла АОГ одређујемо хипотенузу А!: 
Ада = 13 + 13 =13+ Е Г3 (/5—1):—= + 10– 275). 


Ова једначина тврди да је А!, =а;. Према томе је пира- 
мида са врхом А једнаконвична са ивицом а;. Исто вреди и 
за пирамиду са врхом у тачки В. | 

Појас између два паралелна круга се испуњава троугло- 
вима и то тако да се, кад је основица троугла страна уписаног 
петоугла у једном малом кругу, његов врх налази на другом 
малом кругу. Покажимо да је бочна страна сваког таквог 
троугла једнака наведеној дужини а,. Заиста, из троугла ГКМ, 
где су Н=7, МК =а,, имамо 


умна КМ = + 7" (/5 – 1): - +" 00–215) = а. 


На тај начин је конструисан икосаедар уписан у сферу 
пречника 27. 


Није тешко показати да се израз за његову ивицу, 


1 Зи Ре: 
ар = +" у10–2 у5, 


може претворити у ову разлику 


ње тав – УБ 226]. 


а то је такозвана „мања“ ирационалност. | 

При томе једначина-(1) потврђује први део последице, 

јер је 
| 5/з (2 кг, 
а извршена подела пречника потврђује други део последице, 
јер је 
АВ=2ћ+Н=24,+4. 

Сем Еуклидове конструкције икосаедра постоје и друге 
конструкције, у чију анализу нећемо улазити. 
| 19 Еуклидова конструкција додекаедра полази од коцке, 
на чијој се свакој страни конструишу делови четири пра- 
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вилна петоугла у косом положају према равзима коцке. Кон- 
струкција једног петоугла је показана на слици у тексту, 
Овде додајемо допунску слику конструисаног целокупног 
додекаедра (сл. 4). 


М 


„“ 


| ња 


Кратко Еуклидову конструкцију у мало измењеној 
форми можемо приказати овим редом. 

1. Конструише се коцка. . 

2. Спајају се средине М и 2 наспрамних ивица коцке и 
одређује се средина дужи МЕ, тачка О. 

3. Тачкама Р и 2 се деле непрекидно дужи МО и Ог 
и то тако да ОР и О буду већи делови; дужину РХ озна- 
чимо са а; то ће бити ивица додекаедра. 

4. Из тачака Ри Х подижу се нормале на раван коцке 


са једнаком дужином РУу—2фФ= + Тачке В, Х, Ф,Г су 


темена оног дела правилног петоугла у облику трапеза, који 
је над изабраном равни коцке. 

5. Последње теме Х се добива као теме једнакокраког 
троугла, у равни конструисаног трапеза, коме је основица ВГ, 
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ивица коцке и дијагонала правилног петоугла, а бочна страна 


једнака а. 


Доказ изведене конструкције у детаљима се налази у 
Еуклидовом тексту. Изведимо неке аналитичке особине уве- 
дених геометриских елемената. 5 


уФ=П>“=а, то је ивица додекаедра. 


1 : 
Ако са с означимо ивицу коцке, ОР= Ра се добива 


1 Љу =а 
као већи део ОМ= 2“ подељене непрекидно, тј. 


одакле је 
(1) с"=а7+ас. 
Пошто је 
/ а 2 су с ај 
ВузРуз ВР: | ј+| ЈН | ј-е, 
2 2 2 2 | 


и то на основу једначине (1), закључујемо да и Ву —=а ивица 
додекаедра. Слично се потврђује да је и ГФ једнако а. Даље, 
код Еуклида се показује да преостало теме Х задовољава 
оне услове, који су наведени код нас у петој тачки. 


За извођење везе између пречника 27 описане сфере 
и ивице додекаедра узмимо троугао УЧО, из којег имамо 


МЕЈ Пела 
Ба у лу2 + О — (5) + (> а 5) 
А Со 


одакле, на основу (1), изводимо: 
(2 К):=3 с". 
Како из исте једначине (!) имамо 


= — (/5 +1 
РА. ) 


претходна једначина даје тражени резултат 
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Пошто је К рационално, ивица додекаедра је разлика 
две ирационалне величине и, према томе, претставља апотому, 


29 У нашем коментару навели смо алгебарске вредности 
ивица правилних полиједара у функцији полупречника опи- 
сане сфере и то за: 


тетраедар у" Атетр, = = вуб 


октаедар у: ат. = КЕ У2, 


коцку у“ био, = = к8, 
18 1 [4 
икосаедар у Аикбе. == ка еу10(6—–75), 


додекаедар у" до, = + #15—15). 


У овој последњој теореми Еуклид даје конструкцију у 
равни за одређивање свих тих ивица као функција пречника 
26 описане сфере. | 


Пошто овај, врло интересантан, резултат није довољно 
познат, понављам га у краћој форми и дајем кратак анали- 
тички доказ. Придржавамо се слике у тексту. Из те слике 
непосредно имамо: 


АГ—ГВ—, АЈ а АВ = 3, гн=Ру5, | 
3 3 3 

кога р— 1 ру5 

у5 5 | 


На основу тих података лако добивамо 
А2>=АВ- АД=2К. - К= =, 


одакле је 


а па 
(1) Ар— ~ КЛ, а 


а то је ивица тетраедра. 


|| 
НЈА 


Даље, рачунамо 

(2) ВЕ=Р у2, 
а то је ивица октаедра. 

За 827 имамо 

в2- -АВа—А73= (2 К)2— ~ Ка = - 
одакле је 
| в2 = Е ку5, 

а то је ивица коцке. 


За икосаедар израчунавамо ВМ, и то овако 


ВМ:=АВ · АВ, 
али 


К 1 БА 
== —ТА = б— —= = == за 
АВеВГ—ГА-К- је 405 1), 


па према томе имамо 
2 = 2 = 
ВМ:= — КЗ (75 –1) = — К2(5— 75), 
ЈЕ 15 (161) = - 69(6–15) 
одакле је | 


ПИК кана 
ВМ = Т куо6–5). 


Најзад, за додекаедар треба узети већи део ВМ дужи | 
827, подељене непрекидно. Пошто дуж 82 има вредност 


в2 – = 13, 
3 


а већи део неке дужи т подељене непрекидно износи 


1 5 
— т(У5 —1), 
2 ( ) 
закључујемо да је 


1 „= 2 ~ 1 на 
ВН 45— 1. КУЗ- | #1273), 


а то је ивица додекаедра. 
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Што се тиче пропорције 
2 2 2 
(2 2): Атетр, : окт. : дио. =6: 4: 3: 2, 
она непосредно следује из написаних вредности ивица наве- 
дених тела. 
2 2 ; 2 5 
Размера аукос.: адоз, је ирационална, и Аакос. > Адод, јер је 


+ куго(6– 5) > 4 61875). 


а то се потврђује непосредним дизањем леве и десне стране 
на квадрат. 

а Други део ове теореме садржи расуђивање о томе 
да правилних тела може бити само пет наведених. Ово кратко 
расуђивање је постало основно и улази у све уџбенике еле- 
ментарне геометрије готово у истој форми. 

Теорија правилних полиједара игра врло важну улогу 
не само у теориској математици — анализи (теорија група) и гео- 
метрији, већ и у примењеној математици, механици и физици. 

Теорија полиједара разноврсних облика данас претставља 
посебну област која је, нарочито у вези са кристалографијом, 
постала и засебна грана науке о природи, наука о природним 
формама. Као специјални део она улази и у топологију. 

После правилних тела, која имају једнаке правилне рогљеве 
и једнаке правилне стране и која се зову Платонови полиједри, 
први типови полиједара са најмањим отступањем од правил- 
ности то су такозвани Архимедови полиједри: једнакорогља- 
сти полуправилви полиједри и једнакострани полуправилви 
полиједри. Прву категорију Архимедових полиједара искори- 
стио сам у једном свом раду!) као пример проблема п тела, 
који се може решити помоћу елиптичких функција. Прваи 
друга категорија Архимедових полиједара садржи по 15 тела. 
Наведеном раду приложени су фотографски снимци 15 модела 
једнакорогљастих полиједара. Сами модели су изгорели за 
време рата заједно са библиотеком Математичког семинара 
Београдског универзитета. 


ђ) Улога једнакорогљастих Архимедових полиједара у проблему више 
тела. Глас. СКХХХМ САН. 1941. | 


ДОДАТАК 


Такозвана четрнаеста и петнаеста књига 
Еуклидових елемената 


У свом издању грчко-латинског текста „Епсћдез Е!етеп!а“ 
1. (. Неђегр даје још две књиге: четрнаесту, која припада 
грчком математичару Хипсиклу, живео је око 200 г. наше ере, 
и петнаесту, чији је аутор непознат. Из текста петнаесте књиге 
се може закључити да је она била написана много доцније, 
можда чак у МГ веку н. е. Како се ове две књиге и по садр- 
жају и по начину излагања знатно разликују од правих Еукли- 
дових књига, оне су добиле назив „такозваних књига“ Еукли- 
дових елемената. 

Како ове две књиге имају више историски значај и њихов 
геометриски садржај је врло скроман, дајемо, као и други 
Еуклидови преводиоци, превод само важнијих места из тих 
књига и то са коментаром. 


Четрнаеста књига 


Тексту књиге претходи овај предговор. 

О Протарху, кад је Василије (Базилејдес) из Тира дошао 
у Александрију и састао се са мојим оцем, он је већи део 
свог боравка провео са мојим оцем, јер их је спајао заједнички 
интерес према математици. И тако, једног дана, док су проу- 
чавали Аполонијеву књигу о упоређивању додекаедра и ико- 
саедра уписаних у исту сферу, наиме у каквом су они односу 
један према другом, дошли су Василије и мој отац до закључка 
да оно што је написано код Аполонија није тачно, те су, како 
сам чуо од оца, написали сами исправљени текст. Доцније је 
и мени дошла у руке друга књига, коју је издао Аполоније, 
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са неким доказом који се односи на поменуто питање, па сам 
са великим одушевљењем почео да се бавим тим питањем. 
Сад, изгледа, сваки може да се упозна са књигом коју је 
издао Аполоније, пошто се она налази у промету и то у новој 
обради, која је, мислим, пажљивије написана. И ја, кад сам 
написао у облику коментара све што ми је изгледало потребно, ' 
решио сам да се са овим рукописом обратим теби, с једне 
стране стога што си ти, због твог успеха у свим гранама 
математике, нарочито у геометрији, у стању да, са пуним 
познавањем ствари, судиш о свему што ћу даље написати, — 
са друге стране због тога, што ћеш ти, добро познат са мојим 
оцем и расположен према мени, добронамерно обратити своје 
уво мојој расправи. На овом, изгледа, треба завршити мој 
предговор и приступити самом излагању. 


Ћ 


Нормала спуштена из центра круга на страну у тај круг 
уписаног петоугла једнака је половини збира стране шестоугла 
и стране десетоугла уписаних у исти круг. 

Покажимо кратак доказ ове теореме. 

Нека је у кругу АВГ полупречника 427 дуж ВГ страна 
уписаног петоугла, ДЕ2 нормала на ВГ, ГН — симетрала угла 
АГ27. Из елементарног посматрања углова троугла АГ2 са 
симетралом ГН следују једнакости 


АН—НГ-Г2—а% 


Е2=ЕН. 
Према томе за висину ДЕ можемо написати два израза: 
АДЕ= АН+ЕН =а, ЊЕН, 
ДЕ=42—2Е2=г—ЕН, 
одакле, после сабирања, добивамо једначину 
2лДЕ=г+а = 0, +4/,, 


која потврђује теорему. 
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2. 


Ако је у круг уписан једнакострани и једнакоугли пето- 
угао, збир квадрата на његовој дијагонали и на његовој страни 
једнак је петоструком квадрату на полупречнику круга. 


А 


Нека је у кругу АВГ полупречника ДЕ =/ дуж АГ=а; 
страна уписаног петоугла, а АВ=4, његова дијагонала. Треба 
доказати да је 


42 + а:=5 1. 
Из правоуглог троугла АВЕ имамо 
42+ а—4 13, 
но између а, и а, постоји (10, књ. ХП) веза 
28 = ајо + 77; 


сабирањем чланова написане две једначине после елиминисања 
_ а; долазимо до једначине 


+ а5=5 г3, 


која потврђује теорему. 


3. 


Јадан исти круг обухвата и петоугао додекаедра и тро- 
угао икосаедра, који су уписани у исту сферу. 
Хипсикл на овај начин доказује ову теорему. 
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Нека је АВ пречник сфере; нека су у њу уписани доде- 
каедар и икосаедар и нека је ГАЕ2Н један од петоуглова 
додекаедра, а КЛ један од троуглова икосаедра. Тврдим да 
су полупречници око њих описаних кругова једнаки, тј. да 
__ исти круг обухвата и петоугао ГАЕ2Н и троугао Кле. 


Г А | 8 
К 
Р] Н 
Е 2 лЛ д 
м Ф М 
Сл. 3 


' 


Повуцимо АН. АН ће бити ивица коцке. Узмимо сад 
праву ММ тако да квадрат на АВ буде пет пута већи од 
квадрата на ММ. Но и квадрат на пречнику (2 #) сфере је пет 
пута већи од квадрата на полупречнику (/) оног круга помоћу 
кога се конструише икосаедар. Према томе ММ је полупреч- 
ник оног круга помоћу кога се конструише икосаедар. Поде- 
лимо тачком = дуж ММ непрекидно и нека је МЕ већи део. 
МЕ ће бити страна десетоугла. И пошто је квадрат на АВ пет 
пута већи од квадрата на ММ, а квадрат на АВ је трипута 
већи од квадрата на АН, биће три квадрата на АН једнака 
са пет квадрата на ММ. Према томе три квадрата на АН се 
односе према три квадрата на ГН као пет квадрата на ММ 
према пет квадрата на МЕ. Али збир пет квадрата на МЕ и 
пет квадрата на ММ једнак је петоструком квадрату на КЛ. 
Према томе је пет квадрата на КЛ једнако збиру три ква- 
драта на ГН и три квадрата на АН. Но пет квадрата на КА 
једнако је 15 квадрата на полупречнику круга описаном око 
троугла ОКА, а збир три квадрата на АН и три квадрата на 
ГН једнак је 15 квадрата на полупречнику круга описаном око 
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ГАЕ2Н, јер је раније било показано да је збир квадрата на 
АН и на ГН пет пута већи од квадрата на полупречнику круга 
описаног око петоугла ГАЕ2Н. Према томе 15 квадрата на 
једном полупречнику једнако је 15 квадрата на другом полу- 
пречвику. Значи један пољупречник једнак је другом полу- 
пречвику. 

На овај начин, један исти круг обухвата и петоугао 
додекаедра и троугао икосаедра обухваћених истом сфером, 
Такав је Хипсиклов доказ ове теореме. 


Полазећи од оних аналитичких резултата које смо добили 
у коментару у вези са одређивањем ивице додекаедра и 
икосаедра резултат наведене теореме можемо потврдити и 
на овај начин. 


За ивицу а,, додекаедра и ивицу а,, икосаедра имали 
смо ове вредности 


Кашани у 5 
ама ~ Е 15— 18), аае – 1)10(6—5), 


где је К полупречник сфере. Са друге стране за страну а; 
петоугла и страну да троугла можемо написати 


ду== ~ Њ 10215, а = 93, 


где су гл и г, полупречници кругова описаних око тих 
полигона. 


Треба доказати да је /,=7,. 
Како је а,,=4; И ду =, имамо два услова: 


= кулов–уб- њу, 9615 19- 5 У10–275, 
из којих одређујемо однос 

ЈЕ 2583 пл МБЕУЗА она 
(: 3 уго–215 У 10(5– 5) | 


чија вредност потврђује истинитост теореме. 


Еуклидови елементи 5 , 


4. 


Ако постоји једнакостран и једнакоугли петоугао и око 
њега описани круг и из центра круга спуштена нормала на 
једну његову страну, биће тридесет правоугаоника. обухва- 
ћених страном петоугла и наведеном нормалом једнако повр- 
шини додекаедра. 

Овај резултат непосредно следује после израчунавања 
површина 12 х 5 = 60 троуглова, на које можемо поде- 
лити целокупну површину додекаедра. Према слици имамо: 


60. „Га. 2Н=80- ГА. %Н. 


5. 


Ако је АВГ једнакостран троугао у кругу, А је његов 
центар и АЕ нормала спуштена из 4 на ВГ, биће тридесет 
правоугаоника обухваћених од ВГ и ДЕ једнако површини 
икосаедра. 


ИМ овај резултат непосредно проистиче после поделе 
сваког троугла површине икосаедра на три троугла, јер за 
ту површину имамо Е 


~ 87 АЕ -3-20=80- ВГ - ДЕ. 


Последица 


Површина додекаедра је према површини икосаедра као 
правоугаоник обухваћени ивицом првог и нормалом спуштеном 
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на њу из центра круга петоугла АВГДЕ према правоугаонику 
обухваћеном ивицом икосаедра и нормалом спуштеном на њу 
из центра круга троугла, а под условом да су додекаедар и 


икосаедар обухваћени истом сфером. 


6. 


Површина додекаедра је према површини икосаедра 


као ивица коцке према ивици икосаедра. 

Узмимо круг АВГ који 
обухвата петоугао додекаедра 
и троугао икосаедра уписаних 
у исту сферу. Нека је АГ=а; 
страна петоугла и ГА = а; страна 
троугла уписаних у круг АВГ. 
Из центра Е спустимо нормале 
ЕН =л, и Е2=л4 на АГ и на 
ГА. Продужимо ЕН до тачке 
В на кругу, ВГ =а,, биће стра- 
на у круг уписаног десетоугла. 


Означимо полупречник круга 
са' ЕВ =7 и дијагоналу петоугла 
са Ф,. - 

Према претходној последици имамо 


(површина додекаедра) _ 4; 


(површина икосаедра) СРЕЋА 


Докажимо да је 


(1) 


Па 


· где је 4; у исто време и ивица коцке која је послужила за 


конструкцију додекаедра. 
Кратко назначимо низ закључака. 


(2) (га :г=г : 010, 


Пр= — (7 + 41), 


пу= —Г. 


2 


(хт9) 
(МА) 
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Из (2) 
(3) п; :Лу=П, : (1; —1п5). 
Са друге стране, 
(4) 4; : а; =а, : (4; — 5), (ХШ,17, последица). 
Из упоређивања (3) и (4) изводимо | 
4; : а, =, : 5, 
одакле следује (1). 
И према томе коначно имамо 
(површина додекаедра) а, (ивица коцке), 
(површина икосаедра) Ц а Њ (ивица икосаедра) 


а то и потврђује наведену теорему. 


Хипсикл даје и други доказ ове теореме, много једно- 
ставнији и непосреднији. Ако при томе искористимо још и 
операције са разломцима, доказ постаје сасвим једноставан, а 


Сл. 8 


неки елементи са Хипсиклових слика сувишни. 
За површину петоугла из троугла АВА имамо 


површина петоугла = 5. АА·-ВН= 5, ; 
а за целокупну површину додекаедра имамо 
(5) површина додекаедра = 157 ·4,, 


где је, као и раније, дијагонала петоугла и ивица коцке. 
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Са друге слике, за површину троугла АДМ имамо 


1 3 
ов на троугла = —- — га, = Г - ау, 
површи троу о = 3 


а за целу површину икосаедра 
(6) површина икесаедра = 20. "а =15 г- 6;. 


После упоређивања (5) и (6) долазимо до закључка 
(површина додекаедра) 4,. _ (ивица коцке) 
(површина икосаедра) а; (ивица икосаедра) 


а то и потврђује теорему. 

Тачке 0 и 2, на првој слици и тачка 0 на другој уве- 
дене су ради замене операција са разломцима поделом дужи 
НГ тачком 0 на два дела у размери 2:1 и поделом полу- 
пречника ДЕ, тачком 2, у размери 1:1. 


7. 


Ако је нека дуж подељена непрекидно, онда је збир 
квадрата на целој дужи и на већем делу према збиру ква- 


драта на целој дужи и на мањем А 
делу као квадрат на ивици коцке Зна 78 
према квадрату на ивици ико-. 
саедра. А 
Нека је АОВ круг који % 
обухвата петоугао додекаедра а | 
У Дао 


Ц 
и троугао икосаедра уписаних | 
у исту сферу, тачка Г њихов | 
центар, ГА већи део дужи ГВ 06 У 
подељене тачком А непрекидно. “а 2 
ГА је страна десетоугла упи- о ед „7 
саног у исти круг. Узмимо 

ивицу икосаедра Е, додекаедра 

7. и коцке Н. Тада је Е страна #'" 
једнакостраног троугла, 2 стра- 2' : 
на петоугла уписаног у исти 
круг и 2, је већи део дужи Н 
подељене непрекидно. Пошто Сл, 


о 
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је Е страна једнакостраног троугла, а квадрат на страни 
једнакостраног троугла једнак је тространом квадрату на ВГ 
[тј. квадрат на Е је утростручен квадрат на ВГ], а такође и 
збир квадрата на ГВ и на ВА је трипут већи од квадрата на 
ГА, онда је квадрат на Е према квадрату на ГВ као збир | 
квадрата на ГВ и на ВА према квадрату на ГА. После перму- | 
тације: квадрат на Е је према збиру квадрата на ГВ и на 
ВА као квадрат на ГВ према квадрату на ГА. Но квадрат на 
ВГ је према квадрату на ГА као квадрат на Н према ква- 
драту на 2, јер је 2 већи део од Н. Према томе је квадрат 
на Е према збиру квадрата на ГВи на ВА као квадрат на 
Н према квадрату на 2. Или, после промене реда и то на | 
обрнути: квадрат на Н је према квадрату на Е као квадрат 
на 2, према збиру квадрата на ГВ и на ВА. Но збир квадрата 
на ВГ и на ГА једнак је квадрату на 2, јер је квадрат на 
страни петоугла једнак збиру квадрата на страни шестоугла 
и десетоугла уписаних у исти круг. Према томе се квадрат 
на Н односи према квадрату на Е као збир квадрата на ВГ 
и на ГА према збиру квадрата на ГВ и на ВА. И на тај начин 
квадрат на Н је према квадрату на Е, при непрекидној 
подели дужи, као збир квадрата на целој дужи и на већем 
делу према збиру квадрата на целој дужи и на мањем делу. 
И Н је ивица коцке, а Е — икосаедра. 


И затим, слично Еуклиду, Хипсикл понавља текст теореме. 

Аналитички ову теорему можемо доказати овако. 

Ако је нека дуж а подељена непрекидно, њен већи део 
х има вредност 


| МЕ 
х= — а (/5—1). 
5 (/5—1) 
После тога можемо израчунати однос. 
(а3+ хз) : [47 + (а — х):] = + (5 + 15). 


Са друге стране, за ивицу коцке и ивицу икосаедра 
смо имали изразе: | 


Акоц, = Е К УЗ, 
3 
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| Ба ша 
Фикос. = = К у 10 (5— у5), 


и према томе за однос њихових квадрата 


У НИНЕ. ПРННЦ (5 + у5), 

3 2(5—75) 6 · 
а тиме је доказана наведена теорема, јер је тај израз једнак 
претходном изразу. 

| 8. 

Ивица коцке је према ивици икосаедра као запремина 
додекаедра према запремини икосаедра. 

Доказ ове теореме је врло кратак, јер за додекаедар и 
икосаедар, уписане у исту сферу, полупречници кругова опи- 
саних око петоугла додекаедра и троугла икосаедра имају 
исту вредност, коју смо означавали са /. У таквом случају 
имају исту висину Л пирамиде којима су основе петоугао и 
троугао и врхови у центру сфере, јер је 

ћа = В2—1:, 
где је К полупречник сфере. 

Како запремина додекаедра износи 


Е Миа. 12:— (површ. петоугл.) = = "(површ додекаедра), 
а запремина икосаедра | 
1 
М лкос. = 20 ка: „ћ-(површ.троугл.) = Е: ћ · (површ. икосаедра), 


за размеру тих запремина добићемо 

М јод. : Микос. = (површ. додек.) : (површ. икосаедра). 

Но размера ових површина, према 6. теореми, једнака 
је размери ивице коцке према ивици икосаедра, па према 
томе долазимо до резултата: | 

М дол. : Микос.== (ивица коцке) :(ивици икосаедра), 
а то је садржај ове теореме. 
9. 


Ако су две дужи подељене непрекидно, њихови делови 
су у истој размери. | 
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Нека тачка Г дели дуж АВ, а тачка 2 дуж ДЕ непре. 
кидно. Већи део прве је АГ, а друге А2. Тврдим, да је цела 


дуж АВ према АГ као цела дуж ДЕ према већем делу 47. 
Ако уведемо очевидне крат- 


а / В 
Па ; ај ке ознаке, имамо две пропорције 
4 2 Ра 
5 = а:х=х:(а–х), 
Сл. 10 р:у=у:(8—у), 


из којих треба да изведемо пропорцију 
а:х=8-:у. 
Хипсикл поступа овако: из пропорција следује 


хг=а(а—х), уг=#е(6—у), 


и према томе узастопце закључујемо 
а(а – х) _ 6(6—у), 


х: у: 
заца-х) _ 490—)) | 
х“ у: | 
А а(а—х)+х" _ 45(6—у)љу: 
рту 55 ДЕНИ - = уг , 
(да—хе _ (26–у): 
| 2а—х Зр 2 ђ—у А 
На х у ) 
а:х=6-: у, 


а то је и требало доказати. 


На крају књиге стоји овај закључак. 

Ако је АВ=а нека дужина подељена тачком Г непре- 
кидно и АГ—="т већи део, а ГВ—л мањи, и ако имамо коцку, 
додекаедар и икосаедар, уписани у исту сферу, онда је 


само 
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1. (ивица коцке) :(ивици икосаедра) = уа“ + те: уа+п, 

2. (површина додекаедра) : (површини икосаедра) = 
Е = (ивица коцке) :(ивици икосаедра), 

3. (запремина додекаедра) : (запремини икосаедра) = 
= (површина додекаедра) : (површини икосаедра), 

4. (запремина додекаедра) : (запремини икосаедра)— 


= Уа + те: Уаз + пе, 


Петнаеста књига 


Садржај „такозване“ петнаесте књиге много је слабији 
од садржаја Хипсиклове књиге. Неки истраживачи су ми- 
шљења, да књига има карактер ђачке бележнице и да можда 
и није припадала истом писцу. Не може се тачно установити 
ни време кад је она написана. Шта више као на време 
постанка ове књиге мисли се на интервал од првог столећа 
пре до-шестог столећа После наше ере. 1. [. Неђего посве- 
ћује овој књизи 14 страна грчког текста. Т. !. Неаћћ доде- 
љује јој само две непуне стране, Р. Еппдиез — две стране, 
Д. Д. Мордухан-Болтовскоћ посвећује девет страна текста 
и пола стране коментара. Што је могуће краће изложићемо 
ипак целокупан геометриски садржај ове књиге. 


1. 


У дату коцку уписати пирамиду (тетраедар). 

Нека је дата коцка АВГАЕ2НО, ~ Н 
уписати у њу пирамиду. Спојимо АГ, 
АЕ, ГЕ, Ад, Ед, ОГ. Јасно је да су „ 
троуглови ДЕГ, АЕ, АогГ, ФОГЕ једна- 
кострани, јер су њихове стране дија- 
гонале квадрата. На овај начин, АЕГО 
је пирамида, и она је уписана у дату 
коцку. 


с“ 2. 
У дату пирамиду (тетраедар) упи- 4 у: 
сати октаедар. · Сл. П 


КД: 


Нека је АВГА дата пирамида са врхом у тачки Д, упи. 
сати у њу октаедар. Преполовимо тачкама Е, 2, Н, 8, К, /, 
дужи АВ, АГ, ДА, ВА, ВГ џи 
спојимо ОК, ОА, Е7, 2, а и 
преостале. МИ пошто је АВ 
двапут веће од сваке од дужи 
ОК и Н72, биће ОК једнако и 
паралелно са 2. Према томе 
је (четвороугао) ОКХН једнако- 
стран. Тврдим да је он и пра- 
воугаони. Заиста, ако из КА 
спустимо нормале на равни 
ЕЗВН, 2ГЕН, Е2ОК, КЛАН 
(штампарска грешка у грчком 
тексту), онда се на сличан на- 
чин доказује да су троуглови и над квадратом ОК2Н једна- 
кострани. + о. | 

3. 


У дату коцку уписати октаедар. 

Нека је АВГАЕ2НО ко- и | 2 
цка. Узмимо центре К, А, М,М 
вертикалних квадрата и спојимо 
их са КА, ЛМ, ММ, МК.Тврдим 
да је КАММ квадрат (доказ изо- 
стављам. А. Б.). Узмимо центре 
Р и > квадрата ВА з ЕНи 
спојимо РА, РМ, РК, РМ, ХК, 
2, УМ, УМ. Јасно је да су тро-. 
углови добијеног октаедра јед- 
накострани, што се локазује 
на сличан начин. 


Сл. 12 
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У дати октаедар уписати коцку. 
Узмимо центре Н, 0, К,А кругова описаних око тро- 
углова АВГ, АГА, АВЕ, АДЕ и спојимо их са Нд, НК, 84, АК. 


ж Ово место Негђегровог текста је дефектно. 
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Тврдим да је НОКЛ квадрат, (доказ изостављам. А. Б.). Ако 
узмемо и преостале центре троуглова и спојимо их на сличан 
| начин, доказаћемо да су и пре- 
остали квадрати; и на тај начин 
добићемо коцку уписану у дати 
октаедар. 

| 5. 

У дати икосаедар уписати 
додекаедар. 

Узмимо петоугао АВГДЕ и 
центре Н, 6, К, А, М кругова 


Сл. 14 Сл. 18 


описаних око троуглова А7ХЕ, А2В, ВгГ, 2Г4, АЗЕ и спојимо 
их са Нд, ок, КА, АМ, МН. Затим продужимо 2Н, 20, 2К 
ка тачкама 2, М, О. Ове тачке полове дужи ЕА, АВ, ВГ. И 
МЕ је према МО као НО према ОК. Значи, и ОН је једнако 
ОК. На сличан начин се доказује да су и преостале стране 
петоугла НОКАМ једнаке. Тврдим да и он има једнаке углове. 


Затим се доказује да је наведени петоугао раван, На 
томе се зауставља излагање конструкције и њеног доказа. 
Излагање је, према томе, недовршено. | 


„Даље следују врло елементарна расуђивања о броју 
страна и броју темена код проучених полиједара. 

Књига се завршава проучавањем проблема који је 
поставио Исидор, „велики наш учитељ“ (Тосбијрос Ф ретерос 
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ортуђбало реуод Б5абжаХос), како га велича аутор књиге, 
Неки коментатори мисле, да је то Исидор из Милета, архи- 
текта који је руководио зидањем цркве св. Софије у Цари- 
граду завршене 537 године, али је то мало вероватно. Иси- 
доров проблем састоји се у одређивању углова између равни 
страна пет правилних полиједара. Решење тог проблема 
састоји се у овом. | 
Јасно је да су ти углови код коцке прави. 


За пирамиду (тетраедар) узмимо један троугао њене 
површине и из крајева једне стране тог троугла нацртајмо 
лукове полупречником једнаким висини троугла. Нека се ти 
лукови секу у тачки; тада праве што спајају ту тачку пре- 
сека са центрима лукова одређују нагиб равни пирамиде. 

За октаедар на страни троугла конструишимо квадрат 
и из крајева његове дијагонале, као центара, нацртајмо лукове 
полупречника опет једнаког висини троугла; тачку пресека 
тих лукова спојимо са центрима, добијени угао допуњава 
угао између две равни површине октаедра до два права угла 
(јер се добива унутрашњи угао октаедра!. 

За икосаедар на страни троугла конструишимо петоугао 
и из крајева његове дијагоналг, као центара, нацртајмо 
_ лукове полупречника поново једнаког висини троугла; тачку 
пресека тих лукова спојимо са центрима, добијени угао 
допуњава угао између две равни површине икосаедра до 
два права угла. 

То је решење поменутог „славног човека“, наводи аутор 
књиге. Како докази тих конструкција нису били за аутора 
књиге довољно јасни, он даје своја објашњења за све кон- 
струкције и, пре свега, за пирамиду (тетраедар)... 

Наводимо кратко пишчев доказ. 

Узмимо тетраедар АВГА са основом АВГ и врхому а. 
Из крајева В и Г стране троугла основе спустимо нормале 
ГЕ и ВЕ на ивицу А4, то су висине троуглова АДГ и ААВ 
са заједничком тачком Е. Угао између тих правих је. угао 
нагиба две равни тетраедра, јер оне леже у тим равнима и 
управне су на њихов пресек. После мале анализе о пресеку 
лукова са центрима у Ви Г и полупречницима једнаким 


, 
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висини троугла писац долази до закључка да је Исидорова 
конструкција за тетраедар тачна. 


За октаедар замислимо пирамиду са квадратом АВГА 
као основом, врхом у Е, и бочним странама једнакостраним 
троугловима. Таква пирамида је половина октаедра. Из кра- 
јева дијагонале ВА квадрата спустимо нормале 427 и 82 на 

~ 
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ивицу АЕ; то су висине троуглова АЕД и АЕВ са заједничком 
тачком 2. Угао између тих правих је туп угао између две 
равни октаедра, јер оне леже 
у тим равнима и управне су 


на њиховом пресеку. А како љ 

се за угао нагиба две равни, , 
према Еуклидовој дефини- 

цији, сматра увек оштар угао» Е 
између тих равни, биће на- 

ведени угао Вгд троугла 

ВА7 допуна угла нагиба до | 
два права угла. При томе се 

и овде врши анализа кон- Ров“ 
струкције у равни троугла # р> 


ВХА и то у облику доказа да 
је свака од дужи В2 и 42 
већа од половине ВА. 
Слично се изводи и доказ наведене конструкције за 
икосаедар. Узмимо једнакостран и једнакоугли петоугао АВГДЕ 


Сл. 18 
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за основу пирамиде са врхом у 2; бочне стране су једнако- 
страни троуглови. Пирамида АВГДАЕ2 је део икосаедра. Из кра- 
јева В и А дијагонале петоугла основе спустимо у равнима тро- 
углова ВГ2 и АГ2 нормале ВН и АН на ивицу Г2, то су 
висине троуглова Г82 и ГА са заједничком тачком Н. Угао 
између тих нормала је туп и служи као допуна нагиба између 
две равни икосаедра. Тиме се доказује наведена Исидорова 
конструкција икосаедра. Као допуна служи анализа о могу- 
ћности извођења те конструкције. Интересантно је забележити 
да се овде први пут говори о „инструментној конструкцији“ 
(ет) уђе друамжђа халосхеуђе), тј. конструкцији помоћу неког 
инструмента, вероватно шестара. Аутор сматра такву природу 
конструкције као неки доказ конструкције. Али сем тог 
доказа писац наводи и овај логички доказ са засебном сликом. 
д | Замислимо засебно једна- 
костран троугао ОКА, на 
КА  конструншимо петоугао 
КММЕЛ, спојимо МА и по- 
вуцимо висину 00 троугла 
ОКА. Тврдим да је 00 веће од 
половине МЛ. Повуцимо из К 
нормалу КП на МА. Пошто је 
угао КАП већи од једне тре- 
ћине правог угла, тј. од угла 
КоО, конструишимо угао ПАР 
једнак углу КОО. Према томе 
ПА је висина једнакокраког 
троугла са страном РА и значи 
квадрат на РА према квадрату 
на АП као 4:3. Но КЛ је веће 
од АР и, према томе, размера 
квадрата на КА према квадрату 
на АП већа од размере 4 према 3. Но размера квадрата на 
КА према квадрату на 00 једнака је размери 4 према 3. 
Према томе КА има већу размеру према ЛП него према 00. 
На овај начин 00 је веће од АП. _ 
Са додекаедром ствар стоји овако. Нека један од ква. 
драта коцке на којима се конструише · додекаедар буде ква- 
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драт АВГА и две равни АЕВ2Н и НАОГ2 додекаедра. Тврдим 
даје иу овом случају дат нагиб две равни додекаедра. 
Преполовимо 2 тачком К и из тачке К ивице 2Н у свакој 
од равни повуцимо нормале КА и КМ на ивицу 2Н и спојимо 
МА. Аутор прво тврди да је угао МКЛ туп. Заиста, у три- 
наестој књизи Елемената, где се говори о конструкцији доде- 
каедра, доказано је да је нормала из К на квздрату АВГА 
једнака половини стране петоугла, према томе је она мања од 
половине МА, а услед тога је угао МКЛ туп. Уједно се у 


= 21 = 
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тој теореми доказује и да је квадрат на КЛ једнак збиру 
квадрата на половини ивице коцке и на половини стране 
петоугла. На овај начин дужи КЛ и КМ, које су једнаке, 
веће су од половине дужи МЛ. Према томе, ако је угао 
МКЛ дат, биће одређена и величина нагиба уочених равни, | 
која је допуна тог угла до два права угла. Даље, пошто је 
страна квадрата АВГА дијагонала петоугла са датим странама, 
јер је петоугао дат, дато је и МА. А дата је и свака од дужи 
МК и КА, јер су то нормале из средине дијагонале на пара- 
лелну страну Н2 петоугла. Значи, дат је и угао ЛКМ, који 
је, како је било речено, допуна траженог нагиба до два 
права угла. Дакле, добро је рекао Исидор о инструментној 
конструкцији, да је потребно у датом петоуглу повући дија-. 
гоналу, која је једнака ивици коцке, затим из крајева те 
дијагонале, као центара, нацртати два лука полупречником 
једнаким отстојању дијагонале петоугла од паралелне стране, 
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на слици-су то КА и КМ, па из тачке пресека тих лукова 
повући дужи ка центрима, које образују угао чија је допуна 
до два права угла нагиб две равни додекаедра. А да је КЛ | 
веће од половине МА, то је, како је речено, већ доказано у | 
Елементима. | | 
Читалац, који је прегледао како садржај ове књиге, 
тако и облик излагања, могао је лако доћи до закључка да 
се ова „такозвана“ ХМ књига знатно разликује како од 
тринаест оригиналних Еуклидових књига, тако и од Хип- 
сиклове „такозване“ четрнаесте књиге Еуклидових елемената. 


1“ 


ПН 


ПОГОВОР 


Успомени мог сина 


У последње време интерес према Еуклидовим елемен- 
тима јако је порастао. У Америци је изашло ново издање 
капиталног дела Т. 1.. Неаћћа — Тће ипееп Боокз ог Енсна'з 
Е!етеп5; у Италији под редакцијом Р. Еппдиеза изашао је 
нов превод са коментаром; у Совјетском савезу такође је 
изашао нов превод Д. Д. Мордухан—Болтовског са врло 
опширним коментаром, који је делимично написао И. Н. Весе- 
ловскић; у Немачкој је штампан у ОБуа!д'овој збирци нов 
превод Сјетепз'а Тћаега. 

Не наводимо ове податке и земље као да у њима култ 
античке културе није био довољно развијен па се сад тек 
појавид, већ, обратно, као примере за земље у којима су или 
сами Еуклидови елементи или „геометрија ло Еуклиду“ били, 
у већој или мањој мери, основа математичког образовања 
ширдких слојева, и баш у овим земљама поново је оживео 
интерес према Еуклиду, Еуклиду у оригиналу. 

Сама та чињеница да су Еуклидови елементи зборник 
истинг, које су задржале своју тачност у току више од две 
хиљаде година, да су широки слојеви културних народа у 
у току више столећа врло пажљиво проучавали те истине, да 
је опадање или повећање интереса према тим истинама ишло 
заједно са замирањем или процватом културе уопште — сама 
та чињеница је довољан разлог за појачање интереса према 
Еуклидовим елементима баш у данашње време, кад се не само 
поједини стручњаци, већ и широке масе интересују за све што 
је везано за развитак људског знања. 

Али има и специјалних разлога за повећање интереса 
према. Еуклидовим елементима у данашње време. 


Еуклидови елементи 6 


82 


Без обзира на нагло развијање математике у свим прав- 
цима, с једне стране, у вези са захтевима хоје математици 
постављају блиске науке — механика у разним својим формама, 
физика, хемија, па чак и такве научне дисциплине које су до 
последњег времена биле врло далеке од математике, са друге 
стране, у вези са огромним повећавањем кадрова који се спе- 
цијално баве наставом савремене математике, преглед основа 
математике, нарочито са логичког гледишта, баш сада је постао 
врло актуалан. 

Пошто су Еуклидови елементи по времену први и по 
· форми и садржају изванредни узорак логичког, нарочито 
дедуктивног, излагања математичкиж истина, а пошто се 
озбиљна расуђивања о логичкој структури математике уопште 
не могу заснивати на изворима компилативног, уџбеничког 
карактера, већ се мора обратити на основне изворе, а такав 
извор су пре свега Еуклидови елементи, јасно је да свако ко 
хоће да озбиљније размпсли о основама математике, а наро- 
чито и са историског гледишта, мора пре свега узети у руке 
ово математичко јеванђеље. | 

Други разлог за јачање интереса према Еуклидовим еле- 
ментима везан је за питање елементарне геометрије у: савре- 
меној школи. Јасно је да књига Еуклидових елемената, која 
је била написана за врло узак круг грчких мислилаца, евен- 
туално за студенте александриске академије, не може бити 
дата непосредно у руке савременом омладинцу у. оном узра- 
сту кад он почиње учити геометрију. 

Ипак дуги низ година ортодоксна настава геометрије је 
задржавала, ако не самог Еуклида (Енглеска), онда Еуклидов 
систем, у више или мање компромисном облику, али увек у 
дедуктивној форми. Заступници тог система су сваком нова- 
тору пре свега постављали питаље: „Јесте ли читали Еуклида 
у оригиналу или бар у преводу>“ Па ако би одговор био нега- 
тиван, дискусија се завршавала речима: „Прочитајте га!“ 

Сам аутор ових редова придржава се концентричног 
система наставе геометрије са индуктивним почетком, који је 
и у историском развићу претходио дедуктивном систему, а 
са садржајем приступачним чак и основцу; тај систем у даљим 
концентрима може постићи, због већ развијених просторних 
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претстава, боље резултате како у односу на утврђивање јаче 
логике, тако и у развијању веће моћи апрастракције; но при 
извођењу тог система у индуктивним концентрима треба се 
придржавати индуктивне логике, која исто тако постоји као 
и дедуктивна и не мешати их са дедуктивним концентрима. 
При мешању настаје логички хаос, који се не може правдати 
споредним разлозима постепеног прилагођавања, које баш оду- 
зима смисао понављања исте геометриске истине на два начина 
— индуктивно и дедуктивно. Према томе читалац овог пре- 
вода би стекао погрешну претставу о преводиочевој намери, 
ако би помислио, да он позива на јаче утврђивање Еуклидо- 
вих принципа у настави геометрије и само њих. Не, обратно, 
овај превод треба да иде у корист баш новаторима, да постану 
свесни реформатори наставе геометрије у новој школи и да 
на питање: „Јесте ли читали Еуклидар“ одговоре: „Јесте, 
читали смо и зато баш свесно уносимо у наставу геометрије 
индуктивни концентар“. Претставници других земаља са одавно 
добро развијеном математичком културом не могу више да 
потцењују наше тежње у реформама наставе геометрије 
замерком да је то земља која још и после две хиљаде година 
нема Еуклидових елемената за употребу широких кругова на 
свом језику. | 

Нисам имао у плану свог научног рада превод Еукли- 
дових елемената. То је сувише велики и сувише тежак посао 
за који нисам хтео да потрошим онолико времена колико он 
захтева. Прву књигу сам превео са намером да југословен- 
ском читаоцу, који недовољно влада страним језицима на којима 
су објављени други преводи, покажем огромну вредност тог 
изванредног извора математичке културе. Тиме сам желео да 
попуним, бар у минималној форми, ону празнину, која постоји 
код наших народа у поређењу са другим културним народима. 
Почетак тог рада је био још за време живота мог покојног 
сина, доктора медицине Арсена Биљлимовића. Видевши мој рад, 
син ми је саветовао да продужим тај рад и после његове 
смрти, јер тај рад „над памлтником классического спокојствил“, 
рекао је, може ублажити мој бол. Ја сам поступио према 
његовој жељи. Полако сам радио и тај посао уколико нисам 
био одвајан од њега својим другим, научним и педагошким 
радовима. 
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Разуме се, трудио сам се да превод буде што бољи, али 
на путу остварења имао сам много тешкоћа з у погледу тер- 
минолошке доследности и у погледу основних израза којима 
се нарочито каректерише грчки текст и који су супротни 
стилу српскога језика. Као главни циљ ставио сам себи да што 
тачније пренесем математички садржај Еуклидовог текста и 
да дам што јаснију српску форму без обзира на то што при 
томе отступам од филолошког превода. При изради српског 
текста много су ми помогли колеге академик В. В. Мишковић 
и професор универзитета Т. П. Анђелић, за које је то био 
такође велики труд, јер је било потребно решавати колебљива 
питања српске терминологије, На томе им и овде изјављујем_ 
дубоку захвалност. ' 

Што се тиче Коментара, ограничавао сам се само на оно, 
што ми је изгледало да треба навести без икакве тенденције 
ка дубоком научном проучавању, како самог текста тако и 
садржаја, нарочито са историског гледишта с обзиром на време 
како до Еуклида тако и после Еуклида до наших дана. Чита- 
лац кога то дубље итересује може се обратити на стручна 
дела, пре свега на поменуто дело Т. 1.. Неаћта, који је' посве- 
тио знатан део свог живота проучавању грчке математике. 

Моја неодлучност да после друге књиге преведем и трећу, 
а затим и остале, била је разлог што је свака књига излазила 
засебно, са засебном пагинацијом. То одузима овом преводу 
извесну целину, али спољашњег формалног. карактера. За оне 
који би желели да повежу у једну све књиге штампарија је 
приложила листић са заједничким насловом. | 

Слике у Неђегр'овом издању понекад не одговарају 
тачно тексту, оне често имају само схематски карактер, но те 
недостатке нисам хтео исправљати, јер би те исправке оду- 
зеле оригиналу његов карактер. Знатан део слика је прецр- 
тавао беспрекоран цртач Математичког института САН М. 
Чавчић коме изјављујем моју захвалност. 

Штампање српског текста са грчким словима за ознаке 
геометриских објеката изведено је из разлога да би читалац, који 
би желео да упореди текст превода са грчким текстом ори- 
гинала, могао без тешкоће наћи одговарајуће речи и реченице 
у оригиналу. Ово је чинило извесну тешкоћу слагачима аштам- 


85 


парије „Академије“, чијем колективу, на челу са директором 
предузећа М. Гавриловићем, изјављујем нарочиту захвалност 
за савесно савлађивање овог тешког посла. 

Издавачкој установи САН „Научно дело“, са њеним 
управником С. Рајковићем, исто тако изјављујем срдачну 
захвалност за предусретљивост при остварењу овог дела. 

Најзад сматрам за своју дужност да изразим највећу 
захвалност Управи Математичког института Српске академије 
наука и његовом управнику академику Р. Кашанину који су 
омогућили штампање овог издања, 


1 мај 1957 год. А. Б. 


